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Abstract 我々は多粒子系に於ける量子力学的集団運動の理論を展開した｡本研究で

は集団運動を記述する座標の他に内部運動を記述する座標をexplicitに導入した｡ こ

のことにより内部Hamiltonianに含まれる新しい励起モードをこの内部座標を用いて

記述することができた｡この方法を液体-リウムⅡにおける素励起 (phononexcita-

tion,rottm excitation)の研究に応用して興味ある結果が得られた｡まず最初に,

phononexcitationsをTomonagaの方法をS-モード-拡張して, 記述すろことか

ら始めた｡phononcollectivemotionに対する内部運動のHamiltonianは Bohm

-Salt等のものと同じ結果を得た｡

§1. まえがき

液体-リウム井に於ける素励起スペクトルの理論的研究は多くの人達によって,色々

な方法でなされてきた.Landd＼u1)によれば励起した粒子は単純に励起したヘリウム原

子ではなく集団励起 (準粒子,励起量子 )であり,- リウム原子の多数が同時に関与す

る運動である｡事実,kの小さな領域では ep(k)-hkcなるスペク トルを伴なった

phononexcitationが起っており,kの大きな領域で軌 スペクトルEr(k)-A+

も2(k-k｡)2

2p
を伴った rotonexcitationが実現していることが実験 2)からも確かめ

られている｡

我々は液体- リウム正に於ける素励却の構造を研究するに当って,まず初めにphonon

励起を,Tomo-naga3) によって提案された集団運動の方法をS-モー ドへ拡張して応

用する｡後で内部運動に含まれている新しい励起を取 り扱う時に役立てる目的の為に,

内部運動を記述する座標をexplicitに導入しておいた｡
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§2. phonon座標とそれに共役な運動量

phononexcitationは密度のゆらぎによる longitudina1oscillationsであるから,

我々はphonon座標 としてdensityfluctuationのFourier成分を選ぶことにする｡

即ち

巧-忘召eLk･rn
鷲 -表 e-ik'rn

(困 <k｡) (2･1)

ここでkcはphononのcutoffmomentumである｡ これに正準共役な運動量は次の

様に選べる｡

口苦ニーお 宅e-ik･rn((k｡pnト 与 k2) ′

nk,-最 eik'rn((k･Pn)+与 k2)

(2･2)

(2･1),(2･2)で与えられる座標 と運動量は次の交換関係を満たしている｡

[nk,IE慧′]-(h/i,掌 ･8k,k′

ln-k,･i5']-(ち/i)(k･k′)k2 ･∂k,-k′

lnB/Ek,']ニー(h/i) ∂k,-k′

ln一芸･f苦']--(h/i)1笠と･Sk,_k′

lE!･F,′]-o

増 ,郵 - 授 業 ｡∑e-"k-k′)･rn(k′+汰)･Pnn
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ここで lnS,Bkp']は,平均でおきかえ,Tomonagaと同じ様に, 重心系を止めれ

ば零となる｡

§3. Hamiltonianの集団運動と内部運動-の分離

我々はTomonagaの方法に従って,Hamiltonian を集団運動と内部運動の部分-

分離する｡まず最初にkineticenergyを分離する｡

系のTotalkineticenergyは次の形で与えられている｡

･-吉 富 p孟

ここで我々は,このTを二つの部分-分離する｡

T=T. +Tpln C

(3･1)

(3･2)

ここでTinは内部運動のkinenticenergy･TSは集団運動のkineticenergyであ

る｡･

TEは次の形に仮定するo
kc

Tぎ-k等｡
1

有 nkpB苦

ここで塔は次の条件を満足する様に決定する｡

Tin -T-芸C⊥ nkik
k≒0 2巧 p p

が 巧 ,百雷を含まないという条件,即ち

･T-kZ:C.i n帰 ES'-o

○

kc 1

[T-kE*0両

容易に計算できて

巧 雫 ,巧]-o
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l k2 1
■■- ~-tl■ll■■-

2巧 2Nm

と選べばよいことがわかる｡

次に potentialenergyを E苦のToylor 級数に展開して･ f苦

(3･6)

dependentterms

とそうでない項とに分離するo 軒 こついて二次の項までにとどめれば,

･-vo･kE:C.軒 患 部 ･kZ:C.f苦舶 .

･kE:C.ifE-Sv;-患部Sv:-1

ここで,各係数は次の様に決まる｡

vo-V-ijr kZ:C.f忘Eeik･rn)lHfIV]

一報 雨 言ik･rn}[雫･V]

･iTkE:C.(忘雲eik･rni2･lnS,轄 Ⅴ]]

(3･7)

i.{忘宅e-'k･rn}2･[云告 [戸苦･V]]

kE.雨 eik･rn}{iE,erik･rn′,lnf璃 ･Ⅴ]]
･丁-苧 lnfIⅤ] †忘 雲eik'rn)ln告 ､lnk,,Ⅴ]]

-(% 2f吉富e-ik･rn)[-nk,･ln苦,Ⅴ]]

v1--% '[-n芸,ⅤトiiT f寺宝e-ik.rni[郵 [自慧･Ⅴ]]
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-響 (吉富eik･rni巧 ,[巧 ,Ⅴ] ]

･;--誓 ln-5,[-ns,Ⅴ]]

･言'-iiEn2lHf,lnS,V]]

･言~-iT 2宵 [H苦, Ⅴ]]-iiT 2lHS,[白雲,Ⅴ]]

･,は増は含まないが,巧を含んでいるので上と同 じ方法でToylor級数に展開1n

して分離する｡

･ ･ -To･S c.f芸TI憲 .矩 憲 .E芸粁1n

･kE:C.開 T;-+岩間 T:-

ここで,各係数は次の様に決まる｡

To-T･-1n
(i/a)
2

(i/A)
2

kZ: C.雨 eik･rn )lHf･Tin]

i塁C.{吉富e-ik･rn)lBk,･Tin ]

(3･9)

十iiT 2g.子吉ieik.rni2[斬 nS,Tin]]

十誓 S .雨 e-ik･rn}2 [iS -I [啓 Tin] ]

･竿 S o雨 eikornHLE,e-ik･rn′)[斬 埠 Tin]]

･T-乎 lnS,Tin上土掌 (寺宝eik〇rni略 [宵 Tin]]
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一竿 雨 e-ik･rn)宵 [nkpITin] ]

･1--等 壇 ,Tin ]-誓 f吉富e-ik'rn才略 [n-苦･Ti｡]]

-＼竿 {吉富eikorn)宵 [n害,Tin] ]
(3･10)

･言+-誓 rnS,[n琶･Tin]]

･言~-竿 [酎 n一芸･Tin]]

･:--誓 宵 [甘 Tin]]-iT 2[nkp,[再,k,Tin]]

次に各係数の計算を実行する｡系のpotentialenergyは次の形で与えられ,

･-iz,fhZ′V(rnl n′,

Fouriertransformationが可能であると仮定すれば

･-‡慧 宕v k ･eik.(rn-rn′)

と書ける｡･

相関を無視すれば,

[埠 Ⅴ]-(h/i)NVk｡宕e~ik'rn
li苦･Ⅴ]-(i/i)NVk･宅eikorn

lnS,[埠 V]]--(h/i)2NVko雲e~2ik'rn

li琶･li苦･Ⅴ]]ニー(h/i)2NVk･雲e2ik.rn

li芸,lrIS･Ⅴ]]-(i/i)2N2vk
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ここで, [甥 ,[甘 Ⅴ]],[自若,liikp,Ⅴ]]は･Tomonagaと同じ様に,平均値

で置きかえれば鳥 のorderの誤差で零となる｡従-て,

vo-‡ 宝達 ,ivkeik･'rn-rn,) 寸 雪 雲′蓋vke-ik･̀rn-rn′)

-‡崇′kF,kcVk･eL'k''rn-rn′)+i N2vk(k-0,-号govk
vT-0, v1- 0, (3･14)

vi+- 0, V2 - 0,

Ⅴ言~-N2vk

同様にして,

lnf,Tin]-･iBZii(2∑e~ikっrnp孟-2も∑e-ik3rn(k3pn).誓 言e~ik･rnJ2m n n

ここで,右辺第一項及び第二項は零と近似できる:第一項は平均で置きかえれば<p2n>
で,絶対零度近くのBose系では零と近似できる.4)そうすれば,

lnS･Tin]-塑 ユ･芋 Ee-ik･rn2m n

同様にして,

[-flkp･Tin]-埴生 ･聖 〔 =eikorn2m 2 n

lnk,･[巧 ,Tin]]--芸 Ee-2ik'rnf2Pa-租(k･Pn,守 も2k2 i

lnTf･[H-k,ITin]]ニー豊 富e2ik･rn(2p五十4も(kqpn,寸 も2k2i

lif,[nS･Tin]]-一意 雲(6P2n･ih2k2)
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ここで, lnf,[

旦 _k2N
4m

nk
p

哨 ･[巧 ,Tin]

Tin]],lIinp,[辞p･Tin]]は我々の近似で零となるo 更 に
]に対 してはBosecondensationの近似を用いた｡従って

T｡=T_芸C_空 _｡k-nk_与 量CNも2k2
k-*o 2Nm p p 2痕 o 4m p-p

･I-0, T1-0, T㌻-0･ T2 -0･ T言~ - 与 慧 N･

となり,Hamiltonianは次の様に分離できる｡

H-H +Him+H/p

Ekきk

(3･15)

(3.16)

H -T +Vp.Cp p.C

-kZ:o窓 口弼 +ikZ:C.N {慧 +NVk}fk,莞 (3･17)

Hin-To+Vo

-T意 意 朋 一議 誉 Ekikp p

IⅤ寸 kE:coN2vkEfi琶

H′-0(pbononとparticleとの interaction)

Hinを整理すれば,

Him-漕 +‡ 崇 ′.kq,kcVk･eik.̀rn-rn′)
_∑∑Bc
nキ胎 o

(k･Pn)(k･Prl,)
2Nmk2

･eik･(rn-rn,)
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kc h[(k･pmト はoPn′)]rl+∑∑∑ ,eiko(rn-rn′)
n-*百k蕪o 4Nm

･iN2vk(k-0,-すNg.Vk1

ここで,

-*--/(- aTN), S-芸C- kさk≒0 6が '

で, Sはphononcallectivemotionの自由度の数である｡

§4･ CalculationofPhononExcitatiopEnergy

相関を無視すれば, (3･17)式よりphononexcitationenergyEp(k)Qも

E,(k)-[(藍 )2k4+誉 h2k2vk]% , 0<k<kc

と求まる｡

§5. 内部座標の導入

Tomonagaの方法によってHamiltonianは次の様に分離された｡

H-H,(各 rlkp)+Him(Rn,Pn)

(3･20)

(3･21)

ここでHinの変数Rn･Pnはphononcollectivemotionに対するinternalmotion

を記述する座標 と運動量であり,その具体的な形を求めるには次の条件を満たすように

決定されるべきである｡

[rlk,･Rn]- li苦,Rn]- 0

[pn,Ef]- [pn,盲5]-o

[pn,口芸]-[pふ,百%]- o
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(5.1)を満たすRnは近似的に次の形に求めることができるo

Rn-rn一半 ｡監 † [nS,rn] E3･ [口,q･rn] E3 i

(5･2)I(5.3)を同時に満たすPnはやはり近似的には,

pn-pnJiLBiZcI[pn,EqJnS･[pn･E3]Hqi
2 qキO

- [pn･口3 ] Eqp-[pn,nqp ] E3 )

(5･4)

(5･5)

と求まる｡

Rnは次の様に書きかえることができる｡

Rn-rn･i qE:C.増 e-iq'rn･fq一票 eiq'rn･E3)p

-rn+ 忘 nh E:C.菩 sin-q･(rn-rn′)･ (5･4つ

と書け,Rnは全べて独立ではなく,次の関係によって互に従属しあっている｡

宅 eikoRn- o (Ikl<kc) (5･5)

従って,Rnの自由度の数はphononのcutoffmnmentum k によって制限を受けC

ている｡即ち, phononの自由度がS個存在すれば,上式の関係式はS個存在すること

になり･Rnの自由度は(5･5)の関係式によって自動的に(3N-S)に制限されているo

従ってHinの独立変数として内部座標Rnをexplicitに導入 しておいても何ら自由度

に対 して混乱は生じない｡

§6. むすび

Tomonagaの方法をS-モード-拡張して得られた我々の結果は興味深いものがあ

る｡まず第-吃,Hamiltonianが phononHamiltonianHpとinternalHamiltonian

Hinに完全に分離できたことであるoただし我々はpotentialtermsの計算に対して

はR.P.Aを用い, kinetictermsに対してはBosecondensationによる近似を用
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いた｡第二点は internalHamiltonianはBohm-Salt等が二度に渡るcanonical

変換を行って得た結果と同じものが得 られたことである｡即ち第｣一項はeffective

kineticenergytermであり,第二項はResidualshor卜rangeinteraction

term (screeningpotential)であり,第三項はLoni-range(dipole-dipole)

interactiontermである｡ 第三点は内部運動を取り扱う時に有用になるのであるが,

(5.1)の条件を満たすように選んだ内部座標Rn,(5･4)或は(5･5畑 Brenig5)

が,連続方程式を満足するように決めて導入 した内部座標と同じ形になっていることで

あるoこの内部座標Rnはphononclムudを伴ったbackfloweffect(近似的にdi-

polebackflowとなっている)を含んでいる｡
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