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初期値 が go=O, go=6uoのときは独立な2つの lsing系に等価だか ら, Ising

likeな臨界指数が得 られ, 0く goく 6uoのときは,XTY like な解が安定な解 とな

る. 2次元の Baxtermodel と異なって今の場合 (d-4- E)には臨界指数は連続的

変化 を示 さない｡

臨界指数のFeym Tman~-Graph展開について

東大物 理 五 十 嵐 儀 孝

§o Introduction

臨界指数 を物理量の転移点での異常性からではなく,直接的に摂動展開や Recursion

公式により求める方法が進歩 しつつある.ここでは符にK.G.Wilsonl)による次元数

展開に関 し,その方法 とRenormal､ization-Groupとの関係について述べる｡ d>4で

分子場近似が正 しいとの予想か ら, 8-4-dを微少量 として,臨界指数 を E展開 し, d

≦4での値 を求める画期的方法であるが,多 くの摂動展開 と同様 Asymptotic 展開にな

っている｡

§1 flreeenergy-Hamiltonian

H/kT-J-ti r｡S2(x)i;こ▽S(Ⅹ)-W2S(Ⅹ)〕2+u｡S4(Ⅹ))ddx
(1)

uoの項 が分子場か らのずれを表わ していると考えて, Graphでは uoで展開するoまた

▽▽2Sの項は k≫ 1の発散をとめ るために付けた ものであり,場合によっては cut

offをする事で除ける｡

S2-zsasaでは 1≦ α≦nで,′nは内部 自由度 を示 し,_ Isini(n-1),Ⅹ-Y ,

Helium(n-2),Heisenberg(n-3)･spherical(n-- )に対応する｡ 内部

対 称 性 は S2- s s ,S4- (S2)2により決定され る｡また異方性は S2-ZJαβSαくβ
α α

とすれば考慮できる｡
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臨界指数の Feynmman-Graph展開について

§2 CorrelationFunctionとGreen関数

相関関数をG,aphの方法で計算する一般的な手段2厄 より,次の変換をおこなう｡

Ⅹ1 - it ,k1 - - iQ),▽2-口,ddx- id tdd-1 x≡ idx′ (2)

Sの2体相関は,

iくsa(x)Sβ(y)>≡ ilsα(Ⅹ)sP(y)｡Ⅹp〔-pH(si〕Ss/

J'expl-pH(sDXSs

-jlsa(Ⅹ)sP(y)｡Ⅹp〔iJcz7(Ⅹ′)dx′〕8S/J｡Ⅹ｡liJ壱 (Ⅹ′)dx′)8S

- iく仝sa(x)Sβ(y)S>｡/くS>o

-♂ β(X,y)

ここでLagrange形式からHami lton形式に変換すれば,

S-T exp〔riJul(Ⅹ′)dx′〕,LU.(Ⅹ′)-u｡S4(Ⅹ′)

wickの定理を用いた後に (2)の逆変換をすると, GoaPはFourier変換の形で,

G㌘β(k)-

k2(k2+1)2+ ro
∂αβ･

これで任意の相関関数 をGraphの方法を用いて計算することができる｡

(3)

(4)

(5)

§3 Renormalizationofro

自己エネ,Jt,ギー部分で kに依存 しない部分を rl として,′r-ro/ rl を新 しく変数に

する｡

r.= rl(‥ ,u.)-=一旦 +

以後 雅 (k)を,

呼 (k)-

k-o
このくりこみをした freeGreell関数 とする｡

1

k2 (k2+1)2+ ∫
∂αβ
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五十嵐儀孝

rlの定義 (6)の内線 は (7)?Goを用いる.ところで r｡は分子場の 亮1であるか

ら r°-T-Toであるoまた ro- r+ rl(r)よ り, 新 しい転移点 r-Oに対応するro

の値は, r｡｡= rl(0)である｡すると新 しい転移温度 号 は, ro｡二㌔ ~T｡ で与えら

れるので,

ro- roc= rR(r,uo,E)=T-Tc･ (8)

ここで, 氏-1+ (rl(;ト rl(0))r~1で定義 され,新たに帯磁率が x - r-10く(T

-Tc)~γなる異常性を示す とすれば

氏(r,uD,e)o rr-1-1 ( r-o) (9)

§4 uRと4-Body Spin 相関関数

wilsonによれば, uR--g(0,0,0)/4! g4(O)で uRを定義 しているが,

g(0,0,0)-G丑(0,0,0ト 3G2(o)は4体の Cumulant相関 Q4(0,0,0)

寡 +

であり,4!g4で割れば 4体の vertex5

uR- × 十二正二×+ (10)

′′

Unitaritycond4)からuRの r-0でのふるまいを求める事ができるoMigdalの与え

た ものを-般次元 dに拡張すると,

㌔-Z~㌦ 2(TMd)1~∽ γ｡(pi//M)･ (ll)

M-0で G-zg(p2/M2)o pヴ-2よ り, ZQMギ~2とな り, I14(pi-0)cxz-2

×M-d-M4ld-27を得るoところで,MCX(T-Tc)y- ry/rであるが, r-リ(2-7)

なる現象論的な関係 をさらに用いれば, I14CXrW ,Q)- 8-2ギ/2-7を得る｡

§5 d-DimensionalTechnic

d次元単位球の表面積 odを (2W)dで割 った量がKdであるo計算の都合上 GaoPQま(7)

の代 りに, GaoP- (k2+r)-18aβを用いて,適当な cutoffをする事 もできるo例 と

して次の Graphを調べる｡
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臨界指数の Feynmman-Graph展開について

二-千/=̀
r- 0

Jddp
1 1 1

(2汀)d
×

(2花)dJu y(k-p)2p2

1

-73T dJ:;ddpJ'1dxO

JddpJldx
O

(Ⅹ(k-p)2十(1-Ⅹ)p2)2

((p-Xk)2十Ⅹ (- Ⅹ )k2 ) 2

- 覧 JldxJ.mdpp1-8/2(p十l)-2k-Ei x ( - Ⅹ))-e/22 0

-Ki B(2-e/2,e/2).B(1- e/2,1- e/2)k-E
2

(12)

k≪ 1の場合, e>0では uDS4項が効 くが, eく0では効かず, 分子場近似がよい事

を意味 している｡同様に次のGraphは,

kk≡:導 く-掌 B(2-言,2!,r-e'2･ (C123'
cutoffの方法は種 々考えられるが,例えば (12)では, k-8-(- ePnk十一Pn2k-)

と展開すると, B(2-2!,言)の展開で現れる告で, - 0で第 0次項は発散す28ので,

これを除けば, (7)の Goを用いた事に相当するo

内部自由度の数は,外線をGaoaとし,21!usZS｡b∂cd∂｡′b′Bt,d′の総和をおこなえば

よいが, (a,b,C,d)と(a′,b′,C㍉ d′)でそれぞれ 2つをα成分と考え固定する｡

§6 Wilsonの MatchingConditon

wilsonの臨界指数の求め方は,Kadanoffの picture に従った現象論的な要請を

G(k,r)とuR(r)に対 して課するものであるo

G(k,r-0)Ok7-2(k≪ 1),氏(r)α rr-｣ 1(r≪ 1)

tb(r)OrW ,a- 8-2町/2-で (r≪ 1)･
(14)

これは strongな条件であり,Asymptoticな G, tR のふるまいを現象論的に規定する
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のであり,これに従 う項を,微視的なGraph 展開から抽出する様にな?ている｡例えば,

k≪ 1では - 展開よりk2G(k)-1+-く∈>十･････ を得るが,第 2項は

k~26に比例 し,これを E展開すると, (1-2c cnk十 262cn2k一 ････)になる.A

方現象論的な要請 k2G(k)Okヤ-1+ qDnk+ -･･ と両方の Pnkの係数だけを比

較 して, 符 =q(E,uo)を得るO これがMatching条件であり, 氏(E,uo,Pnr)

や u且(E,uo,Pnr)に対しても同様の事を行 う｡これら条件式は長いので省略するが,

uRの条件式よりuoを Eに関 して逐次に求める事ができて, uoを消去できるoこれで4

次元からと,分子場近似からのはずれの関係がっいた｡この様にして T, 甲,¢等を定め

ると,Wilsonの論文の (1)(2)(3)式になり, 次元,内部自由度,対称性のみ依存するO

この方法の特徴は (14)を用いて uoを消去 した所にあり, 6-0で uo(E)-0,すなわ

ちd-4で分子場が正 しいと言 う注目すべき事実が示された｡

§7 RenormalizationGroup-Matching-Strongscalingの諸関係

Wilsonの方法をR一group理論の立場から調べてみよう｡例えば 甲を求めるためGに

対するLieの微分方程式を考えよう｡

∂CnG(Ⅹ,y,uo) ∂
- DnG(i,呈 ,u.d2(X,首 ,u｡)号= 1aE X∂(:nゝ

Ⅹ-k2/ 12,y- ,/ 12 ,7-7/ 12 , t--72/ 12

2 2
d(k2,r,z uo;Z)-G(k2,r,z uo;Z)/GD

d (7 2 言 , Z2 uo ;Z ) - 1 (規格化点 )

(17)で Z-1にした藤倉に,これを満たす7,7を ),rとなし得るoそれは (17)よ

り, d(72,7,uo;1)-1を(16)に入れた場合, G=Goなる了として7--2打ノ

a(a:相互作用距離 )ととれば,物理的考察から明らかに,Tとして実際の rをとるこ

とができる｡ 7,7は特に指定はしないが,d-1, Z-1を満たす7 ,7を )≡2万/

a,r(実際の量 )とした｡

T-㌔ で r-0(y-0)であり,この時 (15)の右辺は, G~1(1, uod2(X,y,
′ヽ′

uo))∂pnG(E,uod2(Ⅹ,y,uo))/∂f(E-1)になるo すなわち,右辺のⅩ
5d
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臨界指数の Feynmman-Graph展開について

依存性は d2(X,y,u｡)を通 して効いて･くる.例えば7-0の場合は, d2(Ⅹ)彩 k2甲
′､_･

であり分子場近似が良好なら7完0となり, 4次元に近ければd2の k依存性は弱い｡｣

殻に首を適当に選べば d2(X,y,u｡)た 1にする事ができて,結局 (15)は次の様にな
′ヽ′

る｡

∂PnG(X,uo)

∂Pnx

∂
-G-1 (1, uo)言G(i,uO ) IE - 1 (18)

この様に右辺の Ⅹ依存性 を除 く近似が strong-scalingであり,臨界指数がkに依存 し

ない形のKadanoffpictureとなり(14)の要請に一致する.実際 (18)を1からXまで

積分すると,

∂

17n(G(x,uo )/G(1, uo ) ) -G~ 1 (1, uo)T㌻G(E-1,uo )･Pnx･aE
(19)

今 a-27Eなる長さの単位を選べば, x-k2･で (19)は,

∂

G(k2,uo)-G(1,uo )kO,q … Gl1 (1,uo)言 G(f-1,uo ) (20)

に帰する.つまり0- 符-2を意味する.

次にMatching条件でPnkの係数だけを比較 して 甲を求める事は, (20)でG(I,uo)

をGraphで計算 LL'nEを展開 した場合, ∂/∂f(E〒1)の演算で環るのがBnEの-

次の項だけであるので,正当化 される｡

M･Suzuki5)のMatching条件はも-と一般的であり,H(i)-Ho+ 哩 + ･･∴ な

るハミル トニテンを考え, 1は次元,対称性,相互作用型 をH｡のから変える微少パラメ

ーターとするOその際Hoは既に解きうるものと考え,物理量,例えばG(T,i)を1摂

動展開する｡一方 G(I,A)cxtT(ス))-T(A)なる現象論的な要請を置き, これを1

展開し, i(0)の解析的性質が同じものの係数関数 を等 しいとする.これによりγ(n)(0)

をGraph計算で表わせるので, r(i)を l展開型で求め得る｡ この方法もR一group

の立場から理解できる｡

§8 Comnents

Wilsonの方法はR一groupの立場から理解できたが, (14)の条件は (15)を正確に

解けば, 巧がk依存性を示すので正 しくない｡Migdald)は実際 708n12k(bnk-1≫
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五十嵐儀孝

1)を出 し, ScalingLawが破れる事を示 したo次に E完1の場合には sd 項が分子場

からのずれ として重要にな り,対称性 も異なるためn依存性 も変ってくる｡ したがって d

-3を議論する場合は (1)の- ミル トニアンでは不十分である｡
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臨界 指 数 に対 す る 1//n展 開

東大教養 阿 部 龍 蔵

最近,Wilsonl)は臨界指数に対する E展開 (8--4-d, d:空間の次元数 )を求め

ることに成功 した｡彼の理論でスピン次元数 nは任意である｡ここでは,蓮にdは任意で

あるとし,臨界指数を1//n のべきで展開す る方法について述べる｡ 1//n展開は E展開

と異なり,系統的な展開が比較的簡単に導かれるが,簡単のため.帯磁率の指数 rに注目

し, 1/ nの最低次の項を求めるc c-襲開と1,,,/n展開とは共通の領域 (E≪＼1,1/n

≪ 1)をもつので, 互いの結果のチェックとしても使いうる｡

ゎれわれの出発点は Stanleyの理論2)である｡ 彼は j番 目の格子点にn次元のベク ト

/レ

Si- tOj(1)･Oj(2),････, Oi(n))

を対応 させ る｡ただ し･成分 1(m)は
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