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Wilsonの臨界現象に関する一連の研究内容,評価,解説などが既に文献 1)などに簡

素にまとめられてお りますが義務ゆえに簡単に内容 を紹介 します｡

Wilsonは論文 Ⅰ(前論文 )でKadanoff-Widomの scaling 則 をくりこみ群に結び

つけて,固定点理論を展開 し,論文 丑で一般化 された Ising スピン系を例に採って,ど

のような方法でくりこみ群の Lie方程式を導び くか,画定点理論 を用いて臨界現象を表わ

す指数 をどのように求めるか,簡単なmodelでの粗い近似計算で 符.γ.yがどんな値で

得 られたか,Wilsonの方法の問題点, などを論 じている｡但 し,外部磁場のある場合,

転移点 より低い温度領域,或は,二次元の場合などは考慮外においてる｡

〔-般化 された Isingスピン系の分配関数 〕

Z(K,h:r,り -H;I-:dS言 exp〔-r2-S三-ス2-S三 +KZj i:.S-S-n ∩ ∩ ∩ n ∩ n+ i

+ hj二S→〕
∩ ∩

Kニ ー J/kT ,h- -/41/kT

(1)

格子点 言のス ピンS→を連続変数 とみな し,最隣接格子点間でのみJで相互作用 している
∩

系に,ある極限で Gaussモデルに移行 し,別の極限で Gaussモデルからのずれの効果が

考慮できるように,温度 T,磁場Hに独立なパラメタ/r .よが導入 されている｡

〔積分変数の導入 〕

系の熱力学量を求めることは (1)式の integrand を直交化できる積分変数をみつける

ことに帰する. (1)式で )とKがともにゼロでないとき純粋な運動量或は位置空間 (m-s

or∫-S)で integrandを factorizeできない｡ そこで運動量と位置の混合空間表示 を

用いて

"異なる自由度間の結合項 "≪ "1自由度だけを含む項 "
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を満たす変数変換を導入 して近似的に integrandを factorizeする｡

Fermi統計のLayman表示にヒントを得て,位相空間 (p-S)の単位体積の各セルに

minimalwavepacketを対応づけ,

a)任意の異なるwavepacketは p-Sのセ/レが重なっていなければ直交性

b)セルが p-Sのすべてをみた していれば一組のwavepacketは完全性

を備えていることが云える｡ 〔波動関数にテイルをもたせていないのは定性的な議論のた

めで古典的描像 になっている )

相転移の性質は波数 kがゼロのところの性質によって決まり,m-Sと r-S の体積の積

が単位体積であることを考慮 して p-sを

≡:AAeeFpPqpq:; 22三-elミ t芸一三22:2~g (2く 柑 negl.)) i-0,.,(･;･,,-

で分ける｡ 〔m-Sと r-Sを独立に考えているのは古典的括像による｡ 〕p-Sを分割する

長さの比は2± 1に限定する必要はな′く(2)式がなりたつ範囲で自由に選べる｡以上の変数

表示に移すと, (1)式の )の項は, r-Sでは同じセルのm-Sで異なるセル間の相互作用を

又,Kの項は逆に, m-Sでは同じセルの r-Sで異なるセルの間の相互作周を意味する｡連
→ --->

続変数Ⅹに依存するスピン変数 S(Ⅹ)は,完全直交規格化された波動関数のセット
==∃

くれ (Ⅹ))により次のように書ける :
nll

-ー へ-ヽ →
s(Ⅹ)-3jZi≡0吏 (Ⅹ)S→ ･

m me ml

這I nil

セルmiの内の与の体積で

セル蒜の内の残 りの体積で

セル蒜の外

セルm-'の内

セル品の外

(4)

--う･
波動関数 た (Ⅹ)の Fourier変換形をむ (冒)で書き, む (o)-Oを考慮 して

nll

⊆⊆ヨ
転 (X)-
mL

む (盲)-

2-ed/2W - 1/2

-2-ed/2 - 1/21l'

0

忘 1(盲)ニ ー02 Cd' 2 W-1' 2

(5)

(Wは規格化定数 )を仮定する.更に,佳意の蒜, Lをもって2つのセルはスケイル変換

に対 して次の平進対称性

転 (Ⅹ)-2-Ld/2%D(21exi:mw-1/a)

一一･>
me
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で結ばれると仮定する｡これ らの近似のもとで,系のHamilt｡nianは

LU oニー上,p〔S(xj)〕-ヰKJ二▽S(支)･▽S(xl) ,
Ⅹ Ⅹ

p(S)-(r IKd)S2+ fs4

(6)

と書ける｡

p-Oのセルについて積分 した後 も(4), (6)式が原形 を再現 しているようにスピン変

数変換

si -a~1S→
m e11 m i

を行い次の記号

(α : 定数 )

ymf (KPo/2)1'2S; 0 , po -Jk〔▽霊 ｡(妄)〕2 ,

Q(y)-W-1pl(KPo)-1/2(2 W)1/2y),

Z→ - (KPo)1/2(2W)-1/22-d/2αS′(mwll/a//2),
けtl

Ⅰ(Z)-I:dyexp〔-y2-号Q(Z-y)一言 (Z十 y)〕

(7)

(8)

を導入する｡更に, p-1, 2, ････,Cのセルについて順次積分すれば次の関係式

Q什1(y)--2d(lnZe〔2-d/2αe(Ki/K川 )1/2 -y-一三nli(0))I

Ie(Z)-J‡)dyexpl-y2-号Qe(Z+yト的 e(Z-y)〕, (9)

Ke..-Keα妄/4

が成立 し,系のHamiltonianと自由エネルギFは (9)式 と

pe+1(S)- -2dwH nle〔Kepo/2W)1/22-d/2αes]- lnI(0)) I(10)
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を用いて

1,帥 二 J妄pe.1二S′(i,,- (K紬 /2)J妄⊂▽S′(xl,〕2 (ll)

F- -2品 2~ed〔-与ln(KEP｡/2) + lnJj(0)+2-d(1-2~d)~11nae〕

(12)

で表わされる ｡ (9)式を6-0,1,2, ････,-まで繰返し計算して (12)式 を用いる

と系の自由エネルギが得 られ る｡

〔くりこみ群の微分方程式 との関係〕

前節で得られた反復 式 (9)の く'りこみ群との関 係 を 調 べ る 目 的で元のスピン変数 S→

に次の変換

si(吏)-zm-2elm-2た (蛋)S-m el m e l

を行 う｡これに (7)式 を繰返 し用いると

se(妄)-2-ed/2(唯 去αe)S｡e(2~e妄)

= /1

(13)

(14)

で `̀scaledfieledvariable''S｡e(吏)が定義出来るo Scc(吏)を用いて, p-0, 1,

･･･.i-1のセルについて積分を終了 した有効Hamiltonianは

Luc- 1妄pi二S｡j(i)〕 -(Kc/2)L〔 s°i(蛋)〕2Ⅹ

で表わされ, Pi(S)描

pe(S)-wQgこ(KePO/2W)1/2S〕

(15)

(16)

で与えられるo論文 Iとの対応関係を調べるとLUeとSi(完)はブロックの大 きさL-21

の有効 Hamiltonianとブロック ･スピン変数に夫々対応するo aeは Ⅰでの "scale

factor"に類似のもので, 反復式 (9)は無数の `̀irrelevantparam占ters"をもっく

りこみ群の微分方程式に対応するo固定点理論に従 うとT-Tc で反復式の解は,Eに無

関係にPi,(S)=Pc(S),Ke-Kc forallC が成立っo以下では αe=2即ちKe-

K (定数 )に選び, S°i(蛋)の大きさは可変で,固定点で射 こ無関係に定まると考える.

スピン･ス ピン相関関数 g(k)は転移点で
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g(盲)～22才～ k-2 (17)

即ち, 77-0の結果が得 られる｡

〔臨界指数 との関係 〕

臨界指数は反復式守9)を電子計算機 を用いて数値解析することが出来るが,転移点近傍

でQe(Z)- Qc(Z)が小さいことを仮定して次のように形型化する:

Q州 (Zト Qc(Z)=J三 T(Z ,y)〔Qe(y)-Qc(y)〕dy. (18)

(9)式 とx-2×2-也/2Zを用いると

T(Z,y)-2d (exp卜 (y-x)2一書 Qc(y)一書Q｡(2Ⅹ｢ )〕/Zc(Ⅹ)

- xpl-y2-iQc(y)弓Qc(-y)]/Ic(0)). (19)

線型反復式 (18)は,温度 と磁場の変化に対 して指数関数的に増大する不安定性を含んで

いるので,それらの解は次の形

Qj(Z)-Qc(Z)-2eWkg(Z) wk-ykOrXk (20)

(温度 or磁場の不安定性に対 して )

に表わせる. g(Z)は (19)式の Tの固有関数で,温度 と磁場の不安定性に対 しては,対

称性から, Zについて,夫々,偶,奇な関数である｡後者の場合, Xk-普+1が得 られ,

前者の場合,Pの非常に大きい値のときと,ゼの中間領域での漸近形から轟磁率xは,

8-Kc-Kとx～ EIV yk～ 8-γの依存関係で結ばれ, γ-2/yk が得られる｡又,相

関距離 は E～ e"yk～ 6-y即 ち レ～ Vykで与えられ, ワニ0であるo

Gaussモデルで解析的に, yk=2, γ-1, y=0･5が得 られ, (1)式の )の項を

Gauss モデルからの小さなずれとみなして摂動法を使って同様な議論を行っているが,

更に詳 しい議論が文献 2)に展開されているのでそれらに譲る｡

〔問 題 点 〕

Wilsonは問題点として次の6点

(i) 外部磁場のか ゝっている系の取扱い方法 ?
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(ii) Eがゼロでない値 を正確に得る方法 ?

(iii) 2次元系を正確に扱いうる方法 ?-

(iv) Tく-Tcの低温側を議論できる方法 ?

(∨) Widom-Kadanoff のスケイリング別が上述の定性的な解析に対 して成立つか

どうか ?

(vi) rjs,m-Sを_f l の比で区分 したが, "2''?にまつわる問題.

を指摘 したが,既に,文献 2.日こよって解決されたところもある.

最後に,Wilsonによって導びかれた反復式が正確に成立っ系をBakerが文献 3)で議

論 している･こと,Wilsonの方法が,液晶,He, その他多 くの系の相転移に広 く応用さ

れは じめたことを附記 しておく｡
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Wilsonの renormalizationgroupの方法で得 られた recursion formulaを 8-d

-4(dは次元数 )というパラメータで展開 して臨界指数を求める｡
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