
〔方 法 論 と そ の 検 討.〕

相転移理論に於 けるくりこみ群の方法

東北大,理 真 木 和 美

§1 序

wilsonの最近の一連の仕事 1)～5)をきっかけとして,相転移理論は新らしい夏を迎え

た感がある｡Wilson以前にも相転移をいろいろ場の理論での技法を活用 して取扱おうと

いう試みはMigda14,5Jpolyakov6,7)等によって行なわれていたが,Wilsonは場の理

論に於けるくりこみ群の方法を fullに用いて理論を展開している｡ ここでは量子電気力

学に於けるくりこみ群の方法を紹介して,実際種々の相転移のモデルでは同種の群が存在

すること,この群と相転移理論での uniもersality(普遍性 )の概念とどのように結びつ

くかを考察し,最後には簡単なMigdalの仕事4,5)の紹介で終る｡

§2 量子電気力学に於けるくりこみ理論

ことによって,形式的には有限量のみを含む理論に書き直せることはよく知られている｡

しかし摂動の各次数で次々に現われてくる発散がすべて荷電及び質量にくりこまれること

はくりこみ群の方法を用いれば最も簡単に示すことができる｡このくりこみ群の概念は既

にGel卜 M｡mn,L｡W8)及びh ndau｡ta19ネこよる量子電気力学の紫外領域の考察の中

に形成されて来たが,これをもっと一般的な観点からBogoliubov,ShirkovlO)の教科書

に非常に要領よくまとめられている｡

先ず電子,光子系についてのラグランジァンを考えよう｡

L--J〔盲(,i+-)サ弓 (apAy｡ 折 れ ･ ieサAn d5x (1)

-∧

こゝで∂-'p∂P,'3-,PAP,少,Apは電子及び電磁波の場の演算子である.上のラグ

へ/＼
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真木和美

ランジァンから自由な電子及び光子のグリーン関数,及びvertexはそれぞれ

go(p)- -
iネ十m ･D.(k,-SJWi , ,op-,p

(2)

で与えられる｡さて今新らしいラグランジァン

L'-J l･妄2招 十m)+.225(apAy)(∂PAy)+iezl調 少〕d5x
(3)

で書かれる系を考えてみよう｡この系の自由な電子,光子のグリーン関数及び vertexは

1

So′(p)-1-
22

′ ∂

Do(k)-一望｣
25k2

1 1
-- go(p),

i'分+m z2

1
-- Dn(k),
25

′

IIo〟 - zITp- zIToil

で与えられる｡今上の変換と同時に荷電についての変換

e′2 - 2 1 3 2 25e
2 -2 2

(4)

(5)

を行なってやると,摂動論の範囲では上の関係 (4)は相互作用を取 り入れたグリーン関数

にまで拡張されて,

1
g'(p)-- g(p),

22

′ 1
D (k)-- D(A),

25

′
F-ZIT

(6)

が成立する｡上の関係は摂動論の各ダイアグラムについて成立していることが容易にわか

る.特に量子電気力学の問題ではWordidentityから

zl= Z2 (7)

が普通要請されるので,この時には (5)は e′2- ㌔ e2となるo上のようにこっのラグラ

ンジァンに対して,数係数を除いてグリーン関数及びvertexが同等になるということは,

いづれのラグランジァンから出発 しても同じ物理的結論が得られるということで,これは

理論が (zl ,Z5)の対の連続変数の変換で構成する乗群に対 して不変になっていること

を意味する｡この群をくりこみ群と云う｡このくりこみ群に対してのある物理量の不変性

あるいは共変性を用いるとどのような結果が得られるかを次の例題で見よう｡
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相転多理論に於けるくりこみ群の方法

今荷電くりこみについて考えてみる｡今電子一光子系を二つのラグランジァンLl,L2

で表わした時,系の光子グリーン関数及び荷電については次の関係のあったことを思いお

こそう｡

D2- 25Dl e22- 25-1e12

さらに Dl-dl/k2 ,D2-d2/k2とおくと,上の関係は
k2 ,n2 k2 ,,82

d(才 ,才 ,e22)= Z5 d(千 ,千 ,e21)

で Al及び 12は Ll及び L2K対応する系の切断運動量とする｡今 dを
2
Tn

d(1,T ,e21)-1と規格化すると, (9)より
12

Z5′,=d(ケ T ,e22 )

これを(9),及び (8)に代入すると,

112 -Tn2●

(8)

(9)

(10)

k2 ,n2 k2 m2 ,n2

d(千 ,7 ,e12)-d(7 号 ,e22)/d(妾 ,7 ,e22,(ll)
2

el - e22d(i ,才 ,e22)

1) 2 I ,ノー1 m

が得られる｡新らしい変数

蔓 - a ,萎 - 膏 - i

を導入すると(ll), (12)紘

(12)

(13)

e2d(x,-Y,e2)- e2d(i,Y,e2)d(7 ,7 ･e2d(i,Y,e2))
∬ γ

(14)

のように書けるO今 e22- e2とおいたo e2d(a,Y,e2)は ヱ5 による変換で不変な

ので,これを不変荷電と呼ぶ｡さて今 (14)の両辺を先で微分 して後 t-Ⅹとおくと,

i (e2d(xH ,e2))- e
2d(x,Y,e2)

I

甲 (γ,e2)-〔芸 d(E,∫,e2,,E=1
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真木和美

が得られる｡ (15), (16)はくりこみ群に関連 したLile微分方程式である｡ (15)式を

用いると例えばpを摂動で計算 した結果から,くりこみ群に不変な結果を得ることができ

る｡

この様子を具体的に見るのに,先ず 甲(rJy,e?)を摂動で計算 してみよう｡D(k)に対

する最底次の補正は一一一

∂D(k)-Do(k)H(k)DD(k)- k~411(k)

.2

H(k)-γpニ rp- (TP IdpTr(,p

Le

ie2 .J 〔4,n2+2p･(p-k)〕
Id4

存 ;ア JaPEp2+m2][(p-k)2+m2]

(17)

i(/ji一恵)+m

(18)

上の積分はpの大きな時 p2のオーダーで発散するOしかし光子の質量は相互作用のある

時も0なので,H(k)は k-0で消えなければならない.このことを要請すると,H(k)

としてあらためてH～(A)-ZT(k)rtT(o)で与えられるものと考えればよい｡存′(k)は
2

H～(k)--k2% Iolduu.(1-a).n
Taヲ+a(1- a)k2

m2+u(1- a)12
(19)

で与えられるoH～(k)は 1-∞とともに対数的に発散する｡したがって d(a,γ,e2)

は最低次の摂動の範囲で

d(-x ,Y,e2)- 1 + C2 〔 f (ヱ )- f (吉 ) 〕 (20)′y

f(a)-忘 J.lduu(- a,ln(1+a(1-a)x)三 一⊥ .
12花 2 ｡ln(Zl,一言〕

したが-てこれから甲(Ye2 ) -e2宜 f(三)〕f=1

が得 られる｡これを(15)に代入 して積分すると,

特に
d-1(a,Y,e2)-1- e2〔f(i)-f(吉)〕

X

e2d(x,Y,e2)
- e2〔f(言上f(与))
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相転多理論に於けるくりこみ群の方法

今 くりこまれた荷電 e02を
2

2
㌔

で定義すると

e2 d(x,I,e2 )

1+ e2 f'9 - 1+孟 (ln_r一号)

2

2 ､ ㌔

i- eo2 f(;)

(25)

(26)

となって e2d(x,Y,e2)は発散 を含まない量で表現できるO(25)はくりこまれた荷

電 e02は切断運動量 lを大きくするとともに増大す ることを示 し,ある極限

127r2

1=,nee2 で発散するOあるいは (25)を e2について解 くと
2

2
e= (27)

が得 られる｡今上の式で 1 --(_y-0)にしてやると, e2- ilnけロ ー1となって1
とともにe2は小さくな る O このことは(27)の関係を用いる限 り 1-∞の理論では
e-Oでなければならな い こ とを意味している.これは や(Y,e2)の計算に二次の摂動
の結果を用いた為で,もっ と 一 般には次の二つの可能性が考えられる｡
a)甲(Y,e2)が正定数 値 の場合,この時dはe2によらず切断運動量 1とともに単
調に増大する｡ したがって矛 盾 の ない理論はe2-0の時 しかあり得ない｡ e2≒O では
i--の極限で e02は発散するo

b) 甲(Y,e2)が e2のある値 e12で零になる場合,この時 oく e2く e12であれば l

を増大するとともに e2d(x,〟,e2)は一定値 e12に近ず くOこの時の e12 はもとの e2

の値によらない｡

こゝでは,この b)の可能性が吾々の興味を持つ相転移に於ける universality (普遍

性)と関連 してくることに注意 してお く｡

§3 相転移のモデル

こゝでは相転移を記述するモデル,･ハ ミル トニアンに於 けるくりこみ群について考えて

みよう.この節では特にこっのモデルについて見る｡最初にWilsonl)にならって,彼の
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モデルを少 し一般化 したn成分ヴェクトルモデルを考える｡ (モデル1)

芸-J〔IVp(拙 2+ T｡t恒 )12+uylや｡項 2〝〕dix

こゝで Ip(a ) I2-a=21Pa (a ) 2 , ip h )12y- (｡量.pa(x ) 2) y

(28)

(29)

〝≧ 2 整数

とする｡

先ず上のハ ミ トニアン に対 してくりこみ群の存在を証明しよう｡その為に (28)からく

りこみ群で移れる新らしいノ､ミトニアン
′〟
テ - zIJ〔 I▽ p(x)12+ ,Dip(x) l2〕ddx+zyu;∫恢 x)I2yddx

(30)′
を考えてみよう.それぞれのグリーン関数及び二体 vertexをg,g′,T,I'とすれば,

上の変換 と同時に

uy,-(zl)yzy-1uy

の変換を行なえば

1
g′ = - g
zl

′

, I'y- ZyI'y

(31)

(32)

の関係の成立することが容易にわかる｡したがって上のモデルではくりこみ群が存在する

ことが証明できた.次節では(31),(32)を用いて, 上の系に特徴的なLie微分方程式

を導びく｡

次に上の′､ミトニアンを考察するのに便利なスケール変換に対する(28)の変換性を調

べてみようO今 x- sxq)変換を行なうと(28)は

H(S)
r - sd-2J(I▽p(a)I2+ S2,o lp(a)i2)ddx

+ sdu,y/ip(x)f2yddx (33)

のようになる｡この系がもとのIレTと同等の物理的現象を予言するためには (スケ-リ

ングの要請 )(31)の関係からuレが Sとともに

uy,(S)-(sd -2 )as-duv- sd(〟 )-2yuy

-A18-
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相転多理論に於けるくりこみ群の方法

の変換を受ければい こゝとがわかるO-方今 γo(S)- S2ro なので,このことから

uy- TD-i(y-1)･y伊 ) (35)

のような ro依存性をもてばよいことがわかる｡特に二体力の場合 (y-2)には (35)は
e

u2- To2u2(0),E-4-d (36)

が得られる.このことは e>0の時には二体力は臨界点の近傍では,ゆらぎによる遮蔽を

うけて,小さくなることを示 し,これは classicalの挙動より離れることを意味する｡他

方 Eく0の時には classicalな記述が成立する. (Wilsonl))

又 くりこみ群の存在からこのモデルに関 しては universality (普遍性 )の成立すること

が結論できる｡ 〔b)の場合 〕 これ笹Wilsonl)によって固定点定理と唱されているが,

(28)の/､ミル トニアンで記述 される系は rD→ 0に接近する時, u2の如何によらず,～1

定の相互作用ryで記述される系に移行するこの時のZ12は系の次元 d及び自由度 nのみに
依存する｡

上のモデルで次に三体カの場合を考えよう｡ (〟-3)｡この時はスケール変換より

u5- T(5ld)u5(0) (37)

であればHはスケール変換に対 して form invariantになる｡ したがって,この場合は

classical,criticalの境界点はd-3になる. (後のMigdaiI §5参照 )

次に同様な考察の可能なモデルとして長距離二体力をもつ系を考えよう｡(モデル 丑)

芸-丁目 ▽恒 )l2+,｡恢 x)I2〕ddx･gf

ip(x)I2fp(y)l2

x-y了 (38)

座(x)l2座(γ)I2

ddxddy

先ず上のノ､ミル トニアンを
′
H

李- zIJ〔Fvp(x)I2+ ,o恢 x)J2〕ddx十Z2g,I

と比較することにより,同時変換

2 -1
g/ - 21 22 g

-A19-
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真木和美

を行なえばHとH′は同等になることが判るo (くりこみ群の存在 )｡更にスケール変換

∬- ∫∬に対 しては

/I(S)
T - sd-2J田仲(x)12+ S2rolp(x)I2〕ddx

+gs2d-oJ.
座(細2座(Y)l2
x-:Y了

これを(40)の関係と比較することにより

呈(れ 4)
g=goro

ddxddy (41)

(42)

であれば (38)はスケール変換に対 して不変であることが結論できる｡ したがって今のモ

デルでは次元 dに無関係に q>4の場合には criticalの挙動を示すが, 6く4の時には

長距離カのためゆらぎは classicalになることが結論される0

§4 Lie微分方程式

さて再び前節のモデル Ⅰ(特に二体力の場合 )にもどってくりこみ群による共変性から

尊びかれるグリーン関数間の関係式を求めてみよう｡二体力の場合 (30)は

芸-J晒 恒)l2十,.Jp(拙2〕ddx･ uoJIp(a)再dx (43)

となり, α0-0の場合のグリーン関数は

1

go(k)=
k2+To

で与えられるo今相互作用のもとでくりこまれたグリーン関数を

g(k)-

k2 ,

d(12,12,uo)

k2+ r

と書 くことにすると, (32)の関係より(今 22=1の時を考える)
k2 , k2 ,

d(育 ,号 ,u2 )=Zld(千 ,千 ,ul)
-2

u2= Zl ul

-A20-
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相転多理論に於けるくりこみ群の方法

k2 ,

の関係が得 られるo更に d(7 ,7 ,a).を
T I

1≡ d(1,手 ,a)

で規格化すると, (46)は

zl -d(i ,才 ,ul )

r

(47)

(48)

と書ける｡この式を用いて (46)から zl及び ulを消去すると,

d(才 ,チ ,㍑2)- d(i ,チ ,払2)d(7 ,千 ,u2d2(書 写 ･a2))

k2 T T k2 T T

(49)

が得られる｡土の式で

k2 r

ぞ = x'で =y'l

と新 らしい変数に変換 してやると,

112
(50)

d ( a ,Y,a)- d (t,∫ ,a)d (号,号,u d2 (i,Y,a) ) (51)

が得られる｡この式の両辺 を′方で微分 して後 J=∬とお くと

ま 〔lnd(x,Y,a)〕-iQ(芸 ,ud2(x,Y,a)) (52)∬-

･(Y ,a)-〔意 d(E,∫,a- E= 1 (53)

この式はLie微分方程式で,例えば, ¢(0,LL)が求まっている時には '-0での

g(k,o)-Ck野~2とした時

7- ¢(0,Lt) (54)

であることが直ちにわかるO次に zl-1とおく 22の変換のみを考える′と二体 vertex

Zlについて

k.2 r k12 T

F(首 ,才 ,u2)= 22F(+ ,管 , ul)

u2= Z2ul

-A21-
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真木和美
r

の関係が得られるo今F(1,T2,a)≡1と規格化 し, 先の ulとu2 の関係 (46)を
考慮すると(55)紘

･(辛 ,T ,ul )-d2(t ,才 ,u2)T(i ,チ ,a 2 , (56 )

T r k･2 T

のように書けるO今上の式で一つの運動量 klK着目し,

k12 r }12

~才 =∬'~ = γ '122

の置きかえを行なうと,

(57)

I'(a,Y,a)- d-2 ( i ,, ,a)T (言 之 , u d2( i , , ,a)) (58)
)
～

が得られる｡上の式から同様にして

Il(a,Y,a)
d-2(a,Y, a )

X サ(三 ,ud2 ( a,Y,a))

サ(γ,a)-(意 ,(I,Y,a))IE=1 (60)

のLie微分方程式が得られる｡この式を用いるとくりこまれた二体のvertexが計算でき

る｡

§5 Migdalの理論

以上で簡単な相転移のモデルについてのくりこみ群による帰結を眺めて尭たが,このよ

うな型式化では臨界指数を決定することは, (53), (60)で定義された ¢(γ,〟),

少(Y,a)を求めることに帰着する｡ こゝに紹介する二つのMigdalの論文はこれらの

め,少を具体的に求める一つの方法を提示 したと考えてよい｡

i)キュー リ点及びボーズ液体の二次相転移点近傍でのダイアグラムの方法4)

この論文では二体力で記述できる系 (モデル l参照 )の転移点近傍 〔r.(=J･′Migdal
i)-0〕でのグリーン関数をダイアグラムの方法で求め,これによって比熱の特異性を

見ようというもので,計算の手法としては密度相関関数D(p,i)を導入する.
(f-p(T)-JLc,Pは化学ポテンシャル )
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相転多理論に於けるくりこみ群の方法

D---1+㊨+⑳⑳ +･--丁去 (61)

H -○ +① +∈う+ (62)

したがってDと5･を結びつける新らしいVertexJ及びA

J(7,7)-A -人 +心 外 十･････ (63)･

＼

A(7,才)込 ､-A A ･本
･･･-･･ (64)

で定義する｡このように書 くと, ､§4の(53), (60)で定義された¢及少は J,A及

びDで表現できる｡他方 (63), (64)は J,Aに対する非線形積分方程式なので,これ

を解けば原理的にはJ,A従って¢,少が求まり臨界指数が計算できる. 特にくりこま

れたグリーン関数Gは k2--M2(M2-T)で極を持つと仮定すると,

G(0,E)-GQIE-T,M(i)-GEN
2

の臨界指数はくりこまれたJ,Jc(計 を用いて,1
r=Jc(o),y=iJc(-1)
2

. ,P PP. P

(65)

(66)

Jc(嘉 )= Jc(読 )= ED(0,E)(五 十1)G(p,i)J(p,p,I)′′､■■▼ヽ

他方比熱はD関数に比例することから,臨界点近傍では

M5

C～D(0,f)-7 -E5y12P
(68)

が尊びかれる｡

更に G(p,i)は一般にp2く 0の領域で極及び多粒子状態から来る branchcutをも
っているが, P - P2- 82と補助変数を導入 して, G(p,i)をp2- 82く 0 の領域

2

に解析接続 してやるとこの時実軸上の branchcutからのギャップはGの虚部で表わされ

るので
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真木和美 2- ( ∋ 十 ◎ 一 十--

(69)

の関係 (unitarityrelation)が得られるoもっと一般には nl粒子がn2 粒子に散乱さ

れるVertex q ㌔

2ImJ｢
TL1n2

について

CX⊃

I-i三一.･JL㌃-I:'-_･--CII-::::

dTe-TC-18(E-2Ei)8(Zfi

- (TM5)i-1zeMS(

L
).〟
t=1

(70)

dE･d2qi(ZM2)♂(Ei2-9i2-M2)L

2+M2)M28(Zqi)

Tは温度,上の計算で中間状態でのグリーン関数は極で近似 した｡

zl･112
G(p,E)=

p2+M2 1
Z-GIS-γ , M - R EV (72)

もし(70)の両辺の各項が Eについて斉次であると仮定すると, (70)より

Fn.n2-Z-n'2(TM5,1-n'2rn.n2(念

cx E5" n'γ~5y)/ 2 ,a.a, (念

が得られる｡特に三体 vertexについては

･22CXE2r~5y r22(意

a-nl+n2
㊨

(73)

(74)

となる｡2r>3γの時には臨界点近傍では二体 vertexは小さくなる｡ これは二体ポテ

ンシャルがゆらぎによってスクリーンされることを意味 している｡

最後にPatashinskii,Pokrovskii(2)のボーズ液体の理論の困難について指摘する｡

P-Pは比熱の対数発散を説明するためG(p,0)として,

G(p)aIp｢5/2 (75)

を運んだが,これはI122が E-Oの極限で丁定になるという仮定に基ずいているoしかし
今 E-Oの時のT22を上のG(p)を用いて摂動計算 してやると,二次以上の各項は pにつ
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いて対数発散 していることが容易にわかる｡A
I122 (コ uo(1+ aln(-))P (76)

こ､で aは LLoの巾級数で表わされるが,すべてのダイアグラムを集めれば universality

の原理により, αは αOによらない常数に収欽する｡ しか し更にParquet型の項をすべて

隼めると上の項は

r2,-uo(;)-a (77)

によりT22は実際 夕のある巾に比例するo したがってこれ を(74)~と比較すると実際は

G(p,6)は

G(p,o)～p(a-5)/2 (78)

でなければならない｡ したがって (75)のG(p,o)は a は完全に零になるような痔別

の場合の他は不安定点になっていることが判る｡実際上の G(p)から出発 してもT22に新

らしい補正項を取 り組んでやると一般には aの符号によってZ122≫1か Z122≪ 1になっ
てP-Pの仮定は成立 しなくなる｡

温)スケー リング律の破れ5)

この論文では三体力の場合 ,0-10での臨界指数 で の非常に特殊な振舞いが議論 される｡

即ち §3に示 したよ~ぅに三体力の時には3次元が classicalとcriticalを分ける点にな

っているので,三体力が小さくて, kb汁 分に小さくない時 (k≫ ko- a-1e-1/ギ

≡ 10~50a~1)では3体力の結合常数 gによる摂動計算によって転界指数 ギ( i,e ,

g(k,o)-Ck符~2)を計算できることが示 されるO したがって侶ま結合常数gに依 るの

千 -Lmiversalityは見かけ上破れている. しか しkが十分小さな領域 (k≪ ko)では

universaiityは回復 されるO但 しこの時に3体力の結合常数gの大きさによって少なく

とも二つの領域にわけることができるOもLgくglであれば kくkoの領域では 7=0に

なるが, g>glでは 机ま系の自由度 nのみによる一定値 で=71(頼 こ収欽するO

§6 結 び

以上相転移理論についてのくりこみ群の方法について見て来たが∴最近のWilsonの仕

事ではモデル lについて E,¢,少を摂動展開によって explicitに計算 しようというも
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のである｡特に二体力の時には4次元系ではclassicalになるという振舞いに着目し,展

開パラメーターとして 6 -4-dを取ると,最初の少数個のダイヤグラムを取ることによ

って ¢,両 こついて十分意味のある結果が得られることを示 した.今海老沢君 と筆者は同

様な手続きでDynamicalscalillgに関連 した臨界指数を求めることを試みているが,形

式的には計算は殆んど同様に行なわれるが,未だ解釈上少 し問題がある｡
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