
多体系の一般的な状態を記述する一方法について

九大理 古 川 浩

(1月31日受理 )

§1 .まじめに

最近非平衡系の統計力学が議論の対称となりつつある｡ここ十数年の間に発展 した不可

逆過程の理論1,2,3)は平衡状態に十分近い場合を対象にしていた｡ それ故境界条件はあま

り問題にされていなかった｡

最初熱平衡にあった系が外場によって最初の状態から別の状態-移されたと仮定 しよう｡

次にその外場を切ったとする｡その時系は十分時間がたった後に再び熱平衡状態-達する

であろう｡たとえばスピン系を想定 しよう｡転移点以上では外部磁場が無げれば平均の磁

化Mはゼロである｡ 十分強い外場をかけた後それを切ったとしよう｡平均の磁化Mは時

間と共に変化 して十分長い時間の後に-様な状態-おちつ くだろう｡途中の状態ではMは

どのような方程式に従 うだろうか.一般に初めの状態から最終状態-達するpathの掩率

分布をMの関数として決定出来るであろうか｡このような問題はまだ解決されていないよ

うに思える｡というのはこのような間頓を記述する便利な考察がなされていないように思

えるからである｡上の様な問題は次の3つの特徴を持っ｡第-に平均量Mは非線形の運動

方程式に従 うだろう｡第二にその方程式は時間的に非局所的になっているだろう｡第三に

着目する状態は一般に平衡状態に近 くはないだろう｡

それ故問題は非常に複雑であるかのように見える｡ しかしこの複雑 さは主に問題自体が

明確に理解されていないためでもある｡それ故この′ト稿で我々は熱平衡状態から遠ざかっ

た状態に対する一般的な考察及びそのような状態を記述出来る方法論を展開 してみたい｡

方法はいささか形式的であるが一般的である｡それ故現在考えうる時蘭に依存 した現象に

も適用することが可能であるだろう｡4)

我々はある物理量の期待経に対する閉じた一般的な運動方程式を密度行列から演樺する

方法を議論 し,平衡状態及び定常状態における一般的な物理量の (量子論的期待値に対す

る )統計力学的な確率振巾を演縛する｡
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さて熱力学的な状態を我々は定義 しておかなければ実際問題 として話は進まない｡熱

力学的状態の定義はそれ故必要なことである｡最初に熱平衡状態が存在することを仮定す

る｡すなわちもし外部から何 ら作用が及ぼされなければ系はその性質及び状態をけっして

変化 させないと仮定するO自発的な変化が起 る状態はしたがって熱平衡状態から除かれる｡

次にこの熱平衡状態から別の状態を特徴ずけなければならない｡そのためには我々は外部

から作用を及ぼさなければならない｡それ故別な状態は最初の熱平衡状態と外部からかけ

たあらゆる外湯によって一義的に特徴ずけられるとする｡もし新しい状態がすくない状態

変数で指定されれば新 しい状態-達するpathは一般にふえるであろうし逆に新 しい状態

が多 くの状態変数で指定されていればそこへ達するpathは少なくなるであろう｡

すべての状態を外場iこよ-つて特徴づけることはしか し又状態を特徴づける物理量の ｢期

待値 ｣によって現在から未来-向 う,又は過去から現在-到達 したpathを物理量の期待

値によって特徴づけることを可能にする.すなわちKコの量がKコの独立変数の関数であ

れば,もしその関数が一価であれば逆にKコの量を独立変数として初めの独立変数 を表わ

すことが出来るOそのために我利ま外場と物理量の期待値の関係を知らねばならないoこ

これを一般的に熱力学的関係式と呼ぼう.熱力学的関係式は密度行列を使って与えられ一

価であると仮定される｡熱力学的関係式は物理量の期待値を外場の関数として与えるもの

であるが逆に外場を物理量の期待値として与えることが出来るし又他の物理量の期待値を

表わすことも出来る｡

時間変化 をする系では一般的に物理量の期待値の確率論的記述が不可能のように思える｡

それは熱力学的関係式がメモリー効果をもつためである｡ しか し平衡及び定常状態を記述

するための便利さのため我々は平衡状態及び定常状態で正 しい熱力学的関係式を与えるよ

うに変数変換をほどこした熱力学的関係式を定義する｡それによっていささかあらっぽい

議論ではあるが一般的に確率論的な記述が常に可能になるoLかしこれは単なる数学的な

便利 さからくるもので系の状態が時間的に変化 しない場合にのみ実際的な意味を持っ｡確

率論的な記述をするために2種類の位相空間が導入される｡一方は外湯を一方は物理量を

記述するたやであるo二つの位相空間の間の蘭係が議論される｡そして導入された統計的

な確率振巾による期待値及びmostprobable pathと熱力学的蘭係式が同等 であること

が確かめられる｡確率振巾を導入する前に定義された熱力学的関係式を変分原理によって

再定式化する｡そのために新 しく定義された熱力学的関係式は時間反転に関して対称的に
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なっている｡数学的には熱平衡状態と時間に依存 している状態は対称化 された熱力学的関

係式を使 う限 叛で は同等であり,相互に変換可能である.

§2において熱力学的関係式を与え,独立変数の変換を議論する｡平衡状態における物

理量の相関関数によって任意の状態が記述 されることがわかる｡ §3で熱力学的関係式を

変分原理により定式化する｡そのために変数変換をほどこし熱力学的関係式を時間反転に

関 して対称的にす･る｡ §4で確率振巾を議論する｡ただし確率振巾は量子論的期待値に対

するもので,それ故統計力学的である｡ §5で平衡状態及び定常状態を議論する｡ §3及

び §4の議論は形式的なものである｡しか し,いかにして平衡系の統計力学 とスムーズに

議論がつながるかがわかる｡ したがって方法は-様な系に対する平衡系の熱統計力学の自

然な拡張と考えられる｡

§2 熱力学的関係式

すでに述べた様にはじめたとえば温度と圧力だけで決まるような熱平衡状態 を他の状態

-移すたのには外から作用を及ぼさねばならない｡それ故新 しい状態 (A)は古い状態 (A｡)

とそこへ致達 した path(外場E )によって一義的に決定される.我々は外場Z は一体的

であると仮定する｡すなわち時間 ･空間軸上の点 (t,r)に次を定義する｡､

I-I(t,r)

て℡

鶴

(2･1)

もっと一般的にはZは粒子の速度に又量子論的体系では任意の量子状態に依存 していても

良いo以下の議論は一般性を失なわないC しか しながら外場によって得 られる以上の情報

を我々は得ることが出来ない｡又すべての状態がJによって解析的に展開出来 るとは限ら

ない｡たとえばZとして-様な温度をとったとする｡すると転移点の上下で物理量は解析

的では無いであろう｡この時,我々は他の外湯をもちいなければならない｡または転移点

の上下では異なった初期状態を使わねばならない.もし我々が熱浴を用いたとする｡する

と外場が加えられた為に内部の系と外部の系の間にはエネルギーの流れを生ずるだろう｡

その結果内部の系 と外部の系は熱の流れを通じて強 く相互作用することになる｡しか しこ

のような相互作用も微視的な相互作用あるいは外力による作用 として表わすことが出来る

だろう.それ故我亨は.Fによってすべての外場を表わすものとする｡ したがって体系は最

初閉じていると見なされる｡しか し熱平衡状態にある場合の弱い相互作用は外場と見なす

-41 1 -



古川 浩

必要はないだろう｡なぜならあとから見 るように熱力学関係式はアンサンブルの選び方に

依存 しないから｡それ故必要な初期状態の情報はアンサンブルに依存 しない｡
′ヽ
o(r)をZに共役な変数 とす る｡ すると外湯によ りつけ加わる余分なハ ミル トニアンは

H1-J･;(r)∑行,t)dr (2･2)

A
となるoGはエルミー トであると仮定するOもし0がェルミー トでなければ (2･2) に共

な項 を加える｡すでに知 られているように物理量 左の期待値 aは次のようにZの関数 と

してあらわせ る (Appendix A)O

α(A;I)-α(A｡;lT(t'),t≧ t′)

〈 〈 d 〈

簡単の為 αは 0又は - 0だと考えてお く｡
dt

次に (2･3)をZで汎関数 Taylor展開 しよ う.

(2T3)

α(t,r)- a｡+JG(t,r;tl,rl)I(tl,ri)dtldrl

･ - + 吉 fG o( t , r ; t l,r1, , tn,rn)I ( t l ,rl)-I ( tn,rn) d t l ･･-d tndl･･･drn

+- (2･4)

ここにGoは最初の熱平衡状態において定義される量である｡すでに述べた様に熱力学的

関係式はアンサンブルの選び方によらない｡ したがってGoは初期アンサンブルに依 らず

一義的に決定出来るだろう｡簡単のたの (t,r)を単にxと表わす｡たとえば,

I(t,r)- I(x), G｡(t,r;tl,.tl) -G｡(Ⅹ;Xl) (2･5)

Ⅹ>x′は t>t′を意味するものとする｡すると(2･4)は

a(Ⅹ)-FEo吉TG｡.(x;xl,･･･,Xn)Zl(Ⅹ1)･･･E(Xn)dxl･･･dxn, (2･6)

Go(x;Xl,･･･,Xn)-0,for 一Ⅹく Xe(i-1,-,n),

Go(Ⅹ;Xl,･･･,Xn)- Go(Ⅹ;xil,･-,Xin)･＼
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ここに (ill .in)は (1,･-･n)のすべての入れかえを表わすo aのZに関する汎関数

微分を次によって定義する｡

∂ ∂

G(x;xl,･･..,Xe)

∂α(x)

∂Z(xi)＼∂2(xi_1 L∂Z(xl)
ト･l

-G｡(x:x1,.･･,Xe)ナIG.(x:x.1････,Xl,X… )I(x紬 )dx什1

+ -

(2･9)及び (2･8)よ り直ちに

G (Ⅹ;x1,.･･.Xe)- G (x;xi l , ･.I,X ie)･

又次がわかる

G(x;xl,-,Xn)l2-0- Go(x;xl,･･･,Xn) ,

∂G(Ⅹ;Ⅹ1,-,Xn)

∂E(xn+1)

= G(Ⅹ;Ⅹ1,-,Xn十1)･

(2･12)から汎関数積分を定義出来る｡

･JG(Ⅹ;Ⅹ1,-,X｡十1)dg(X｡十1)dx｡十1

- I

∂G(Ⅹ;Ⅹ1,･-,Xn)

∂∫(Ⅹn+1)

=G(Ⅹ;Ⅹ1,- ,㌔ )･

dZ(xn+1)dxn十1

(2･9)

(2･10)

(2･11)

(2･12)

(2･13)

(2･6)Q耳一価であると仮定するoこの仮定は以下の議論によれば熱力学第三法則 に等価

であると思える｡それ故

G(Ⅹ;x′)-
∂α(x)
82(x′)

の逆行列が存在する｡すなわち
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K(Ⅹ;Ⅹ′)≡
∂Z(x)

∂α(Ⅹ′)
(2･15)

とすれば

JIG(Ⅹ;y)K(y;Ⅹ′)dy-JK(x;y)G(y;Ⅹ′)dy- ♂(X,Ⅹ′) (2･16)

ここに (2･16)の ∂(x,Ⅹ′)はデ ィラックのデルタ関数であるが一般には単位行列 となる｡

次 を定義する｡

∂ ∂

K(Ⅹ;Ⅹ1,- ,Xn)

82(x)

∂α(Xn) ∂α(Xn_ 1) ∂α(Ⅹ1)

(2･16)の変分を取れば

J-6G(x;y)K(y;x')dy+IG(x;y)SK(y;x')d;-0･

(2･18),(2･16)より

8K(x;xl)- - IK(x;yj8G(y;yl)K(yl;Xl)dydyl ･

したがって

K(Ⅹ;Xl,Ⅹ2)-

ニ ーJK(Ⅹ;y)

- - IK(Ⅹ;y )

∂K(Ⅹ;Ⅹ1)

∂α(Ⅹ2)

∂G(y;yl)

8a(x2r)

良(yl;Xl)dydyl

Sz(y2) 8G(y;yl)

6a(x2) ∂2(y2)
良(yl;Xl)dydyldy2

- - IK(Ⅹ;y)G(y;yl､,y2)K(yl;Xl)K(y2;x2)dydyldy2

(2･20),(2･10)より

K(Ⅹ;Xl ,x2)-
SK(x;xl) SK(x;x2)

∂α(x2) ∂α(Xl)
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したがって (2･12)は完全微分であra o K(x:チ11x2)の変分をとり-(2･17日=より

K(x;Xl,x2,X3)を又同じ様にして高次のKを作 ることが出来る｡それらはすべて

良(x;x')とGで作 られ次の性質をもつ｡

A(x;xl,････Xn )-K(x;xil ,･･･,Xin)
(2･22)

それ故Kは完全微分で定義される｡GとKはお互いまった く対称的な関係を示 しそれらの

Eとαに関する変分は次によって簡単に与えられるO

∂α(x)-IG(x;y)∂Z(y)dy,∂Z(Ⅹ)-J-K(x;y)∂a(y),

♂ ♂ ♂ ♂
- =IK(y;x)青 石 dy,下京芯 =IG(y;x)芯 芯 dy∂α(Ⅹ)

6a(x) ∂Z(x)
- -一一一一一一一一一■■■■■■■-.--
∂α(Ⅹ′) ∂∫(x′)

及び

-a(x,Ⅹ′)

(2･23)

(2･24)

(2･25)

GとKとのすべての関係は (2･23)- (2･2.5)から導ける｡このようにして逆に才 をα

で展開出来 る｡

I(x)-n=Zoi!I
∂nど(Ⅹ)

8a(xl)･･･8a(xn) 'o
I α(Xl)-α(Xn)dxl-d㌔

-n=E. :! IK ｡(Ⅹ;X l , ･･･,Xn)a(xl)-a(xn)dxl- dxn ,

(2･26)

(2･27)

ここにKoはGをGoとした時のKである｡

別の物理量を導入することによりZを消去 した方程式 を作ることが出来る｡Appendix

Aにあるように 隼 意 ô ,â≡言と選んで同様な議論が出来て次 を得るo

/ヽ

宙al(Ⅹ)-J-Gl(Ⅹ;y)∂Z(y)dy, ∂Z(y)-J､Kl(x;y)8al(y)dy

♂ ♂

言盲詔 =/Kl(y;Ⅹ)重 荷 dy, ∂2(x)

♂

=/Gl(y;X)両 dy
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したがって

｡1(Ⅹ)-I

-J'

8al(x)

∂α(Xl) 0
も｡α(xl)dxl+三J

∂α1巨) ▲∂Z(yl)

∂釣 ･1)､ 06α(Xl) 0

I-十 十 J

-iI

∂2α1(Ⅹ)

8a(xl)8a(x2) 0

ia(xl)dxldyl

6al(x) . 62(yl)1 ∂Z(y2)

∂Z(y2)62(yl)rDSa(xl) 0∂a(x2) 0

∂α1(x) j 62(yl)

∂E(yl)po6a(x2)8a(xl) 0

I,a(xl)α(x2)dxldx2+ ･･'

idyldy2

i dyl)α(Xl)α,(x2)d丈ldx2

+ -

(2･30)における汎関数微係数は定義によりG., Gl｡,Ko,Kl｡であるから

al(Ⅹ)- IGl｡(Ⅹ;yl)Ko(yl;Xl)a(Ⅹ1)dyldxl

弓IGl｡(Ⅹ;yl,y2)KO(y;Xl)K｡(y2･,x2)a(Xl)a(x2)dxldx2dyldy2

･吉IGl.(X､;yl)射 yl;x2,Xl)a'xl'a'x2)dxldx2dyl

+o(α3)

(2･30)

(2･31)

これは αに対する2次までの正 しい運動方程式である｡ (2･31)の最初の項は一般化 され

たランジバン方程式 と等価である｡なぜならMori2)により

31(Ⅹ)-Ix>Ⅹ10(x･･xl)α(Xl)dxl+F(Ⅹ)

とあらわ した時, a(xo)とF(x)との内積は

く a(xo)F(x)>- 0

(2･32)

(2･33)

(2･32)式 とâ(to)の内積を作れば (2･33)により(2･32)の最後の項からの寄与 はな

くなる｡ したがってここでの記号を用いて

GIO(x;Xo)-Jx> xOl(x;Xl)Go(xl;Xo)dxl

-,416-

(2･34)
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したかって

0(x;xl)-JIGl｡-(x:yl)K｡()･1;Xl)dyュ (2･35)

を得るoこの結果は一般化されたランジバン方程式が外場のない場合でありしたがって熱

平衡状態に非常に近い現象を記述するからと考えられる｡

一般に常に単一の外場によって系を記述することが便利 とは限らない｡複数コの外湯に

よって系の状態を痔徴ずけた方が良い場合がある｡た とえば化学反応において2種類以上

の成分で体系を記述する方が偵利であることがある.又最初に述べた様たもし熱浴がある

場合は-つの外場をかけることによ り熱の流れを伴 うことがある.このような場合も同様

に最初の状態における物理量の相関関数のみで一応形式的にすべての状態を記述出来る｡

その時の変数変換の便利な公式をAppendixBに示す｡最後に次を記す｡ (2･9), (2･

17)により任意の状態からの展開が可能である｡したがってその限りでは任意の状態を初

期状態に選ぶことが出来る｡

§3 変 分 原 理

この章では前章の熱力学的関係式を変分原理を使って導 く｡次章に見る.ようノに変分関数

は統計的な確率振巾と密接に結びついているoLか しごく一般的な状態において熱力学的

関係式を変分で直接導 くことは不可能に思える｡もし熱力学的関係式 (2･6)の第-積分 と

して変分関数 Ⅰ(a,I)が求まったとする.するとⅠ(a,I)はaの線形汎関数であるだろう.

それ故 Ⅰ(a,I)のZでの2回の微分は aを含まないであろう｡さらにもし

ぜ _壬(α,EL

∂Z(x)82(x,)
(3･1)

が普通の意味で完全微分だとすると, (3･1)は微分の順序によってはならない｡ しかし

もし

∂Ⅰ(α,∫)

∂E(x)
- 0

が (2･6)を導くものであれば

(2･6)(2･9)より

♂
有言市 (蕊 )-G(x;xl)
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しか し一般的には

∂ ∂Ⅰ

∂Z(x)＼∂Z(Ⅹ1)
)= G(Ⅹ;Ⅹ1)キG(xl;Ⅹ)-

∂ ∂Ⅰ

∂E(Ⅹ1) ＼82(Ⅹ)
). (3･4)

したがって Ⅰ(α,I)は一般には完全微分とは,な り得ない｡

ところで平衡系で重要となることもあって一般的に相加量 となる変分関数を求めてお く

ことは必要 と考えられる｡次を定義する｡

?(x)- nz忘 JG｡(x , 支1,-,Xn)I(xl)-I(xn)dxl･･･dxn

ここに Goは座標 X,Ⅹ1,-,㌔ の入れ換に関して対称的になっているものとするo

Go(X,Ⅹ1,-,Xn)-Go(Xi,Xi了 -,Xin) ,

及び

Go(X,Ⅹ1,･-,Xn)- Go(Ⅹ;Xl,･-,㌔ )

if x> xe (8-1,･･･,n)･

冠,Zを独立変数に持っ変分関数を作るのは簡単であるO

I(a,I)-J7f(Ⅹ1)2(Ⅹ1)dxI

-n=r2三 nl,fG.(Xl ,x2,I-,Xn)i,(xl)･･･Z(xn)dxl･-dxn

(3･5)紘(3･8)を才に関しとる変分をOとおいて得られ る｡すなわち

∂Ⅰ

Sz(x)
-7f(x)-I

nil(n+1)!

∂2Ⅰ

及び

(3丁5)

(3･6)

(3･7)

(3･8)

IG｡(X,Ⅹ1,-,X｡)I(Ⅹ1)･･･Z(Xn)dxl･･･dxn-0

(3･9)

∂21

∂Z(x)82(x/) r82(x/)∂E(Ⅹ)
(3･10)

(2･6)と(3･5)の関係は系が十分局所的に平衡と見なせる場合は等 しくなる｡すなわ

ちその時 (2･6)(3･5)の Zは積分から出すことが出来 るo又 (2･6)(3･5)を tのまわ り
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の短い時間間隔 丁で平均すれば Goが時間の並進対称性を持っだろうことを予想 して

与It-;く t′｡t十…Go(x'･xl･･-,Xn,dtl･･･dtndt'

-宇 Jk t′く t十 _2 n
TG o(x ′;xl,･･･.Xn)dtl･･･d t d t'

- (n十 1 ) I( rl,rl,････ rn) ･

(3･11)

このような平均操作によっても a,首は Tがこれ らの変化する時間に比べて十分小さい時

は変らないであろうから (2･6)(3･5)の右側はそれぞれ等 し′く

鳥 Ix(T,rl,･.･,rn)I(t,rl)･･･Z(.t,r｡)drl･･･drn , (3･12)

となる｡ したがって (2･6)及び (3･5)は等 しい｡局所平衡が成 り立たない場合は等 しく

ない. しか し§2のような変数の間の変換はαと7Zの間でも同様に成 り立っ｡ その意味

で a,7Zは Zを独立変数 とする関数空間内の単なるベ ク トルである｡

以下 §4も含めて7fに対する形式的な議論を行 う.これはしか し平衡状態では実際的な

意味をもつ議論であり上の理由からaと7fは一応等価 と見なせるため以下7Zに話を限って

も良いであろう｡.そのため首をaと書き換えても混乱は起 らないだろう｡

αに関する変分によって熱力学的関係式を導くような変分関数は次で与えられる｡

J(I,α)-J'E(xl)a(xl)dxl

一 言 三 nl!IK｡(xl,x2,･･･, Xn,a(Xl)･･･a(Xn)dxl･･･dxn.

∂J(I,a)

∂α(Ⅹ)

は､次を与える｡

2(Ⅹ)-2
ngl(n+1)!

又

(3･13)

(3･14)

IK.(x,xl,･.･,Xn)a(xl)･･･a(xn)dxl.･･dxn･ (3･15)
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∂2J ∂2J

∂α(x)∂α(Ⅹ′) ∂α(Ⅹ′)∂α(Ⅹ)

Ko(X,xl,･･･,Xn)はGoの場合と同じ様に対称化されているものである｡

次に変分関数 Ⅰの性質を議論する｡

ⅠをJに関して極値を与える斉 の回 りで展開する｡

AI- i-Io

こ こ に

羊.-Ⅰ(a,㌔ )･

及び

ヱ土i
Sz E=ダ ニ 0

(3･17)は

』Ⅰ- Jl

･iI

+ -

∂Ⅰ

82(x) lz米(2(Ⅹト i#(x" dx

62(Ⅹ)Sz(Ⅹ′) ･㌔ (I(Ⅹ)-㌔ (Ⅹ))(I(x')一㌔(x'))dxdx′

l

(3･19)により(3･20)の第一項は0ゼある｡ したが って

AI-iJ∂Z(Ⅹ)82(Ⅹ′) '〆 Z(Ⅹ)凍Ⅹ))(I(∠)一㌔(Ⅹ′))dxdx′

+-

-!IG(x,x′)I〆 Z(x,-㌔ (x))(2(x3-㌔ (Ⅹ′))dxdx′

ナ-

熱力学的関係式が一価であればこれは常に定まった符号を有するO

次に Ioは αの関数であるかこの変化を調べる｡
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多体系の-&JL的な状態を記述する一方法について

∂Ⅰ ∂1

dl-ftdα(x)定 石 LT十 dZ(x)前 ~l｡)dx

であるが (3･22)及び (3･19)より

d工言 Jtd㌔(Ⅹ)㌔ (x))dx･

(3･22)

(3･23)

ここに㌔はaのZ米の関数であることをあらわす.同様にJについてもその極値の変化は

dJ｡-Jtd㌔ (x)㌔ (Ⅹ))dx

したがって (3･23)と(3･24)から

d(Ⅰ｡+J｡) - d∫誹 (x)㌔ (Ⅹ)dx

したがって

l｡+ J｡-J㌔(x)㌔ (Ⅹ)dx

又は

Ⅰ｡-I㌔ (x)㌔ (x)dx- J｡

(3･24)

(3･25)

(3･26)

(3･27)

(3･26),(3･27)はよく知られたルジャン ドル変換である｡ (3･23)(3･24)より

∂lo(㌔ ) ぶ ,､ 6Jo(i#)-ヱ米(Ⅹ),8㌔ (x) ~A＼入ノ' ∂i米(Ⅹ) ㌔(x) (3･28)

従って (3･28)よりIo,Joは平衡系の熱力学の自由エネルギーに対応することがわかる｡

(3･28)は又正 しい熱力学的関係式を与える｡

§4 統計力学的確率振巾

系の状態が時間的な運動をしている時は一般にその運動量の期待値だけの関数である確

率振巾によって記述することは一般的に困難であるoそれは現在の事象が過去の事象には

直接依存するが未来の事象には依存 しない.というアンバランスが原因になっているように

思えるoそれ故運動が十分局所的やある場合はこのような事情は起 らない｡局所平衡及び
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熱平衡状態をあっかうために我々は前章で得た時間座標上ゼ対称化された熱力学的関係式

に対する確率論的議論を行 う｡したがってこの章の議論は形式的である｡実際的な意味を

持っのは平衡状態においてでありそれは次章で議論される｡その前にαに対して次の再定

義をしてお く｡aは量子力学的期待値であり統計力学的期待値は面で表わすO前章までは

二つの期待値は分離されていなかった｡

時間空間座標上の点xで定義されるα及びZを量を体系の位相 として選び,これらを記

述する二つの空間を位相空間として選ぶとするとZ(x)-I(x)+ dZ(x)の間の小さな位

相体積〟 dg(Ⅹ)に含まれる熱力学的な状態の数が定義出来るものとする｡すなわち
X ,

dTl= LITdZ(Ⅹ) (4･1)Ⅹ

ここにLは体系をZによって記述することの不確かさからくる係数でZの関数であるだろ

う｡これを

L-L(I) /

と書 く｡同様に αの位相空間においても

dTa-MHda(x)Ⅹ

(4･2)

(4･3)

とするoここにMはL同様体系をaによって記述することの不確かさから来る係数で α

の関数であるだろう｡

M-M(α) (4･4)

_すべての可能な熱力学的状態の記述の数が

JHdα(x) あるいは JHdZLx)J
X X

に 比 例 す る ことはあきらかである｡熱力学的関係式はa,Zのうちどちらかが独立 変 数 と

な る か ら , それぞれの位相空間上の点はお互いの空間に1対1の写影が可能 で あ る こ と が

要求される｡すなわち

dIIz
p(I,α)≡-

dG

を定義 した時

-422-

(4･5)ー



dTz= p(I,α)dIla

dTa- p-I (I,'α)dIIz

及び

Eヨ

E芯

○

多体系の一役的な状態を記述する一方法について

(4･6)

(4･7)

が存在する必要がある｡

α部分位相空間 A(a)にあるすべての状態 とつながったZ位相空間の小さな体積素片 (体

積 e)にある状鱒の数は次で与えられる｡

JA(a)P(I,α)dra (4･8)

Zが十分シャープに指定され る時, したがってEが十分小 さい時 (4･8)は次のように書 く

ことが出来る｡

eLA (a)(I)- JL(a) p (2,α)d'a (4･9)

次に我 々は(4･9)に対 して次を要求 しなければならない｡ すなわちすべてのα位相空

間か らの寄与は EL(I)に等 しい｡

EL(I)-Ip(I,α)dIla (4･10)

EをZによらず一定にとるものとすればこれを1とおいても一般性を失わない｡したがっ

て

EL(I)-Jp(I,α)dTa-Jp(I,α)M(a)Hdα(x)
Ⅹ

(4･11)

つねにZが実現す るような条件のもとでaの任意の関数 f(a)の統計的な期待値は したが

って上の議論から次によって与えられ るOそれぞれのa部分空間 Ai(a)を十分小 さく選ん

でその中で fiを定義すれば

i-(α)′l-
2

Af fi(α)LAi(a ,(I)

Ai(a)LAi(a)(I)
2

-423-



古川 浩

招 f(a'p(I,a'dra

結 p'Z,a)dTa

If(a)p(I,a)dIla

Ip(I,a)dTa

∫f(a)p(I,a)dTa

⊥(∫)
(4･12)

同様に常にある定まったaを実現するような条件の下でのEの任意の量に関する統計的期

待値は

g-(ll)
Ig(I)pll(I,α)dIla

α M (α )

(4･13)

と与えられる｡

次に P,L及びMに対 して具体的な表式を決めてやらねばならないoaとZの対称性か

ら次が成 り立っであろう｡

p(a,I)- P(I,a) (4･14)

p(I,a)M (α)及び p-1(I,α)い Z)は aとZの関数である. もっとも簡単や,かつ対

数が相加量 となるものは次である｡

p(I,a)M(α)- exptTJ(I,a)) ,

p-1(I,a)M(a)- exp(γ′Ⅰ(a,2))

すると

p(I,a)-exp(TIE(x)a(x)dx) ,

p-I(I,α)- exp(r'Iz(Ⅹ)α(x)dxi

(4･15)

(4･16)

(4･17)

(4･18)

ここで rニーγ′と選ばなければならない｡ なぜなら定義により積分路を適当に選んで

Ip(.F,α)p-1(i,I,a)Hda(x)- H∂(I(x)-2'(Ⅹ))･X X
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と,ならなければならないか ら｡ 又これは αとZを交換 しても成 り立っ｡

CnM (α)-γJ(I,a)- rlz(x)a(x)dx ,

伽 L(I)ニーrI(α,I)-TIE(x)α(x,)dx ･

(4･20)

(4･21)

γは確率分布関数が正の実数で規格化出来るようにきめられるo γの絶対的な大さは本質

的ではないことはいろいろな平均量が 廿 の選び方に̀依存 しないことからわか る｡

8J
花 - 0又 は妾 =-0は熱力学的関係式を与えるものであったが今の場合はmostpro-

bablepathを与える｡

次にこの-mostprobablepathと(4･12)又は (4･13)による期待値の関係 を見よう.

(4･12)か ら

盲(Ⅹ)I
E

′ap(I,α)M(α)Hda(x)
X

L(I)

一方 (4･17),(4･22)及び (4･11)より

∂fn L(I)

Z ∂Z(x)

これに対応 したmostprobablepathは

∂J(I,α)

戻(Ⅹ)1-T~1

∂α
- 0

あるいは

E(Ⅹ)ニーγ

_1 ∂伽 M(a)

∂α(Ⅹ)

一方 (4･15)のmostprobablepathは

∂Ⅰ(a,I)

∂Z

又は (4･21)を使えば

_1SL(I)
α(Ⅹ)- γ

∂∫

(4･22)

(4･23)

(4･24)

(4･25)

で与えられる｡ したがって (4･15)でとった期待値は (4･16)のmostprobablepath
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に等 しい｡ しかしこれは又 (4･15)のmostprobablepath と等 しい関数で記述 されて

いるから (4･15)のmostprobablepathと期待値 (4･22)は等 しい関数で記述 されるこ

とがわかる ｡

次に (4･20)と(4･21)が (4･1′1)とconsistentであることを示 さねばならない｡そ

れは次の様にやればよい｡その為に場合を二つに分ける｡第-の場合はE を一定に して体

系 を観測する場合O第二の場合はaを一定にして体系を観測する場合｡第一の場合, (4

･15)は正でαの関数として最大値 を絶たなければならない. し,たがって (4･15)の

exponentを次の様に展開する｡

exp(rJ(∫,α))

- ex｡(γJ(I,㌔ ))ex｡(γ三J'▲.J

+-･),

ここに

8J (I,㌔ )

∂ α 米

∂2J

∂α(Ⅹ)∂α(∠)
(a(Ⅹ)-㌔(a))(α(x,)一㌔ (x,))dxdx′

(4･26)

(4･27)

は (4･24)と consistentである｡

次にmostprobablepath以外の path:αiLx)の実現する確率 piを調べようo

(､4･26)から

pi∝ eXp(rJ(I,ai))
2

- exptγJ(I,㌔ H expt言 γJ
∂2J

∂α(Ⅹ)∂α(Ⅹ′)

- ex｡(rJ(I,㌔))expt寸 820(B)),

こ こ に

卑 Ⅹ)- αi(Ⅹト ㌔ (Ⅹ) ,

β-VT .

I㌦ E(x)i(x′)dxdx′+-)

(4･28)

(4･29)

したがって (4･11)の右辺はmost占robablepathに十分近 く,巾 1/㌔/百て釘 をもった
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領域からの寄与が大であると考えられる｡ したがって積分に寄与する全位相空間の体積は

次のよ うに評価出来るC

0 (β)x -招汀 訂 . (4･30)
V̀0(良)

(4.30)の左辺の0 (β)はmostprobablepath がおおった位相空間内の面積からの寄

与を表わす｡ したがって (4･11)の右辺は

Ll(I)= e机 21㌔ jv′百両

eγJは 0(eβ)であるか ら(4･31)は

Ll(I)- e机 I,㌔ )

としてよい｡

したがって (4･23)及び (4･32)から次を得る｡

戻(x)I-γ~ 1

2
60nLl(I) ∂J(I,㌔ )

∂2 82(x)
=㌔ (Ⅹ)

(4･31)

(4･32)

(4･33)

∂J

(4.33)において芯声 は (4.27)により消えるo

したがって (4･33)と (4･25)か らLl(I)とL(I)は Bが無限大の極限では等価 と見

なされ る｡又この時 (4･11)の逆変換におけるZについての積分は虚軸上でとらえなけれ

ばならない｡実際 (4･16)はこのときZの関数 として実軸上に極大を持たない｡

第二 の場合 (4･16)は正で Zの関数 として極大を持たねばならない.αとZを入れかえ

ると第-の場合 と同様な議論が出来 る｡二つの場合において γはそれぞれ確率振巾が定ま

るためには異なった符号 を有 さなければならない｡

以上によ り(4･15)と(4･16)は実際に適当であることがわかる｡適当であるもう一つ
1

の理由は J,Ⅰが相加量だということであるo高次の相関はそれ故詔 nbの誤差で次の

ように計算 され る｡た とえば Zを一定に した体系では

a(Ⅹ)a(x')i
Iα(Ⅹ)a(x')p(I,α)/M(a)要 dα(xn)

2 Ip(I,a)M(a)要da(X u)
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= r
_28伽 L(I)

82(x)62(x/) I

等々｡

(4･34)

§5 平衡 ･･定常及び局所平衡状態

§3及び §4の議論により我々は標題の状態の議論が可能 となった0 §3及び §4で対

称化された熱力学的関係式は変分及び統計平均の操作の結果として与えられることを見牢.

しか しこのような操作は直援実際の熱力学的状態関係式を与えるものではない｡ しかし外

場が時間に依存 しないか又はきわめてゆっくり変化する場合は正 しい状態を記述する｡そ

の記述は統計力学的である｡時間空間座標上の2点 X､ x′の相聞が十分小さい時 すなわ

ち十分離れている時これを次で表わす｡

ix- Xei≫ Xc (5･1)

(5･1)は時間空間的にいずれか又はいずれも十分離れていることを表わすものとする｡

(2･6)を次のように書き直 しておく｡

α(Ⅹ)= 君 an(Ⅹ)

1

㌔ (Ⅹ)= (n+1)!

(5･2)

JG｡(Ⅹ;Ⅹ1,-･,Xn)I(Xl)-I(xn)dxl-dxn (5･3)

すると座標が十分離れている条件は

G｡(x;Ⅹ1,･･･,Xn)- 0,for lx-xji≫xc

を表わすことになる｡

(5･4)

･Cの可能な個数は 1より大きくnより小さい任意の数でも当然成 町立っからただ ちに対

化されたGo(Xl,x2,･-,㌔ )について次が言えるoGo(Xl,Ⅹ2,∴,㌔)の座標 も (血-

1,･･･,n) が互いに近づき合った二つ以上のグループに.分離 した場合,それらのグルー

プが互いに時間空間的に十分離れた時は0となる｡そのようなわけですでに見たように,

(5･3)は
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an(x)- 三 /xL r.rl.- ･r｡):(r･t,･･1-T(Jn･t,drl･･･drn (5･6)

この時 §4で与えた位相空間はそれぞれ時間軸に垂直な面をも-.Jた互いに独立な部分空間

に分離する｡その時変分関数 ･確率分布関数.'まそれぞれの部分位相空間で独立に定義出来

る｡すなわちたとえば

i-2JliTo1

l /lfrn EtU r))二･yi- F〔Jai(r)zi(r)dr- ,

こ こ に

r-1伽 " Zi(r))

-i 2nf Ix(rl,r2,.･･,rn)Zi(rl)Zi(r2)-2i(rn)drldr2-･drn (5･9)

ここに iは i番目の部分位相空間をあらわし丁｡は部分位相空間の時間軸上の長さを 表 わ

す｡同様に分布関数は

p-eγⅠ- 狗1

pi= e

/ア

TToJ i

位相体積の要素はそれぞれの部分空間で次のように与えればよい｡

グ TodEi(r)

(5･10)

(5･11)

(5･12)

γ, T｡の絶対値は統計力学的な記述においては実際的な意味を持たない0

ここでの議論はaとZを入れ換えても又他の変数を用いても成 り立っ.上の議論は当然

のことであるが平衡系の統計力学と同等である｡変分関数が平衡系の統計力学にどのよう

に入ってくるか見よう｡ uibbsensembleにおいて確率分布関数は

p- e一種 (5･13)

で与えられる｡ただし温度を一定にした時｡Hは′､ミル トニアンで時間を含まない｡ i番

目の量子状康のエネルギーをEiとするとこの量子状塵の実現する確率は
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Pi= e
-βEi

(5･14)

となるO系の状態を全エネルギーEで指定すると, ETAE～Eの間に含まれる量子状感

の数を

eS(E)AE

とすれば

dP(E～E+dE) - e-PE+S(E)dE

前章までの議論によってカノニカル分布 (5･16)でとったエネルギーの平均

IE｡-PE+S(E ) dE

Ie-PE+ S (E)dE

はmicrocanonical分布のmostprobablepathを与え,同時に

F-E-F IB(E)

の極値を与えるEとβとの関係とも等価であると考えられる｡

∂F

屈 - 1 - p -1篭 -0

とした時の E-E米に対 して (5･18),(5･19)より

dF米 --S沌米)dF 1

-及び

d㌔ - FldS(E米)

(5･15)

(5･16)

(5･17)

(5･18)

(5･19)

(5･20)

(5･21)

は豆に対 しても当然成立する｡Sはエン トロピーであり(5･20),(5･21)はよく知られ

た熱力学的な関係式にほかならない｡

次に他の例を考えよう｡古典的な粒子系を考える｡確率分布関数は

p - expt-βローJx(r)〟(r)dr)･
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多捧系の一般的な状態を記述する一方法について

こ こ に

U- i>EJ p(rij)

甲(I)は pairpotential,i及び j は粒子を示すO又

p(r)-2 8(r-r二)

～

○

●

(5･23)

(5･24)

は微視的な密度であるo粒子数の平均密度 n(r)をⅩLr)の共役な変数 として選べば §2と

同様な議論が (5･22)に関 しても可能であるから

dp - ｡-PE(n(r))+Sin(r)ト √x(r)n(r)drlldnL,)
r

の形に書けることがわかる｡それ故 もっとも確からしい n(r)は

F(n(r))-Etn(r))-FIstn(r))+p-1Ix(r)n(r)dr

-F｡tn(r))十β~lJx(r)n(r)dr

(5･25)

(5･26)

を変分 して得られ る｡それは (5･22)又は (5･25)によって作られた平均値と等価 である

だろうことは前章までの議論の結果である｡関数 FoはⅩ-0の場合の相関関数によっで

作ることが出来る.又一般にXに-様な chemicalpotentialを含めればFo を任意の粒

子数のもとでの物理量の相関関数によって表わすことも可能である｡ (5･26)の両辺を

∩(r)で変分 して zeroとおけば

β~1Ⅹ(r)ニ ー

8F.(n(r))
∂n(r)

(5･27)

(5･27)の右辺は内部湯,左辺は外場 を表わ し,それ故 (5･27ノは内部場と外場のつ り合

を表わす｡

§6 終 りに

この小稿で我々は refeiencestateを用いて色乍な状態を記述する一般的な方法 につ

いて議論 した｡このような方法は最初 Onsager5) によって議論され,その後の非可逆過

程の主流 となったことは周知のとお りである｡この小稿で使われた考えは Onsagerが

referencestateとして熱平衡系を選んだのに反 し, いずれの状態もただ便利さとい う
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点を除けば同等であるということである｡ (5･26)のような自由エネルギーは色々な目的

のために,､ランダウ6)によって導入された自由エネルギーであるがこれはまだ微視的に基

礎ずけられてほいなかったように思える｡開いた系-の拡張はその系の状態を外場によっ

て新 しい状態へ移すことが出来れば可能である｡その時平衡系で確率の最大値を与えるよ

う基礎づけられる2相共存状態 と同様な状態が定常状態で存在すればそれは又確率論的に

記述出来るはずである｡ 我々は §4において確率振巾をいささか天下 り的に与えた｡

mostprobablepatll等の物理的意味は次のように考えればよい｡ まず §2の熱力学的

関係式 (2･4)は外場Zの大きさと内部変数 aの変化との関係を与え, (2･27が 内部に生

じた一種のズレによって誘起 された内部場と外場 (I)とのバランスを表わ していると見る

ことが出来る｡すると(2･31)は内部変数 αのズレによって生 じた内部場が仮想的な外場

として他の物理量に作用したものと見ることが出来 る｡変分関数はしたがってこれ ら熱力

学的関係式の第一積分であるから次のように意味づくOたとえば(3･13)のJの右辺第-

項は体系の外場Eを̀一定にしておいてそのもとで生じた変位αによって成された仕事 (本

当は一般に作用の次元をもっ )に等 しいことがわかる｡一方,第二項は内部場によって成

されたものである｡したがって実際の状態はこの二つの仕事の合計が最小 となるように系

の状態が実現する｡このことは物理的に非常に妥当であるように思える｡とは言え,与え

られた外部条件のもとでの確率振巾が最大となるように系が実現されるということは統計

力学の基本的な仮説,例えばエ/kゴー ド性と同様に又物理的な仮説であり非常に信頼性の

のあるもの､だが一般には成 り立たないと考えられる｡ したがって一般に,現実に数学的な

内在関係が熱力学的蘭係式,変分関数,及び確率振巾の間に存在するということと,物理

的な体系がそれにしたがうということは別物であると見なされている0

形式的な議論ではあったが,体系が時間空間的に一様でない場合を熱統計学的な観点で

とりあつか う時の一般的な考え方の一端を述べることが出来たと考えている.
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Appendix A

物理量の期待値を密度行列によ云て表わす方法はよく知られてから簡単にそれをメモし

ておく｡

/ヽ
α(t)-Trαβ(t)

抽 )-忘 〔H十 Hl,P(t)二

項 )= e% t ｡(t)昔 t

とおけば

頼 )-忘〔卑 t),q(t)〕

こ こ に

Ho

卑 tJ 二 ｡意 tHl(I)耳

.q" = e-% tp" % t

qい∞)-β｡
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それは

q(t)-p.･蓬 1忘 ,nl三dtlJ_1tldt2･･･4in-1dtn1-こ′1(tl),i; 1(t2,,:j!1(t2,,

･･･,〔LHl(tn),Po〕-〕
ノヽ

Trap(t)- Tr̂aI(t)q(t)- a(t)

-q(I)-e-2 tae% t

traceの性質を使って

Lア(t)-n=El揖 ･ ･ゝ膏 (I)巧n

ここに

<･･･>.-Trpo･･･

Hl-I合(r)2(Ⅹ)dT

のとき

(A･9)

雪.L･;〔aI(t),Jill(tlj〕,云′1(t2)〕,･･･〕,ill(n)〕>｡dtldt2･･･dtn

(A･10)

(A･11)

ノヽ へ

叫 )- 君 J:,ilF･･'sL'toI'x',0･'xl)〕,aI'x2)〕-〕,;I'xn)〕>oI(Ⅹ1)'''2'xn'dxl-dxnn

2IG｡(Ⅹ;xl;- ;Xn)I(Ⅹ1)-I(xn)dxl･.･dxn･n

(A･12)

(A･13)

こ こ に ,

Go(Ⅹ;Xl;-･;Xn)

5Zl
- o(t-tl)0(tl-t2)･･･0(tn_1-tn)く 〔-〔ot(x),ち(Ⅹ1)〕,ち(x2)〕-〕,?I(xn)〕>o

(A･13)

叫 )-く o>- ま く含>

●/ヽ

-君J-{芸 G｡(Ⅹ;xl;･･･;㌔)}Z(Xl)･-I(Xn)dxl･･･dxn
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多体系の一般力な状態を記述する一方法について
ここ に

芸 G ｡(Ⅹ;xl ; -;Xn)

′ヽ ′̀＼ ′ヽ
- ♂(t-tl)0(t1-t2)･･･0日n-1-tn圧 し:･･二oILX)巧 Lx)∴隼xn):p>.

+ o(t-tl" t1-t2)･･･0(tnll-tnJ< :･-,へd91等(Ⅹ),gI(xl)〕,gl(㌔)二･-〕,gI(xn)〕>O

(A･15)

及び

d 1
請uI(x)=~言こHo,oI(x)〕･

(A･16)

Appendix B

2種類以上の物理量によって系 を記述する時独立変数の選び方にいろいろある｡複数個

の変数を二つの紐に分けて四つのグループに分頑する｡

o(x)-

I(x)-

♂(Ⅹ)-

@ (x)-

(oo/Il:;三上

震 ト

(;:(xx',),
;諾 xx:)

.(B･1a)

(B ･1b)

(B･1C)

(B･1d)

(B･1)は可能なすべての独立変数の選び方 を与える｡ したがって四つのグループの間の

変数変換 を考えればよいo簡単の為 oI,0且等は座標 を除いて成分を持たないとするo 成

分を持 った場合の拡張は簡単である｡ ｡と才, βと㊨ の間の変換は 1成分系と同 じである｡
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次に

Ci:il,･-im

を定義すれば

∂Gi; il,-･,ln

∂㊨

∂q;i1,-,1｡

∂㊨2

∂Ki;i1,-, ln

∂㊨1

∂Ki;il',ln＼

･5Ijl

∂㊧ i･∂@i･･16@ im

〒Gi;ll' ,ln'1 + Gi;il,･･･ln'2 C2;1

- Gi;iい- 'in2C2;2

-Ki;i,-'1n'lCl;1 ,

-良

∂㊥2 1

たた し

Gi;i1,-,1n

Ki;il'-'ln

∂α.
1

ll,･･･,ln,2 十 ki;i1, ,1 C1,2

∂α.-∂α.
11 1m

(B･2)

(B･3a)

(B･3b)

(B･3C)

(B･3d)

(B･4)

(B･5)

ここに iは 1か 2を表わすものとする｡Cの3次の係数をCの2次とG又はKを使って表

わせば高次の係数はすべてCの2次の係数 とG又はKを使って作ることが出来る｡それ ら､I

を図示する｡

ここや例えば

∂C2;2 ∂C2;2(x;y)

8@ 2 6@ ?(Z)

三一C2;2(Ⅹ;Ⅹ′)G2;2,2(" ,i)C2;2(y′;y)C2;2(Z′;Z)dx′dydz'(B･6)
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∂c l:1

･j■互 1

dC

1:1

∂@2

∂C2;1=二二::一一一二
∂⑪1

∂Cl:2

∂㊨ゥ

∂C 2;1

ov-;:I.,

∂Cヮ.り_____ここ..=-

∂④ り

多体系Jl一般的な状態 を記述す る-方法について匂l

- - 早 4-:-::

‡CI

ニ - I-C一夜三二
IC2

_I_■■■-

■■■■-■■l■l■■

iK-L-'_二-iI81
I gil･-Itl

ニ ー -1-C一東 Ic-_-_i
ZC I

■---

㌔雇 IcI_'
ユ C i

暮!

J --C一軍 -'--
3

-3--C･亜
leI
亀 亀

-ITc-･34'_e-:_2C2
I 1

-2--C-q-C-'

を表わす｡同様な関係は

tc,K,G,㊨ )- tB,G,K･0ト tK,C,B･o)

及び tG,B,C,Eiの置き換えに対 しても成 り立っ.ここにBは

♂･㊨ i

1;ll,…,ln ∂β.…古β
11

(B･7)

以上の関係を導くにあたって次の事実をつかったC すなわちG,K,B及びCの独立変数

はそれぞれ 2, α, 0及び ㊨ である｡
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