
場 の理論 を統計力学に応 用す る

一つの試 ろみ

高 橋 康

Univ.ofAlberta .
Edmonton, Canad a

(5月7日受理 )

§1･ Introduction

場の理論を統計力学に応用しようという話は,今にはじまった事ではないが,今迄に

なされている事は,場の理論を使って, green 関数の方程式をみちびいたり,場の理

論で用いられる~Feynmandiagrameを用いたりする事に限られている様である.然し

green 関数の方法は,場の理論の中では,もっとも場の理論 らしくない部分であって,

本当に場の理論を統計力学や多体問題に応用 しようと思ったら,もっと変換論をうまく

使える様に定式化し直さなければならない｡

然 し,熱平衡系に変換論を使 う事は仲々むつかしい｡というのは,統計力学では,あ

る物理量Aの熱平衡に於ける平均値が, exp(-βH)をかけてその trace をとると

いう具合に定式化されている｡ しかし, trace というオペレーションは,その計算に

使 う完全直交系のとり方に無関係であるので,変換の効果が出て来ないOこの声は,

亡raceオペ レーションの強みでもあり,弱味でもあるわけである｡

そこで,ある物理量の熱平衡に於ける平均値を,通常やられる様に, trace オペレ

ーションで定義しないで,適当に定義した温度に依存する状態での期待値 として定義す

る事 を考えてみよう｡ その様な状態 (これを以下簡単に,真空とよんでおく｡ )を定義

すると,それからFockspaceを構成する事により,場の理論でよく使われるいろい

ろな変換をしたり,有限温度に於けるboundstatesを議論 したり,又,Goldstone

theorem を modelindependent な方法で証明 したりする事が可能になる｡

以下話を次の順序で簡単に紹介する｡

§2･Traceを expectationvalueで表現する事

§3･Examples
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§4.二三の公式

§5･Goldstone theorem

§6･Example

§2.Traceをexpectationvalueであらわす事

ある物理量Aの熱平衡に於ける平均値 は

<A> - Z-1(β)Tr〔e一触 A〕

で与えられる｡ ここで

Z(β)- Tr〔e一紬〕

(2.1)

であり,Hは Hamiltonian. ここではカノニカル集合を考えるが,グランドカノニ

カル集合の場合-の拡張は容易であろう｡ 我々は,そこで,温度 (の逮数 )βにdep-

endするある状態 10(P)> をてきとうに定義 し,

<A> - <0(PHAl0(P)> (2.2)

となる様にしたい｡どり様に IO(♂)> を定義 したらよいか.先づ,最もconserva-

tiveな立場をとり, 巨)(β)> が,Hを diagonalにする完全系 In>で展開でき

たとしてみる｡･即ち

lo(♂)> - 誉 fn(β ) In>

H ln>-Enln>

但し,

(2.3)

(2.4)

(2･3)を (2･2)に入れ,それが (2･1)と一致するという条件をおいてみると.

fn米(♂)fm(P)- Z-1(β)e再 En∂nm (2･･5)

＼

となり,これは, fm(β)が普通の C-数である限り不可能であるo然 し, (2･5)は

-98-



場の理論を統計力学に応用する一つV)試ろみ

いわば fn(β)の直交関係であるから, fn(β) をベクトルとすれば,不可能な関係で

はないOそれで, (2.4)と全く同じスペクトラムを有する新 しい operator～Hを考え
てみよう｡ 即ち

勘 言> - EnJ言>

そして, f｡(♂)として

fn(♂)- 苗> Z一朝(β)e胡 r/2

と identify してみる｡ すると明らかに (2.5)はみたされている.

fn米(♂)fm(P)-<苅蒜>Z-1(p)e-P(En十Em)/2

-Z- 1 (♂) e一郎 n ♂

従って, (2.7)を (2.3)に代入すると

10(♂)> - Z-y2(p)∑ e-PER/2ln>i-;>
rl

(2.6)

(2.7)

(2.8)

即ち, 10(P)> は In>と 1首> の直積で展開する事が可能である｡

ここでわかった事は,<A> を expe?tationvalueで表現したいなら,もとの

Hilbert空間内にとどまっている限り,それは不可能であるoLかしもとのHilbert

空間と同 じものをも一つ考え,その二つのHilbert空間の直積空間を考えると,それ

が可能になる｡

この様な構造を理解するために,以下に例をあげようO

§3･Examples

前節で導入した statevector I0(β)> の構造を理解するために,Hamiltonian
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H - w a+a

及び変換関係

ia,a十 1 - 1

ia,a 1 - 0

で記述される系を考える｡ この場合､ statevectorspaceは･真空

iO>

と-粒子状態

a十io>

ではられ,普通の統計力学によると,熱平衡に於ける粒子数の平均値は.

<a十a> -
Tr(a十ae-PH) e-βW

Tr(e一卵 ) 1+e- βα

(3.1)

(3.2)

となるO-方,前節のやり方に従うと,先づH と同じ系

⊥ノ■･-.′
H - aJ宣 言

+

Ur,JF l-1

(言,71-0
f

を導入し,この系の stateVectors iV>及び言 …官> と前の statevectors

との直積 vector

JO,官>, a+fo,甘>,言+iO,甘>, a十言十lO,甘>

ではられる空間を考えるO 定義 (2.8)により,
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lO(β)>-

となるから,

<o(β)ia+aIO(P)>-

-βW/2a+{)I.,甘>(1十 e

-Ij,J･

1+e-βW

-βQJ
e

1+e-βW

(3.3)

+
<O,'町Saa+aa十-EJO,甘>

を得る｡これは正に (3.2)に一致するから

<o(p)Ja+alo(P)> - <a+a>

となる｡

(3.3)をながめると

u(β)-

V(β)-

とおいた時,

(.(p)> - (u(p)+V(β)｡十 王 ) JO ,す >

と書ける｡但し

u2(β)+ v2(β) - 1
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即ち, もとの真空 fO,甘>と lO(♂)> とは,Bogoliubov変換でむすばれている

事がわかる｡今,

GF… -icos-1u(β)('=a- a+言)

とおくと.

JO (β )> -e-iGF IO,甘>

(3.8)

(3.9)

となる｡従って 10(β)> に対応 して次の operatorを導入するのが便利である｡

a(p)- e-iGFaeiGF = u(p)a_ V(p)f

JE(♂) = 了 iGF言｡iGF= ｡ (♂)-h v (♂) a+

これに従 うと

a(♂)10(♂)>- e-iGF a l0,-6>- 0

-g(♂) lo(β)> - e-iGF T lO ,甘> - o

(3.10)

(3.ll)

となり,状態 lO(♂)>は,この意味で,新 しい温度に依存する operator a(β) と

'=(P)の "真空" と呼んでよい量であるO

変換 (3.10)はカノニカルだから,この変換によって新しい真空と,温度に依存する

operatorとによって,新 しいFockspaceを作る事が出来る｡それは

⊥ 十
lO(β)>, a十(p)JO(β)>, '= (β)iO(β)> , a+(♂)言(β)lo(P)>

である｡

以上 Fermionを考えたが, Boson に対 しても全 く平行に議論をすすめる事が出来
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る｡結果だけを書 くと,

･･o(♂)> - 7775exP (‡篇 a+首)鮎 す>
1

但し

で

u2(♂)- V2(β) - 1

をみたす｡従ってこの場合にも, Bogoliubov変換 を

GB ニ ー icosh-1u(β)(JEa- a+'= )

によって generateする事が出来,

lo(β)> - e-iGB i0,-6>

となる｡

a(β)- e-iGB aeiGB - u(β)a-V(ijT

(3.12)

(3;13)

(3.14)

(3.15)

巨3.16)

し3.17)

JE(β)- e-iGB -r eiGB - u(～)-i- vij)aT

II

なるoperatorを定義して, iO(iP)> とaT(iP),言 (,3)からFockspiiCeを作る事

が出来る｡
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§4.二 三 の公 式

以上をもつと複雑な場合に拡張する事は容易であろうoFreeな場なら,例によって

Fourier展開すると§3の場合 aや言 に IabeZをつけて和をとっておけばよい.

この稿でtpま,その様な事をexplicitに行ったり,実際計算をやって見せたりしないが

実際計算をやる時に必要な二三の公式をかかげておこう｡

今,二つの operatorA(t)とB(t′)を考え,それらの積を 10(P)>ではさむと

<o(P)lA(t)B(t′)lO(β)>

- <o(β)=∋(t′)A(t+iβ)IO(P)> (4.1)

を証明する事が出来る｡ この関係は通常 traceを定義を用いて証明されるが,我々の

formalismでは, lo(β)> の定義及び波のついた系とつかない系とが全 く同じスペ

クトラムをもつ事を用いて証明される｡ (証明は,間もなく出るpreprintをみられた

い｡)

又, 10(β)> の定義により

(H一百)IO(β)>- 0

が成立っ ｡ 運動量 operatorについても

ら▲:Illウ≡:≡コ=
(P-P)Io(P)>- 0

が成立っ ｡ これらは,実際計算に便利な関係である｡例えば ,

A(t) lo (P)> - eiHtA (0) e-iHt IO (P)>

千 e iHtA(0)e一晶 川 (β)>

5ii::Ilウ

- ei(H-H)tA(o)iO(β)>
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という様な事が出来る.ここや,波のついたoperatorと,つかないoperatorは変換
【ii::!■ヨ

する(反変換する)事を用いてHをA(Q)の左にもっていった.

}以上で,熱平衡に於ける物理量の平均値を温度 dependerltな真空の期待値としてあ

らわす道具だてが出来た事になるが.はじめにも言った様に,このFomalismでは,

物理量の真空期待値をとって,話をgreen 函数の間の関係にひき直す以上の事が出来

る｡例えば,有限温度に於けるBoundstateの問題を,場の理論におけるBethe一

一salpeterの立場から議論する事が可能になる｡ この点は,最後にgoldstone theo-

rem の例として discussする事にしよう｡

§5. goldstonetheorem

次に,我々の formalism を用いて,簡計力学に於けるGDldstoeの定理を考えてみ

よう｡ 通常の traceによる統計力学では, trace operationが, representation

independentであるために,場の理論でのGoldstoneの定理の証明がそのまま用い

られない｡ (この点,岩波現代物理学の基礎,物性 Eの中嶋氏の議論を参照されたい.)

しかし,我々の formalisrhでは,場の理論に於ける証明がそのまま成立っにちがいな

レヽ o

場の理論では,あるdynamicalvariableF は,Heisenbergの運動方程式

ifl- 〔F,H〕

をみたしているO 従って,Fが時間に依存 しないなら

lF,H] - 0

であり,H が operation ei岬 に対して不変である:

e-i叩 Hei岬 - H′- H

(5.1)

(5.2)

(5.3)

この場合,H をH′に変換するgeneratorは廿である｡ generatorFは, 佳意の

場の亀 例えば,¢(x)を¢′(x)に変換する｡即ち,
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¢′ (x ) - e-iaF Q (x ) eiaF

- め(Ⅹ)+iα〔¢(x),F〕+0(α2)

だか ら,αを無限小とすると

α〔¢(Ⅹ),F〕ニ ー i(¢′(x)-め(Ⅹ)) .

(5.4)

(5.5)

任意の変換を考えた時, (その変換のパラメーターか α),場の量 ¢(x)のうける変

換が (5.5)であらわされるわけである｡ 例えば,空間的推進変換

l

x → Ⅹ + α
E=d i::!ウ 乙d

に対し, generatorIrは, totalmomentum Pであり≡id

¢ ′(x)- ¢(Ⅹ)-α▽ ¢(Ⅹ)Eii:■ウ5i:F■コ

即ち

〔机Ⅹ),£〕ニー i～V ¢(x)

をうる｡

さて,一般の方程式 (5.5)にもどり,それの熱平衡に於ける平均値を考えてみよう｡

a<o(β)圧 ¢(x),F〕lo(β)> ニ ーi<0(β)I¢′(x)-め(x)to(β)>

(5.6)

仮にある特定のoperator¢(Ⅹ)につき, (5･6)の右辺が β> β｡で0にならなか
ったとしよう.その時,真空 10(β)> は.考えている変換の generatorF の固有

vectorではありえない｡なぜなら,仮にそ うだとすると, (5.6)の右辺は

α<o(♂)圧¢(x),F〕10(β)>-α(f-f:)<0(β)i¢(Ⅹ)iO(β)>

-0
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となってしまうからである｡ ここで

FJ'0(P)>- fl0(P)>

とした｡

(5.6)の右辺がP>Pcで 0でない様な時 'wave vectorを0にしたとき ,

fpequencyが0になる様な nudeが存在する｡ (wavevectorが結晶の recipro-

callatticevectorに一致 したとき, frequencyが0になるmodeが存在する｡)

これが,いわゆるgoldstoneの定理だが,その証明を,場の理論 と同じ様にやると,

次の様になる｡

先づ generatorFが,それに対応するdensityを空間積分したものであらわされ

る事に着目する:

F - Id5x F.(,5,tl)

又は, lattice を考える場合には

F - ∑ Fo(lz,t)i

,Ez=ヱ411十旦22+,125

(5.7)
f

(5.7)′

で, a,b,C は, latticevector である｡理論が上のオペレーションに対して5d =ii::■■ウ 5d

不変であり,且っ, longrangeforce がなくて物質が localizeされていると,良

くしられている様に,

●
F-0

を証明する事が出来る｡ goldstoneの定理の証明には,先づ

<o(p)l〔b(x),FD(1,' t引 o(メ)>

1

｢ & 4J'dE dpoe

ip (x-x′)

(5.8)

Ⅰ (p｡,忠 ) ( i -e一再 宣 ip｡( t-t ')
(5.9)
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と Fourier変換 し, (5.6)と比較するために (5.9)を空間積分すると

< o (β) 圧 ¢ (x ) , F 〕 lO (β)>

- 忘 j･dpo dR e史 ∂(E, I (, 0 ,B ) ( lJ Ppo, e-ipo( t - t''

≒ O for β>β｡ .

ここでF が time independentの条件 (5.8)を用いると

po t (p .,i )( 1 : Gpo) - o

即ち

●Ⅰ(po,A)(1-e-G po)- a(p)p(po)
又は

i (p o ,i ) ( 1 -e-G p o) - a (β ) 8 (po )

仮定 によ り

a(β)≒ O for β>β｡

だから,結局

-Gpo)- al(P,旦+i)8(po)Ⅰ(p｡,p～+土)(1-e

+ a2(β,p+k)♂(po-Ep)～/～

+ aS(β,P+k)』(po,p) (5･10)5d乙d

但し

a(β)- a.(β,与)+a2(P,史)十a5(♂,土) ≒0 (β>β｡) (5･11)
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lim E
p-k -aノー ～

日日m

p-kノヽ′ ノー
A(po,-a) - 6(po)

式 (5･10)によると, aSは energygapのない不安定な粒子, a2は, energy

gapのない安定な粒子, al払 wavevectorによらずpo=0なるmodeの存在
示すが, (5.ll)により,これらが全部消えてしまう事はありえない｡これがGolds-

toneの定理である｡言うまでもなく,仮に, longrangeforceが存在すると(5.8)

が成立たなくなるから,上の証明があてはまらなくなる｡

上の様な non-relativfstic､な議論では,Goldstonebosom(errergygapの

ない粒子 )は必ずしもspinが 0のもので堀 ,誓 vt:;去 ヶi',Ph:onnon%ご snigularで
ここで見た様に, Ⅰ(p｡,ヱ+生)(1~e

あるので, traceに関する identityが成立たず,これが, traceformulation

でGoldstonetheoremの証明が出来なかった理由である｡

ここに出て来た量 a(β,p十k)は, orderparameterであり,それが 0でない～ ノー/

という事が,Goldstonebosonの存在を保証している｡

§6.Ex･ample

前節のGoldstone theorem を具体的に理解するために, superconductivity の

Gorkov理論を,我々の立場から,ながめ直してみよう｡

先づ Beshe-Salpeterの wavefunction を

<o(♂)tT叫 (三,t)省(i',t′))Bq十(β)ト0(β)>

で定義するo Bq+(β)紘, boundstateの creationoperatorである｡ (4･4)の
処方を用いると,これは内部運動と外部運動に分離できて

<o(β)JT(+I(三,t),巧 (ェ′,t′))Bq+(β)lO(β)>

≡ xq (三一-5/,t-t′)e

iq(x十Ⅹ′)/2 -iqo(H t′)/2～ ′■-～
e
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となる｡ chain近似に於けるxq (三一三 ′,t-t′)は,方程式

∂ qo ∂ qo

〔ibT iTf- (-(V～+言旦)2)〕〔iiT,- ir e(-(～V'･i旦)2)〕

× xq (三~三 ′ t- t′)= ダxq (且,0〕8(x-Ⅹ′)8(ー t′)=ii::▼ウ:i■こ▼lヨI

(6.2)

を満す｡但 し Eは, energygapを含んだ電子のエネルギーで,その gapAは,

βE

1 -
JdE

ダ p_ 1 1- e

(27T)5JvL 28(p2) 1+ eβE

e(p2)-ノ■-′ ～,主 -:i- :二 丁

(6.3)

により定まるO (6･2)を積分すると, Bethe~Salpeterwavefunction xq(A,
0)のみたす式として

[1-Q(q･qo･P)]xq(A,0)-0
をうる｡但 し

Q'qj q･O,♂)ニー 71 ,5 J'dE l

E + E+

1 1

1+e

(6.4)

p(-㌢十e+) -i (二宮二j

P
with

8± - e((且±喜旦)2)

式 (6.4)によると, Bethe-SalpeterwavefunctionがOでないのは

〔卜 Q(a,,qo,♂)〕-0
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にかぎられる｡ これが houndstateの energyqDを且の関数 として与えるが,この

qoが q→ 0で消えてしまう事は, (6･3)から明 らかであるo即ち, (6･5)に於いノーヽ■.′

て旦→ 0,qD→ 0 とすると,それは (6･3)に帰するからである｡斯 くて,われわれ

紘,Goldstonebosonが spin†と Jの電子のboundstateである事をchain近似

でたしかめた事になる｡

Goldstoneの定理の一般論にあらわれた変換関係 (5.6)紘,この場合

<o(β)圧 +I(Ⅹ)守 (Ⅹ),F]JO(♂)> --i<0(♂)J隼 (Ⅹ)+i(x)lo(β)>
(6.6)

F - Jせ 頼T+(x′)叫 (x′)+〟 (x′)+i(Ⅹ′)∫

であり, (6.6)の右辺が, orderparameterになっている｡

§7.お わ りに

以上,温度 dependentな真空 lo(β)> を定義 し,それから,温度 dependentな

場の量を用いてFockspaceを作ると,統計力学を,場の理論とよく似た形に定式化出

来る事を示 した｡真空期待値を問題にしている限り,今までの統計力学のやり方とあま

りちがわないが,それでも,Goldstone定理の証明などには, trace operation'よ

りずっと便利である｡物理量の nondiagonalelement (例えば BeHle-Salpeter

wavefunction)を問題にする時は,勿論,今迄の traceのや り方では出来ない事が

出来る様になる｡

場の理論と平行に統計力学を定式化すると,場の理論に使われた種々の変換論が使い

易くなる利点がある｡ 例えば,場の理論に於けるreductionformulaを用いると,

linearresponse theoryの導出は簡単である｡ Bloch-Nordsiek変換や Tani

-Foldy 変換も使ってみたいが,今のところまだやっていないo

最後に一つ注意 しておき度いのは,場を扱う場合,､体系の積積Ⅴを無限にしてやると,

相異った温度に於けるFockspaceの veCtOr が直交してしまう事であるO即ち,棉

異る温度の vectorは,LBogoliubov変換でむすばれるが,Bogoliubov変換は,Ⅴ
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一 ∞ で,カノニカルであるが,ユニタリーでなくなり,いわゆる inequivalent表示

の問題がおこる｡この事は,元来,異った温度の系というものは,物理的にequivalent

でない事を考えると不思議な事ではないかもしれない｡

この仕事は, MilwaukeeのH.Umezawa氏との協同で行なわれた事を付記 したい｡

又,引用は一切割愛 した｡
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