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§1. 序

空間的に不均一 な電子ガスについてのH｡h｡｡b｡rg-K｡h｡1♭示 した変分原理によれ ば

外部ポテンシャル V(T)の下で相互作用する電子ガス系の基底状態のエネルギーは V(T)

に独立な電子密度の普遍的な汎関数 Ev〔n]が存在してその最小値で与えられる｡す-lj:わ

ち正しい電子密度 n(,) に対 して全電子数N-定の条件の下で次の変分原理が成立する｡

8Evln]-0,Nln]-/a(,)d,-N (1-1)

電子の外場 との静電的相互作用エネルギー及び電子間の古典的なクーロンエネルギー を

あらわに書 くとEvln]は

Evln]-Iv" a(,,d,･iN d,d,I

e2n(,)a(,I)
r-r

+C〔可 ∫ (1-2)

となる｡ここで G〔n]は電子密度の普遍的な汎関数であ争 ｡ Kolm-Sham2)は更にこの

多電子系の問題が形式上全 く正確に等価な自己舞撞着な-電子方程式の問題に虚元され

ることを示した｡すなわち (1･2)式の右辺のGln〕を

G〔n]-Tsln]+Excln] (1-3)

と書 く｡ここで Ts〔n]は密度 n(,)をもつ相互作用しない系の運動エネルギーで密度 の

uniqueな汎関数であるo L1-3)式の右辺の Excl可､は彼等の定義による密度 ,叫T)

をもつ相互作禍している系の交換相関エネルギーである-｡ (1-2)式を (1-1)式
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に代入する と,

I叛 ,)(pv)'空足空 + vxc州 d,=0, J∂n(,)d,=0,
8n(T)

釈T)- V(T)+∫
e2ntT')

Ir-''r
dT/, Vxc(T)-

∂Excln]

Sn(T)

(1-4)

ここで l,xc(r) は交換相関効果による-電子ポテンシャル-の寄与である｡ (1-4)

は与えられた外場 甲(r)+vac(T)の中を動 く互い独立な電子の集団の系に対するものと

見なす ことが出来る｡従って (1-4)式′を満す n(T) を得るには与えられた 甲(T)と

vxc(,)に対 して次の-電子 Schradinger方程式を自己無撞着に解 くことと等価であ

る｡

㌔▽ 2

七一- + 舛T)+ v罪c(T))Wi(T)- EiWi(T),
2m

〟

a(,)- iS1lFi(,)l2

(1-5)

求められた nt,)に対 して系の全エネルギーは (1-5)の固有値 Eiを用いて

bnl

E- iE1Ei-iN drd,I
e2n(,)nL,/)

r一石
+Exc〔n]-Ivxc〔')nt')d' (1-6)

と与えられ る｡実際に V∬C(')を得るには Exc〔n] の汎関数の具体的な形の知織が必要

である｡Kohn-Sham2)庄ゆっくり変化する nlT)を持っ系に対 して有効な Fj方Cln〕の形

Exc〔n]-Jnt,)E∬C(nl'))d' (1-7)

を提案 しTong-Sham3㌦まこれを数値計算に応用 している｡ (- 7)式で Exctn)は密

璽 nの一様な電子ガス系の-電子あた りの交換相関エネルギーである｡′ヽ′
本稿 では Exc〔n]の汎関数の形 を一種の二体相関々数 gl,,,′日 通常の二体相関々数

′ヽl′
gl,,,′)を開いて定義され る｡ )を使って記述する｡この場合 vxc(,) はg及びその汎
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関数微分で書 くことが出来る｡電子密要がゆっくり変化する系では vxct,)kあらわれる
′ヽ■′ ′■..′
gを近似的に-様な系のgで置きかえてもよいと期待される｡§4.では一様な電子ガス

′■■′
系の相調々数 gまたは9を求める処方を述べる｡電媒定数 を構造因子 S(q) の汎関数 と

′■l■′
見なして揺動散逸定理を用いて自己無撞着的にgまたはgが得られる｡

§2. 交換相関ポテンシャル

外場 V(T)の下で相互作開する多電子系のエネ/レギーEと電子問の相互作用のない場合

のエネルギーE｡ との差は相互作周の強さを表わすパラメータ- 1を用いて次のように

書 くことが出来る?

E-E.･J.e2号 <町 町 Fl> (2-1)

ここで Wlは外琴 V(r)の下で相互作周の強さが}_の場合の規格化 された基底状態の波動

関数, lVは電子間の相互作用をあらわす項である｡相互作用のない場合のエネルギー

E.kついては§1･で定義された Ts〔,L〕を用いると次の密度の汎関数が対応する｡

Tsln]+J.vtr)a(,)d, (2-2)

(2-1)式の右辺第二項はあらわに書 くと

∫e写 吾 6,iJ- d,,｢古 く wl" q'(,,¢q',(,,,Qo,(,′,伊 欄 ,0

-I.e2号 宕U,!〃d,d,,Ti77noV,n〝 ,,,g i,,,,:A) (213 ,

/qq

となる.ここで 伊 ), 赤 ,)はそれぞれ Schr6ding｡r表示での電子の消滅および生成

演算子である｡ gqq'(,,,′:i)は系の相互作用の強さがAでスピン Uをもっ電子が位置 'に

存在する場合のスピンα′のスピンをもつ電子が / の位置に存在する確率を表わす通常

の二体相関々数である｡夢oD'(,,,,)という一種の相関々数をgqq'(,,,′､)を_用いて次のよ う

に定義する｡
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-oo/
g L',r')≡

1 1

noLr)nq′(Tl) e2

2

/.edlnq (I,i)nq′(,,i)g雪rJ :1日 2-4)

′■■/
稽葦が一様な系では 帰 ,)-帰 ,,A)-nqとな りg,gは ,-,′の関数である｡

g (,I,,I-チ J.e2dlgq(,I,′‥1, (2-5)

-qq/

yr,,,I)は通常の二体相関々数 gて;,,I)と類似する定性的性質を示 し大体の所,

Ir-'′Jが電子間の平均距離程度よりも小 さい場合その値は交換効果あるいはクー ロン

斥力に､よって1より小さい値をとりI'-''Jが平均距離よりも充分大きい勢合には1に

近ずぐ｡量子力学的系に於いては古典的系 と違って運動エネルギーは電子間の相互作用
⊂::::=J

の影響を受ける｡ gには位置の相関をあらわす通常のgの他に運動エネ/レギー-の相互

作用の効果も含まれている点に注目しよう｡空間的に不均一な系の物理量は一般に ,LtT)
.丁二_'

の汎関数でありgおよび9も従ってntT)の汎関数である｡外場 vtr) の下で相互作用~し
′■■l

ている多電子革のエネルギー汎関数はgを使って次のように書ける｡

Evln]･-Tsln]･Jv桝 ,,d,･qEq,iMd,d,I

C2帰 r)nq,(,/)

'I''(
+Exc〔n]

(2-6)

2
Excln〕-iqpq,′∫d,d,'TT nqV,no,(,I,{拓 ,I:〔可 卜 1}

e

(2-7)

従って §1の-電子方程式にあらわれる交換相関ポテンシャルは

8Exc〔n]

∂nq(r)
- vxqc(,)

-?,/d,I
enq′LT/)
2

】卜r′l

･iosq〝JId,′d

(盲Jq(I,,,I:〔n]卜 11

I''-'"l
nq′(T/)no"LT〝)
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ここでスピt,0をもっ電子の波動関数に対する交換相関ポテンシャルという意味で

v≡c(,) とした｡ノ一般に電子問の平均距離よりも充分大きい所からの-電子ポテンシャ

ル-の寄与はHartree ポテンシャルでま く記述されることが--,LJ,.q待されるが平均距離程

度或いはそれ以下の短距離では統計的効果や電子間斥力による相関が重要 となるこ (2

-8)の右辺第-項はスピンαの位置 rの電子の感ずるポテンシャルは位置 /にある電

子のスピン0'が 叫 こ平行か反平行かに従って異なりそれぞれ交換ポテンシヰル,相関ポ

テンシャルとなることi:7意味 している. (遠方で働 くHertreeポキンシャルはス ピンの

平行,反平行によらないが)相関々数夢qo11,g～q~0-1の一般的なふ るまいは位置 'の周

囲の交換穴またはクーロン穴 という概念 を直感的にわか りやすくしている｡すなわち交

換 または相関ポテンシャルは着 目する電子の周囲の交換穴またはクーロン穴とのクー ロ

ン相互作周によるポテンシャルと見ることも出来る｡一般に相互作周の結果,運動エネ＼ ′~:i.∫
ルギーは増加す るのでその増加分を実質的に取 りこんでいるgは通常のgの示す交換穴

或いiまクーロン穴とは多少異なる穴を示すと思われ るが-電子方程式 (1-5)にあ ら
′■■l′

われる交換相関ポテンシャ/レはgではなくgを含む点に注目すべきである｡ (2- 8)
′ヽ■′

式の右辺の第三項はgの密度についての汎関数微分を含んでお り三体相関効果 をあ らわ

している｡すなわちスピン0'位置 '′ぉよびスピンOU位置 'U をもつ二個の電子が存在

する場合 スピン0をもち位置 Tにある電子の感ずるポテンシャルである｡

§3. 相関効果

次に電子相関効果を考察する｡本稿では常磁性電子ガス系 を扱っているので以下では

スピンについての和を取って平均 した量を用いる｡密度は

′■ヽ■■′
n(,)-∑ nq(, )-a+p(T')q

～
nは-様な部分で不均一な部分 叫T)は積分す ると

JTt')d'=o

となる｡ Exc〔n]を-様な場合の周囲で汎関数展開すると
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Excln〕-Fxoctn,･与JId,dr′芯(,)i(,I)Kt,-,I)･･-･･･ (3-3)

となる｡ここで ExOc(a)は-様な系の交換相関エれ レギーで nの関数 である｡ 苛 ,)にっ

いて一次の項は (3-2)項により存在しない｡nについて二次の係数Kは ,J の関
i.=:■コ

数である｡交換相関ポテンシャ′レvEc(')はX(,)について一次の範囲内ではK(,J )を

用いて求められ る｡ほとんど-様な密度の系では一次のオーダーでもよいと思われ る｡

vac(T)- Pxc+JdT′K(T-r′)TtT')+-･･･ (314)

ここで pXcは-様な系の化学ポテンシャル-の交換相関効果の寄与である2･) (2-7)

式の E∬cln]の汎関数二階微分を取ると具体的にK(,-,I)が与えられる｡

･K('-'/)=
82Excln〕

∂=(')∂7;('' ) 7;=o)

2e -

-｢こ 不軌 ','':ln] '-ii

+/d'"

+/d'"

2ea

I,-,〝l

′-′
∂g(','U:〔n〕 )

∂芯(r′)

e2n SB('','":ln])

I'-'"I 87(,)

･iH d,"d,X

′■■ll/
ここでgはスピンについての平均をとった量である｡
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gv･,′)-去 宕 q′～gqq(I,･,I,
′■■′

(3-7)

′■l■′
これまでは近似を使っていないが (3-6)式中のgの汎関数微分を含む項を計等するの

のに一様な系のgを代 り紅由いてgは 〔3-6)式の積分変数 f",,Wに対応する位置で
′ヽ■/ ′ヽ′

の密度 nL'"), a('〝 )の際 敬 であると仮定 して次のような近似 を行 う｡~

′■■■′
8gL','〝 : 〔n])

8Tl'')

8-g('','〝･. 〔n] )

STt')

82首('0,,":〔n])

STl,)8TL'')

→ ∂(r〝一石

′■■′
′一､8g(T-T〝:a)

→ ∂し′一r)

aa

aBL''-'"･.a)

an

一 書ttS(rU-,)8(,W-r′)

+ 8('"I-')8('"-'')i

(3-8)

∂琴('p-,I":a)

an2

この近唄の下で (3-6)式は次のように書ける｡

e2 ∂ "

K(,J ,-TT {1+2n石 弓 磁 {g(- ,′:a,-1} (3-9)

vxe(,)はし3-9)式 を (3-4)式に代入して得られる｡ (3-6)式中の汎関数微
′■l′

分を含む項を計算する場合の近似として丁様な系の膏を代 りに削 ､て密度依存がg中の

二つの位置の密度の′平均による近似をすることも出来る｡こ?場合 (3-8)式に対応

して次のように置き代えることに相当する｡

′■■′
∂g(,･r〝:〔n]) 1

→ 壬(♂('-'′)+♂('p-,I))

′■■l′
∂9('-'U:a)

ST(r') 2

絹 (T:'": 〔n-] )

87(')
一書(a(,′-,)･∂(,〟-,))
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∂2%(r",'W:〔n])

∂言t')∂T('')

一 書 tS(,-,")+ 6(- ," ))喜fS (,I-,〝汁 3',I-,′〝')
∂2翫'"-'" :a)

∂㌔

(3-10)は(3-8) に比較する対称的で外場が非常にゆるやかな場合 (長波長の極

限 q→ 0)には (3-8)よ りもむしろ良いように思われる｡しかしながら §4.で示す

ように qが大きい場合 (外場が空間的にはげしく振動する )(3-10)よワも(3-

8)の方が良い結果 を与えるのですべての波長の外湯の成分に対 しては (3-8)の近

似を採用することにする｡
′■■′

簡単な実例 としてHartree-Fock近似のgを (3-9)式に応用して vxe(,)を求めて

みる｡交換効果のみ とりこんでいるHartree-Fock近似では電子間相互作用の効果は考
J■ヽ′

慮されていないから(2-5)式の定義からgHF-gHFである｡

gHF(,-,I)-1弓 (

3jl(kFl,I,'I),2

(3-ll)式を(3-9)式に代入 して交換ポテンシャル γ∬(r)は次のように与えられ

る｡

2

伊 )-灯 喜∫d,′;(,,,TT {1･ 2n前 +喜 n2g,{e a 3jl(kFI,J I).2

kFL,-,/I

ここで 〟∬ は-様な系の化学ポテンシャル-の交換エネルギーからの寄与で次のように

与えられる｡

∂ExOtn)
〟 ∬=

B∂TL

-一志IId,d,′
e2n 1.3jl(kFl- r′日 .2

FT-r'I2L kFI- r'(
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】e2n2 i ∂ ,3jlLkFi,-,′日 ､2
t31tl

-iB喜〝 d -,d,′前 書£ {

一旦包 .i 襲2 7r 打

kFl- ,'I

(3--13)辛

§4. 電媒定数

′ヽ′
§3｡の (3-9)式にあらわれる-様な系でのg(またはg)を求めるのに次のよう

な処方 を用いる｡相関 /々数 gを得るには多電子系の空間時間的に etq｢ iwE のように振

動する外場に対する線型応答 をあらわす電媒定数が判れば良い｡電媒定数 8(q,W)は次

のように定義される5.)

i.:::■コ
ntq) 1

(4-1)

nexl(q) 8(q,0)

J■■■′

ここで ,qq) は外場によって誘導された電荷密度の波数 q成分の期待値である｡

next(q)は外場を引き起す外部電荷密度の成分である｡多電子系の外場に対する応答の

問題 を与えられ′た自己無撞着場を動 く独立な電子集団の系の応答の問題に等価的に還元

する見方をすると便利である6.)§1.の等価的な-電子系のHamiltonianは次のように

書ける.

/12▽2
H-- +V(T)+I

2m

e2n(,/)

I'-T′1
d,′+V〟c(,,〔n]) (4-2)

このHamiltonian中のHartreeポテンシャルと交換相関ポテンシャルは空間的に不均

一で時間的には静的な外場′iこ対するものであるが外場 vtr)が時間的に振動する場合

･ 積分公式∫ds音lJ%(S,〕2-素 を使-て (3- 13 )の右辺第-項およびgHF

OO

0
の nについての微分を含む第二項がそれぞれ一書 .空 包 ､(フェルミ球内で平均 さ

2 7r

れた交換ポテン㌣ヤル )音･亮 子 で与えられることを示すのは容易である｡
1 e2kF
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(- eiv'ヤ L)にも外場について一次の範囲内でHartreeポテンシャル交換相関ポテン

シャルは同様な振動をしてそ町 ま電荷の密度依存性を通 じてのみ起 るものと仮定する｡

実例として (4-2)式中のHertree ポテ ンシャルだけ考慮 して電媒定数 を求 めて

みる｡ 外場+Hartree ポテンシャルに対する相互作用しない系の応答は自由電子系の

分極関数一打(0)(q,W)で与えられる.

I.(p)-I.(p+q)

p･qW+i8+ep-Cp+q
方(0)(q,W)--∑ , ♂-o (4-3)

ここで 榊 は蹄 でのフ ェ′レミ分布 関酎 p-空 である｡Hart,ee ポテンシャ′レ2m

にあらわれる外場によって誘導された.電荷密度言は (4-1)によって定義 される電

鮮定数 によってあらわされるから feedback 的に考えて電媒定数は次のように与えら

ることを示すのは容易である｡

nq,W'-1+V'q'打(0)tq,W) , vtq)-響
q

(4-4)

これは良 く知 られた random-phase近似 (RPA)での電媒定数である｡

次に vxc(',〔n])を考慮 して同様な考え方に従って RPA-の交換相関補正 を求める｡

外湯に対する線型応答を問題にする場合には V∬C(,･ln〕)の形 として7;(,) につい七一次

の項だけ必要とする｡_vxc(,,〔n〕)Jとして §3･の (3-4), (3-9)式で与えら

れる形 を用いると feedback的に考えて次の電媒定数 を得る｡

E〔q,W)-1+V(q)7r(q,W),

打(0)〔q,W)
冗(q,W)=

1-飢q)冗(0)tq,W)
(4-I-5)

ここで a)tq)は〔3-9)式のK(r-,/)のフーリエ変換で次のように与えられる｡

47Te2

叫 ,-一書W 2･{1+2ng ･書n2g ,吉し恥 )- 1, (4-6)
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S(ち n)はgのフー リエ変換でgの定義と同様に構造因子 S鴫 n)から得 られる.

h ,･nト 1_-王 寺 eih'(管 (k･n,- 1 )

之

S(k･n)Jl-与 J.ed" S(k,a:i,-1)

i::ココ

揺動散逸定理畑 こよって E(q,W)とS(年,a)を碍びつけると

S(弗,a)-
方

V(A),7Tn

∞

Ji dwJI'n(

(4-7)

〔4- 8)

(4- 9)

式 (4- 5),し4-6), (4-8), (4-9)から自己無撞着的に 飢q),S(q),
～ ′■■l
S(q),g,gが求 められ る｡

この近似方法の利点はこのようにして自己無撞着的に得られた電媒定数がいわゆる圧

縮率についての総和則 を正確に満すことである｡すなわち電媒定数 (4-5)中の

打tq,W)で W主O, q-Oとして直接的に得 られる圧縮率7㌦ の値七電媒定数 を剛 ､て

計算 される単位体積あた りの電子ガス系のエネ7レギーを密度について二階微分 して得 ら

れるKが同一結果を与える｡式･(415)から直接的に得られる6-は

ii =
冗(0)〔q- 0,0)

G 7r(q-0,0)
-1一郎 q- 0)冗(0)tq-0,0) (4-10)

ここで Gfは自由電子ガス系の圧縮率である｡ (4-6)式 を周いると(4110 )式

は次のように与えられる｡

47re2 ∂

吉-iTf巧 言 ｢ {1+2n前 月 n2& ,鍾 ,a,-1, し4-ll)

一方単位体積あたりのエネルギーから得られるKは

1 1 82E∵･-L -
p-B ∂ n2
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エネルギーEはgを開いて次のように書ける｡

22
en･ ～

Ll-Eo弓 〝drd,'i77 (- -,'･小 1)
(4-13)

E.tは自由電子ガス系のエネルギーである｡ し4-13)を (4-14)に代入 して微宝

を実行してフ- リエ変換すると

を-+ # {1+ 2n;･喜n2意吉(;tk- ,- 1 , (4114,

となり(4- ll)と一致する｡

我 々の提案 した電媒定数は RPA近似に相当する部分を含んで､いる上に説明した意味

で圧縮率についての練和則を満すので高密度での摂動展開によって知 られている圧縮率

比の結果 を r… のオーダーまで正確に再現することが判る｡ RPAは-電子あた りのエ

ネルギーに対する高密度展開の最初の三項を正しく与える8.)

3 1 3

6-古市 一首 去 +(意 ,(1-Cn2,en生 十･･････7r

a-(意 ,"-o･52106,･････

圧縮率比は (4-15)式から

(4-15)

αr
-上 --一 一(- Cn2,(㌢)2十･･-N TT

(4-16)

と与えられる｡

最近電媒定数を二体相関々数のフー リエ変換の汎関数 と見なして自己無撞着に電媒定

数を近似する方法がSingwi 一派9)やSchnPiderら10キこよって試みられているが量子力

学的電媒定数については圧縮率についての総和則が満されていない｡又 virialequation

ofstateを微分して得られるKと電媒定数から直接得られるKを一致 させる試みがな

されているがこの場合にも摂動展開の ,sZ のオーダーの結果を正しく考えることが示 さ
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れる.

一方大きな.(‖こ対する ¢(q)のふるきいは (4-6)式から

47re2 ∂ "

qBi-mQ(9)-一丁 {1･2nSTn雷 電 }炉 〔克,a)-1,q

-一字等 {1.2桟 ･喜n2意 {紬 n,-11} し- 17,q

となる｡すなわち §3･の (3-9)式 をK(,-,I)に用いた場合そのフー リエ変換であ

る ¢tq)はqが大きい場合 (4-17)のように qT2 で零に近ず く｡ (3-9)式の代

りに 〔3-10)式の近似を用いるとq--でも定数項 (qに依 らない, )が残る｡この

場合以下に示される実例とは異なって摂動論的考察から知 られている事実を潤さないこ

とになる｡

次に我々の採用 した (3- 9)式のK('-'′)のフーリエ変換 ¢〔q)の具体的な形を求
～ ′■ヽl■

める実例 としてtL4- 6)式の S【k,a)にHartree-Fock 近似ゐSを代 りに用いてみ

ょぅ4.)この場合 SHF- SHFである.

3

sHF(a,-書芸 一品 甘 ･ q< 2pF

-1 ,q>2pF (4-18)

(4-18)とも4-6)に代入 して nについての微分 kについての積分を実行すると次

の やHF(q)が与えられる｡

4冗･e2

‰ (9)=- ニーn2 12
1

PF "

+A )
q

2 3

〔卜 2身 叛 %F,･ 甚 -,{境 ,･1}恥 +(･%F,Iq

3

{(育 -1}enl1-と諸 口 (卜 19-'

この結果はq-0では (4-16)の ,Sの一次の項を正 しく再現 し4--の場合ダイア グ

ラムの考察から二次のオーダーの交換エネルギーを与えるようにHubbard14) によって
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提案された電媒定数の性質

qe_i_.-3 H(9)-喜掌
(4-20)

′■′

得られる･又関数 OHF(q)は qが小さい場合 qの増加 と共に増加 し2pF以下のある値で

最大 となりq-2pFでは微係数がen 発散 して急速に減少す る性質をもってお り摂動論

を用いTIHb,tree-Fock近似で計算された結果12)･13)と類似 している｡
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｢追記｣

この稿 を投稿 してしまってから,最近到着したPhys.Rev.B.7の 4357頁に Sham

が不均一な電子 ガスの理論を使って我々の結果はほとんど同一な結果 を導いていること

がわかった. しかしながらShamは具体的に交換相関ポテンシャルKt'-'′)を二体相関

関数 g(')に結びつけて自己無種着にK('-''),g(') を求めるようには定式化 してい

ないことを述べておきます｡

-456-


