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〔梗概〕

Bloch Eq･ に随伴するFokker-Planck Eq.と(非線型の )LangevinEq.が

Wangnessと~Blochの微視的モデルより演鐸された｡これらの方程式の熱力学的極限に

於ける様相が論じられている｡ ､

§1 序

スピンの熱浴中やの運動に関する研究は今ではかなサ長い歴史を持っている1.)この間

題はスビン緩和と共鳴吸収の双方に関連している｡

1946年,Bl｡｡㌔ は,今日ブ｡ツホ方程式として知られる有名な現象論的方程式

意M-rMxF-iMx/T21'･M,/T21k(M2-M.'/Tl '1･1'- :

を提出した｡この方程式を微視的立場より演樺する件は非可逆過程の統計力学の一典型的

な問題である｡ WangnessとBloch3)は簡単なモデル ･ハミルトニアン

N--γLLSa一芸 先,,,ZrH′asa'HF (1･2)

を用いて椅麗な-導出法を与えた｡こ にゝ第一,第三項は夫々独立したスピンの磁場H.

中の運動の熱浴だけの運動を与える部分で,第二項はスピンと熱浴の干渉を与えるもの

辛)この稿は昨年十月J･Phys･Soc.Japan-投稿した論文の和文版である｡出版が著

るしく遅れる見込の為当誌に発表するものである｡既に物理学会年会 (48年 4月,於

九大)で報告されて居 り,又,_要約が本誌19巻269頁に発表されている｡
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とす る｡彼 らの導出法政 "Boltzmann Eq.Uの方法 (今 日では "mastereq.と呼ばれ

る事が多い4))を用いて,量子力学的に厳密なものであった｡この仕事は.Bloch5),6)に

よって更に外部磁場が時間的に変動する場合-拡張 されている｡

他方,共鳴吸収の議論の為に, Bloembergen,Purcell&Pound7)は簡便な確率論附

解析 を使ってプロツホ方程式を使わない方法を与えた｡尤 も, この方法は量子力学的に

は正 しくないという欠E6)を持っている｡この方法は, An derson8)～10)Sll),12)によ

って更に展開されているので Langevin法 と呼んでもよい様である｡Kubo,

Hashitsume両Lt13)はStochasticlJiouvilleEq.の方法叫 を用いて,スピンの

Langevin Eq.に関する揺動 ･散逸定理に因きFokker-PlanckEq.を導いた｡

上記の二つの流れの比較検討 より, IJangeVin Eq.の見方はmaster Eq.の方法の

欠点,即ち,量子力学的演算子の方法であって,又簡単な確率論的措像が持てない,を

補うものであると結論出来そうである｡然しながら,非可逆過程の一般論の分野では

master eq.の方法は大層発展して居 り叫,･16)その上maslereq.に確率的に同等な

非線形LangevinEq.が見付けられる17)-19)等の事があるので,この様な結論は変更

すべき時期に来ている｡

Mastereq.というものは, vanKampenの考えに従えば15),巨視変数についての

み成立するものであり,又,スピン系の巨視変数は全スピン･モーメ､ントの3つの成分

であって…0)これらの享成如 個別スピンの数をNとする即 -∞の熱力学的極限で可換

なオブザーバルの組をなす事が知られている｡即ち,この極限ではこの三成分は古典的

な量と見倣す事ができる｡この様な性質を持った巨視変数の (非線形 )Langevineq.

を剛 ､た解析法は文#19)に与えられている｡

本論文の目的は,全スピン･モーメントに対する(非線形 )lJangevinEq.を

mastereq.と同様に厳密に量子力学に立脚して導出する事である｡LangevinEq.

は揺動現象や共鳴吸収の議論に有効であると考えられる｡ 尤も,共鳴吸収については

Kub｡ , T｡mitaの両氏の線形応答理恵 1)という別法が知 られ広く応用されている2.2)･23)
′ノ

全スピンの三成分は熱力学的極限では巨視変数ではあるが,この極限は計算の最後に

とらねばならないので,計算の途中では厳密には巨視変数ではない｡この様な物理量に

っ Y･ては文献19)の方法は少し拡張の必要があ｡,この拡張を次節で行う｡量子力学的演

算子としての三成分に対する'(非線形 )LangevinEq.とmastereq. は第三節に,
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Iq

主たる結論たる熱力学的極限でのこれらの方程式は第4節に簡単な議論も併せて記され

ている｡

§2. 巨視変数の確率方程式

こ､でいう巨視変数は vanK｡mp｡n等15)･叫 ･17)～19),25)て )のものよりはほんの少し

拡張ざれた概念であり,基本的にはZwanzlg28)による｡定義は下記による｡
′■ヽ■′

系の巨視変数 tAJ･Iはすべてある量子数mでもって

′■ヽ■′
AJ･←Aj(Tn･1n/) (2･1)

と書けるが,一般にはHilbert空間は他の量子数 bを用いて日,n,b>) で張られるもの

のと考えよう8この様な状況札 opensyst甲n29)や, closedsystem で も少 数 の 自

由度即ち巨視変数だけが重要な系28)定は共通のものである｡すると,

<Tn'b/FA～)･ITnb>-AJ･(Tn,Tn′)古bb,

が得られる｡この式を満す様な量を巨視変数と呼ぶ事にしよう.

さて外積

Im,b>< ''8',b'E

(2･2)

(2･3)

の張る空間 (Liouville空間 )を考え,そこでのmixtureと付随する写影演算子

Em′-宕I,nb><,n′bl

を定義しよう｡すると,各巨視変数は

′■■l′
AJ･≡∑,nln/AJ･(Tn,Tn′)E.,Z,a,

-∑aAJ(a)Ed
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と書かれる.こ1ゝ にαは組 ('n,'n')を表す｡ (2･6)式は文献19)の(2･1)式と同

形であり,唯一の相異はEaはLiouville空間の中だけで単位の分解になっているのに,

文献19)のEAはHilbert空間で対応する分解を持っている事である｡

文献19)に於ると同じ様にして,一組の確率方程式が導かれる｡

d

~訂 qa川 = i∑awaa′qa′(り-∑a'JKaa′Ls)ga′(i-S)ds+ra(i)

qa(i)- eiLIE,α

ra(i)主el(1-p)Lti(1-P)LEa,

Kaa,(S)-TTT*a(S)Ta/(0)

a･｡a′-T,Ea′LEa/T,Ea′

ここ に

(2･7)

(2･8)

(2･9)

(2･-10)

(2･11)

又,Pは部分空間tEaト の写影演算子である｡当初巨視変数と仮定された物理量A)･(i)
は

AJ(i)-∑aAi(a)qati) (2･12)

と与えられる｡文献 19)と同様にして, (2･7)式が一般化マスター方程式

...tl

意 paH - i∑a,%a,pa,(t,一芸J/Kaa,(S,pa,(i-S,ds I(2･13)

に対応する事は明かである. (2･7)〟(2･12)式より非線形 LangevinEq.

fAJ･(｡- tVJ･(A(｡)-Jalj(A(i-S',S'ds･RjM L2･14,
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が導かれる｡こ にゝ,

vJ･(L4)-∑aAJ(a)Q'aa′

alj(A･S)-∑αAJ･(α)Kaa′ls)

RJ･(i)-∑aAJ･(α)ra(i)

ス ピ ン 系 の 揺 動一現 象

(2･15)

(2･16)

(2･17)

又, (2･15)と(字･16)の右辺 ｡′一依存性は左辺ではA-tAJ･(a')I-の依存性 とし

て記されている｡

以上の定式化は,古典的な系-も直接適用される｡この場合はFa-として

Da(x,p)-i.･ ifIAJ･(x･p卜 Aj(a= ≦8

-0,otherwise

(2･18)

をとればよい｡こ､に, Daは位相空間 †x,pi…txJ･･pj;1≦ j≦3NI内の coarse

grainingparameterEで指定される定義函数であり従って耳写彰子である2.4)･30)もL

Da(x･p)を碍象的に 8(A(x)-a)≡HJ･∂(AJ･lx),-｡j),aJ--AJ.(a),と書けば (2･13)

式はZwanzigの一般化マスター方程式 2･8)に他ならな八 従って, (2･14)の右辺第一

項 vJ(A)はZwanzig奪3チ)の云う"白treamingvelpcity〝である｡ vJ.CA)が非線形函

数の場合には,現象論的方程式はもっと複雑になり,何かの "renormalization〝が

必要である㌘),32),*)しかし,以下ではすべて線形なので,現象論は単純に

d_

言 AjH -V](A-(i))-/elk(A(i-S),S)ds

で与えられる.

(2･19)

辛)この問題に対する筆者の見解は多少変化してい孝｡物性研究21Na4の筆者の論文

を参照されたい｡
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(2･･7)式や (2･14)式に類似の方程式がMori33),Kawasaki34)両氏によって既に

論じられている｡Kawasaki埠の理論はMori理論の単純な物理量の積と一して定義され

る様な物理量-の適用又は拡張である*o)我々の理論とMori理論との関係は文献 19)と

Mori理論との関係とほとんど変化 しない｡′即ち,Mori理論というのは f｡rmal

partとphysicalpartより成り立ってY､ると考えられる｡ こ ゝで formalpartとい

うのはある物理量に対する1Jiouvilleeq.の写影演算子を用いた形式的な分割による線

形 ｢確率｣方程式-の変換の部分であり, physicalpart というのは内積や写影演算

子の具体化の部分である｡この具体化によってM｡ri理論は線形応答理論35)と不可分に

なった｡我々の理論や文献 19)で㌢まphysicalpartで異り, 線形応答理論ではなく-,

巨視 変数の理 論24)～29)と明瞭な関係を持っている｡

実際問題には何かの近似が不可避である｡第0近似として

L.-∑aa･aEa′

す す誓 とるのが良さそうである｡こ､に
一一一一一■

wa-T'(LEa)/T,Eα

であり, (2･7)式については

意 q㌘)(t'--aq釦 )

q(ao)(〟-eiwaEqT)(.)

すると,第一近似として

(2･20)

(2･21)

(2′･22)

(2･23)

*) 極 く最近,川崎 (恭治 )氏はもっと我々の理論に近い理論を出して居られる｡

lJ･Phys･AEC1973),Ll].
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ス ピ ン 系 の 揺 動 現 象

a)aa′=W ∂′ααα

Tats)= eiLosiL/E′α

(2･24)

〔2･25)

が得られる.こゝに, L/-LIL｡でKaa′(申 まし2･10)式で定まる. マルコフ近似で
は1,2)(2･7)式は

d
訂 qarH)- iwaqa(lト ∑a′Kaa′ga′(i)十'Jt)

となる｡こゝに

Kaa/-JKaa/ts)e-iLosds

T''*a'(0)T｡tt)--Kaa′♂(i)

(2･26)

〔2･27)

(2･28)

である｡

これから,すべて(2･24)-(2･28)の近似体系を用いる｡この近似は:,文献1_9)

の §2後半部の議論に対応し,熱力学的極限では一致する｡

§3. スピンに対する量子力学的確率方程式

Tjon叫 の示した様に,スピン系の巨視変数は全スピン･モーメントの三成分である｡

従って,-ケの代表的なスピンの運動を論ずる方が適切である｡この点で,我々の取級

いはWangnessと-Bloch3)と異ってくる｡ しかし.我々のモデ′レは彼 らのものとほとん

ど変化していない｡というのは,同じ様にスピン-スピン相互作用を無視 して居 り,全

スピンを個到スピンの数Ⅳで割った量

SLT)-写jSi.LT)/N
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に就いて同じノ､ミル トニアン(1･2)を用いてからである｡こ夕な便法を用いる為には

同時に時間尺度を J一g〃で変えておかねばならない｡

簡単の為に,各個別スピン 5･は 1/2と仮定する｡その固有状態はiQ,･>(QJ--±1)∫

である｡すると S(0)の固有状態は

l"Z>-N("2'結 q ㊨)･lQJ･>
(3･2)

となる｡こ､に和はNZケのスピンが†･ (N-Nz)ケのスピンが Jなるすべての分割に

ついて行い, ほ Qは位相因子,N(NZ)は規格化因子で

<NZINZ>-8NzN:
(3･3)

なる様に決める｡状態の組 tINZ>,-0≦Nz≦岬 ま 5(T)を指定するのには十分で表示

<Nz'IS(0)lNz>-,(Nz/N-1/2)∂NN′ (3･4)2a

くNZ,JS(HlNz-(〔〃2+1- -NZ)/N211/2∂N,zNz+1 (3･5)

<N2'ES(jlNz>-tNZ(N-Nz+1)/N211/28N:NZ-1 (3･6)

を与える｡パラメーターの組 (N,Nz)の代 りに い ,,a)

8-i/N and,a-Nz/N-1/2

を用いる事にすれば

し3･4)一〔3･6)式は

<,nls(I)I,n′>-Sir)∂m′ 孤_TE,
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となる｡但し

-S(0)=,a
m

S(+)=((1/2+,a)(1/2-,a+6)il/2Tn,

sC)=tL1/2十,a+8)(1/2-,a)･i1/2Tn

であり,又

lTnl<1/2

(3･9)

(3･10)

(3･11)

(3･12)

である｡

この節では,〃は固定したパラメーターである｡従って,･スピン系の完全な表示は

ITn･bs>である｡但し, bstま系の IS(i)) 以外の自由度を表す｡又,熱浴の完全な表

示は,そのエネルギーfとそれ以外の自由度 bhで佑 bh>である｡従ら′て,全系の表
ちi

示は bs,bhを合せて~bと書いて(,n,f,b>となる｡従って§2の基本的な変数 tqaiと

して

qmfm′I/(∫)-eiLtEnfm′f/

をとればよい｡こ にゝ

E,nfm,I,-∑b∫mfb><Tn'f'bI

とする｡
㌔

近似体系 (2･?0)-(2･24)に従えば,L｡,waは夫々

iLoX-一項 ⊥γHoS(0)+ LUF),X〕
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QJTnf,a,f′-Em+Er ETn′-Ef′

となる｡ こ にゝE,n･Efは夫々スピン及び熱浴のエネルギーであって

<mfbl(-γHoS(0))Im,f′b,>-EmSmm′∂ff′8bb′

<,nfblHFITn'f′b'>-Ef∂mm′8ff′8bb′

で定義される｡又,

E --rHom≡woTnTn

(3･16)

し3･17)

し3･ル18)

(3･19)

となる｡

以下,熱浴のエネルギーは §2で拡張された意味ゐ巨視変数であるばかりでなく,旧来

采の意味の巨視変数と考え畠のが適切である｡即ち, (3･13),(3･16)でff′について

て対角項だけ考えればよい｡故に

q,,zm′f(E)≡qTfln'/i)

と書く事にする｡WangeessとBloch3)も由いた仮定

〔3･20)

Ebbl<fblH′(T)Iflbl>< flbllH'卜 T)lfb>- ∂TT′〆T)(ffl)/n
(3･21)

を用いれば, (2･26)式は線癖確率方程式の組

d ､

IiTq,,m′fLt)=iLEm-Em′)qm,n′fM

~∑-1-iflK--'f-1-1′flq-1mifl(i)+'--'f(i)
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を与える｡こゝに

K--′f- 1-;fl

-∑Tf∂ffl∂m血 ∂m,ml,lSiT)smlITT三∑fUQ'T'(ff〝,♂(Er EfU'Em-Em一Te)1

IS,'itT,'si-,:)TEE;/,¢LT)(d y,♂(Ef-Ffn･㌔′-Em′_誹

-8mlM 86m;m′-_TgfmT,'sm'-I)TS4'T'ufl)

×〔8(Ef - Efl+E-一㌔ -TE)+♂(Ef-Efl+E-′-E ′,,I_TE)

一芸∑TSNl∂mml∂m,miISit)sm'ITTlz:fUQ'T'W")pll/(Ef-Ef"IEm-En-re)〕

-sir,)S-',-jT'eEf〝4'T)Llf",PW (Ef-Ef".E-′-E-′-TS-,, (3.23)

である｡又,Pは.p,i,-Opalpartを示す｡虚数部の意味はあまり明確でない｡以下で

は簡単の考この項を落す事にしよう｡

この近似では, (3･23)式の構造は(3･22)が方程式群

窓掛 ,-- iqWo掛 卜 ∑mlflKlqfilflqi71'fl(り+掛 ) ＼〔3･24)

に分割さ､れ得る事を示 している｡こゝに,

掛 ｡-q冊叫 り(i,

と書いた｡又,核は

K(甲) ≡K
mf,'llfl ''m~ 甲6f'nllnl一可6fl

-∑Tt8ffl∂爪ml〔SmLl'詔 m'二:ELTE･ StmT' smt--:ch
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-28m1m--SmLl)" SmLITTE)I4(T)(E)

と~なる｡こゝに,

め(T)(E)-三的1打<fblH′(T)lflbl><flbllH小 )lfb>

×♂(Ef+Em-E)♂(Efl+Eml-E)8m1m-Te

(3･26)

し3･27)

であるが,βは系の全エネルギーを示す｡(3･24)〟(3･27)式で熱浴エネ/レギー-

の依存性は,全エネルギー-の依存性という形で表すことができる｡しかし;全エネル

て,最終的に

ま q(W '- ipoeqしか)浩 一芸lK m'mql'掛 け ,(町)(｡
TTZ,

を得る.核は

Kl:'1-写4'T' tSmml〔藍 st-TqLJ sm'T)sm'--:e'〕

-2S(T)S(-)6
m一符6帆-TEmlm-TeI

で与えられる.又, (2･28)式よりー

･rri,7''(りr(〟)(o)--Kl71♂(が 叩 ′m 帆

(3･28)

(3･29)

(3･30)

という関係を得る｡

(3･27)式の和は全エネルギーEとス ピ ン ･ エ ネ ル ギ ー E,nが一定という条件で,す

べての微視状態について行うものである｡
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平衝統計力学の標準的な教科書36)によれ鴎 この儀な和はカノニカル分布

E b8(Ef+Em-E) α ど-卵 m (3･31)

を与える｡従-て,ー<fblji′LT)lflbl>の み,b1-の依存性が十か こ小さいとレ†う当
然の仮定の下に,関係式

め(T)- e一応T¢卜 で)

折 )∝ e-P(E,a+E,ni)

及び

を得る｡但し,定義

H- 2紬.e

(3･32)

(3･33)

(3･34)

を導入した｡これら?関係はWangness-BIoch3)の(4･11),(3･17)式に対応す .

る(因子 2が違 う)｡

ノ(.2･12)式を用いて (3･28)より(非線形 )Langevin Eq.を導 く~のはすぐに出

来る｡

S(T)Ll)-EmSn(T_)" qm(T)(gJ (T-0･± )

より

(3･35)

意 S(o)的 --EQ(1)Ie(1+e-N,,S(0). (1-e-K)(S(HsL)'S(-)殉 /2)

.R(0)(O " 36)
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及び

意S(1-)H-±iw.ESO(り-82lQ(0)+ (1+e-̀ )Q(1)〕seB(り

+(1-e-̀ )EQ(1)(S臼 S(0)+S(0)S臼)+R臼(り (3･37)

が得られる

当然の事として, (3･36),し3･37)両式はTf'-Bの(4･19),し4･20)両式に対

応する｡異る点といえば,乱雑力 R LT)〔りが付加 され,従って,適当な時間領域で

Heisenberg方程式と同等になっている点である｡ (3･36)式の非線形項は

が正しい平衡値に到達する事を保証 している3.)I13)

S(o)ii)
非線形項が重要で線形近似が行えない時は,これらの方程式は量子論的な演算子に対

する方程式なので,解 くのは容易でない｡熱力学的極限では,これらの演算子は古典的

な量になる｡

§4. 熱力学的極限と結論

熱力学的極限は (3･28)〟(3･37)で, 8-0(N-- )ととればよい｡

E¢(I)→ 〆 T) (4｡1)

と仮定するのが良さそうである｡こゝに W(T) は有限の値とする｡クロネッカーの∂一

記号は ∂一函数に置き換えてEの2次まで展開する｡時間尺度は元に戻す :i- 8t.

この極限でのqご)〔りをg(ワ)(m,り と書けば,

ま g (7 ㌦-,り - ip .g(り (-,り - 1K'甲 ) (-,- 1)g (甲)(-1,りd- 1+ ,(符)(-,り

(4･2)

を得る｡但し,

K隼 -,-1'-冊 (0 '･2F'1'[2-Tm･'1/4--2 ) ( 2Pw.fm一品 肝 ∂(---1)

∂

(4･3)
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この極限では, (Sして))は古典的変数であ ｡,これらの量をmの代って表わに出す方

が便利である｡(4･2)と(4･3)両式は

去g'T'JT',I"--IKLT'(Sい),sLT'′)gU)(S'T':i,dsLT)′+畑 sLT),i,
(4･4)

となる.こゝに

K'0'ls,sl'-2F'1'〔2S3Ts･(1′4-S2,(2Pw.is一覧 )〕∂〔S- 1H 4･5)
∂

KO (S,sl,- {F'0'･ 2F'l'[-(1/4-S2憲 一か 忘 +2S,五

1 ∂

一2Pw.(S杯 で is-ill/4-S2,-1/2)〕I♂(S-sl,

(4･6)

とする.§2わ結果によれば, (4･4)式より乱雑カを除いた式はマスター方程式である｡

この式は2階までの微分 しか含んでいなレ､のでFo/kker-PlanckEq.でもある｡この

却 ま, しかし,古典スピンの研究よ｡推測されていたもの11),r～13),37) とは可成違 ってーい

る｡非線形lJangeVinEq.は

意 S (o'-14F'l'S(α-2Pw.W(1'(5摘 押 + S'jsH ,･R'0帰 し｡.7)

及び

ま S臼- iw.SO-2W (0)･2g(1))sb･3βwog･(1)(sos(0)･S(0)see,十和 )

(4･8)

となる｡この乱雑カは関係式

･R(T '(｡ R'T''(o)>S(.,- ♂(り 8 TT′d…T) L S (o) ,

を満す｡こ にゝ
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dl(0)(S)-4g(1)〔S2+ pw.sH / 4- S2)]

dlejts)-2g(0)S2+4g(1)ls2-6P% S2杯 ? -1/4〕

とする｡ (4･7),し4･8)両式より乱雑力を落せば現象論的方程式

意 S(o)-I4g(1)S(OL 26%V(1)(S(X)S(主 sH s(D ,

(4･10)

(4･11)

(4･12)

意 st9-±iw.S軋 2(W(0)･ F(1))sO･3卿 (1)(S臼S(0)･S(0)st9)
(4･13)

が得られるが,これは丁度 BlochEq･(1･1)に相当する｡何とならば,非線形項を

平均で置換えれば(4･12.)では醇 <S(0)> に, tJ4･13)ではゼロに な る3):13)からで

ある.

(4･11)及びBloch Eq.(4･12),(4･13)が本論文の主要結果である｡

得られた (非線形 )工JangevinEb. は揺動現象や共鳴吸収の議論に有効であろう｡

尤も,時間に依存する外磁HlLt)が付加された場合には, (Hl(i)×S) というた項が

付加されねばならないだろう｡M叫 fiedBloch Eq.5)･6)を導･くのと同様の修正を加えねばならないだろう｡

し4･8)式や (4･13)式で非線形項が線形化され,時間に依存する外磁場が十分小さ

くて<S(0)>を変化させない様な場合には,LangevinEq.(-4･7)と〔4･8)より,文

献19)の し4･20),(4･写1)式を用いて,緩和時間Tl･T2 に対する単純な表式を与

ぇる事が出来よう｡この表式札 Bloch Eq.の方法と線形応答理 論 21),22),35)の橋渡し

をするものであるが,線形化出来ない時はこの橋は落ちてしまう様である｡この様な場

合の議論はこれからの問題である｡
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