
電 気 回 路 の 発 振 と ゆ ら ぎ

東工大 ･理 川 久 保 達 之 ′

§1 はじめに

ここ数年来何人かの人によってレーザーや電気回路における発振 を強誘電体や強磁性

体のよ うな平衡系における相転移と対比させて.非平衡系における相転移 とみなす老え
1-6)

が主張 されてきた｡ この場合強誘電体の自発分極 に相当す るものは発振出力や発振電

流であって,これ らは "自発的な流れ"という意味で本質的に非平衡の問題である｡与

えられた温度における自発分極の値 とそのまわ りのゆらぎを支配 しているものは自由二

束)i,ギーであるが,非平衡系において も,流れの値 とそのまわ りのゆらぎを支配 してい

る熱力学的関数のようなものがあるはずであるとい うのが,相転移 と発振の類似性 を説

く立場に共通 した主張である｡

発振 を一種の相転移 と考えるならば,発振の しきい値の近傍で系の不安定性に僅 →て

臨界点ゆらぎが観測 されることが期待 される｡事実過去になされたレーザーや電気的発振

のゆらぎの観測結果 を調べてみると,臨界点ゆらぎと思われるものがい くつか報告 され

てい岩～9あに気付 くo鹿近われわれは上述の趣旨に沿 -T意識的に トンネルダイオー1β)

なら′びにウイ1-ンブ リッジ発振器11)tこ

ついて臨界点ゆらぎの測定 を試み,ゆ

らぎの分散や critical slowing-

downの様相 を明らかにした｡ 以下そ

れ らを中心に解説する｡

§2 実験事実

周知のように トンネルダイオー ドは

図 1の点線で示すような電流-電圧特

性 をも→ていて,繰分抵抗が負になる

範囲で発振 をおこす｡以下の実験に用
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図 1 トンネルダイオードの電圧ゆらぎの2kHz

成分の分散,･点線は直流のV-Ⅰ特性
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いた トンネルダイオー ドは印加電圧が 0.1-0.33volt の間 で 2()0kHz の発振 を

示 したが ,発生す る雑音電圧の うち周波数選択増幅器 によって 2 kHz の周波数成分

だけを拾 いだ し,そdl分散 をプ ロッ トしてみ る と図 1に示す ような結果 が得 られた. 2

つの臨界 点の近傍 でゆらぎが著 しく増加 してお り,そか らに挟 まれた発振領域 では比較

的小 さくな っていることが判るOまたこのような特 定の周波数成分のゆらぎを波高分析

器 にか けて確率分布 をと lてみ′ると図 2に示すよ うな結果 になるo これは 0.1 volt

の臨界 点 付近で の分布 であ -}て ,臨界点vn)上で も下で も分布はガウス型であるが,臨界

では著 しく鉱が りかつガ ウス型 か らずれて
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臨 界点付近 での分散の変化 をも-,と定量

的 に調べ るために,発振 の状態 を制御 しや

すい ウィーンブ リッジ発振器 について フィ

I-ドバ ックファクタ･-β を変 えて測定 を行

-た｡図 3は ウィーンブ リッジ発振器のゆ
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図2 トンネルダイオ- ドの電圧ゆらぎの 図3 ウィーンブリッジ発振器O-)電圧

2kHz成分の確率分布 ゆらぎの確率分布
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電気回路の発振とゆらぎ

らぎ電圧の確率分布である｡これは図 2の

場合 と違-て周波数選択増幅器を通 さずに

すべての周波数成分を拾いあげているので

β が しきい値 Gc を越えた発振領域 では

正弦波の確率分布が現われているo この図

で β>βC場合の横軸のスケールは他の

2つの場合の1/1000 に縮めてある｡こ

のような確率分布からゆらぎの分散<v2>

を求めると,それは β が βCに近ず くに

つれて急速に大きくな り,しかもその､増加

のしかたは βC - β に対 して両対数目盛

でプロットすると図4に示すように,

1/(βC-β)に比例していることが判るo

これはちょうど強誘電体の誘電率がCurie

-Weiss の法則に従 うのと似ている｡

つ ぎに相関計によって測定したゆらぎの

相関関数 <Ⅴ(o)Ⅴ(t)> についての結果を

示す｡相関関数は振巾が指数関数的に減衰

する周期関数 として与えられるが,臨界点

の極 く近 くでは指数関数からずれてくる｡
L

その様子は相関関数の包絡線を各βに対 し

てプ′ロットした図 5によって明らかである｡

羊の図の各直線の勾配から相関時間丁を求

めると･β が βC 近ずくにられて< v2>

と同じように1/(βC-β)i_E比例 して長

くな-ているoTが臨界点で長 くなるのは

相転移の歩合にはよく知 られている crit-

icalslowing-downの現象であるO

以上は主に電圧の振南ゆらぎに関係 した
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ものであったが,発振 とは単にゆらぎの振巾が大きくな→たものではない｡コヒーレン

トになること,いいかえれば一度決った位相が長時間記憶 され るようになることが本質

的である｡ ウィーンブ リッジ発振器の雑音出力 をシンクロスコープで観測 していると,

非発振状態から発振状態-近ず くにつれて,臨界点以下でもある程度位相の揃-た波形

が現われるのが見 える｡現在位相ゆらぎそのものを定量的に測定することはできていな

いが,発振 を ordered stateと考えるとき位相ゆらぎに関する知識は重要であろう｡

§3 確率過程 としての発振現象

以上見てきた現象は平衡から著 しくずれた系におけるゆらぎが,系の状態を支配する

パラメーターの変化 と共 にコヒーレン トな発振- と変わってい く過程 を表わしている｡

従 -てこれを理解するためには,発振を確率過程 として扱 うことが必要である｡非線形

性を含んだ系の確率過程は数学的に処理 しにくい問題であーつて, van Kampen12)そし

13,14)などによ-て一般的 な取 ｡扱いが進められている｡ しかし,ここでて最近 Kubo､

は具体的なモデ/レとして van derPol型の非線形方程式に従 う系に限Jlて,ゆらぎ

の確率分布 ,分散などを求めてみよう｡

いまガウス型の白色雑音 f(t)の影響 によ-てゆ らいでいる雑音電圧 V(tHE関する次

の方程式 を老える｡

●

I;+ (α+r v2)V+ W｡2V - f(t) (1)

ここで αは系が発振するか否かを決めるパラメーターであ り,α<0の場合発振が起

る｡ γ V2; は非線形項 であ り,W｡ は発振周波数であるQ極 く最近 ,ウィーンブ リ

ッジ発振器の発振の様相 は,この vanderPol 方程式の γを一定に して α だけ変

えた形でかなりよく表現 され ることが判 →た｡ゆらぎに関する′(1) の微 分方程式か ら

stratonorich15) の手法によ-て振巾と位相に関する方程式 を導 くo発振が調和発振

(弛緩発振でない)の場合 を考えてb

V - ACOS(dot+¢) (2)

とし,振 巾A･位相 ¢ を確率変数 と考えるoまたAや ¢の時間的変化は払｡ に くら

べてゆ-･,くりであるので (これは実験的に確かめられている).
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電気回路の発振とゆらぎ

DS＼｡-
cos v--WOA sin(Q,ot + め )

とする｡ (2) ど (3) より

●21
A - rv2+÷ )甘

a10

が得 られ,これから (1) を用いて
●

. V

A -- (V+a ,.2 V )
aJo2 A

●

Ⅴ

市 (-(α+ rv2)i+ f't‖
●

とな り, (2), (3) を代入すれば A を A と ¢ で表わす ことができる｡

(3)

(4)

(5)

A ニー‡ A t1-COS,2W . t+2相 -エA3tllCOS,4%t+4頼8

- ⊥ I(t)sin(W .t+め) (6)
Wo

右辺の振動項 ACOS(2%t+2¢), A3cos(46㌔t+4¢)は A や ¢がゆ-くり変

動する量であるため 1周期毎に相殺されて しまう,しか しランダムカ f(tlはひ じよう

に速 く変動す る量であるから sin(dot+め) をかけたものは周期関数ではな く,･やは

りランダムな関数である｡そこで,
lt

F(t,… 二 よ f(t)sin (dot+め )
0

を新たなランダムカ とすれば,

iニー⊥(α+エ A2 )A +F(.)2 4

となる｡

(7)

(8)

時刻 tに確率変数 Aが値 A をとる確率 を p(A,t) とすれば, (8)の Langevin

方程式からP(A,t) に関するFokker-Planckの方程式 が次のように導かれるO
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第 品号(a+iA2)AP+D器 っ

ここで拡散係数 Dは

<F(t)F(′1> ≡ 2D∂(t-t′)

で与えられ るQ (9) の定常解は簡単に求まって

α ㍗
p仏) - P o exp ト TD A 2 - 一義石 A4〕

となるo Poは規格化 p(A)

定数であるO図6に,

D-0.01,㍗-0.01

とし,αを変えた場合

の P(A)の図を示す｡

A の最確値A｡は ,

α>Oの勢含A｡-0,

α<OではA｡ニト

4α/γ)与 で与えられ

る｡ (16)の確率分布

を用いて,振巾の2次

6

5
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3

2

1

(9)

(10)

(ll)

01 2 3

図 6

モ ーメン ト<A2>を求 めると図 7が得 ら

れるO大 きな l可 に対する漸近形は

tA2>= 2D/a a>0

<A2>～_ 4回 /r α<o
(12)

となるO-方最確値A｡のまわりのゆらぎ

の分散 く(A-A｡)2> を数値的に求め

ると図 8に示すようにな り,α-0で臨界

点ゆらぎが現われるo Aは振動数 W.の波

-18-
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電気回路の発振とゆらぎ

の振巾であるから,そのゆらぎが大きくなると

い うことは,元の電圧 Ⅴ のゆらぎ としてみ る

と a,｡以外の周波数成分 も増加するとい うこと

であって,図 1に示 した トン克ルダイオー ドの

臨界雑音はこれに対応するものであるO

-方位相についての方程式は (2)ど(3)か

ら

¢ニーtan~1-- -i - a)0t
Wov

●2

VV- Ⅴ

(13)

従 -て

(v2+ (ユ )2lw ｡GL)O
V

一 石 ㌻(-'a+rv2 'も+f't｡

となり.再び (2),(3) を使 -て vv,V3 ;

ランダム以外の振動項 を落すと,

･二‡ F2(t-

●

図8 最確値のまわりのゆらぎの分散

を A , ¢で表わ し,前 と同 じように

(14)

と近似される｡
ただし F2(t)ニ ー ⊥ f(t)COS(dot+ め)

Wo

であるo ¢に対する見かけ上のランダムカ F2 (tVA(t)で A(tlは F2(t=てくらべ
2

てゆっくり変動する量であるので < (F2/A)2> 二 <F >/<A2>で近似 して ,｣

位相の確率分布に関する拡散方程式 を

∂p(Q,t) D ∂ 2 p (め, t)

∂t <A2> ∂ ¢ 2

(15)

とお く,実際はA(t) が 0を通過すかば,拡散係数は- にな→てそのたびに位相 の記

- Ⅰ9-
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憶は失われ,上の近似はな りたたないのであるが,少 くとも発振領域ではA(tl が 0に

なることは殆んどないであろう｡ (15)を認めればこれはいわゆる random walkであ

→て,その解は

P(¢･t座.･o)-
47TDt/<A2>

とな り,分散は

2D
< (6-¢｡)2>-- 1

<A2>

exp〔-
<A2>庸 一Q. ]2

4Dt
〕 (16)

(17)

と時間に比例 して拡がるが,その拡がる速 さは <A2> に逆比例する｡か くして, α

が臨界点を通過 して負にな→たときコヒーレン トな発振が実現するのは,位相の確率分

布に対する拡散係数 が <A2> の増加に伴 -て小 さくなるからであると老えてよい｡

§4 おわ りに

エ克ルギーを定常的にとりこみながら,それを他の自由度-逃がすことによ-て,一

つの散逸的な構造 を形成する件質は,一言でいうと "能動性 "ということであるが,こ

れは要するに負性抵抗性でもある.自然界のいたるところに見られる能動性 の現象のな

かで,電気回路の発振現象は人工的に制御 できるも-とも簡単なひな型の一つであり.

負性抵抗 とい うことが比較的素直に受け入れ られる例である｡ここではわれわれは ､柵 .i

derPol 方程式 とい う簡単なモデルによ-て.α を負にすることで能動性を表わ し

現象論的にゆ らぎがどのような法則に従 -ているかを調べた｡

非平衡系の統計物理学の問題 としては勿論いろいろな段階の問題があ り,発振回路に

おいて も,直流の形で とり入れたエわ レギ-が無限個の自由度のなかのW｡ とい う周波

数-集束 してい くことによ-て,結果的に a<0 に相 当することが起 -ていることを

導 くことができるならば･これは一歩踏み込んだ見方である｡例えば発振 の臨界点の近

傍で′スペク トル を観測すると,a,0-の引き込みが見られるが ･この場合モー ド結合の

ような考え方が実際に必要になろう｡

発振 に限らず,今後いろいろな能動的現象についての定量的な実験 が期待 されるOそ

の際平均値の測定だけでなく,平均値のまわ りのゆらぎの測定も重要である｡非平衡系
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電気回路の発振 とゆらぎ

のゆらぎについて ,われわ′れは平衡系におけるゆらぎのような確固 とした知識は何 もも

ち合わせていないが,前者においてもゆらぎがその状態の安定度 の目安になることは確

かであろ う｡
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