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I はしがき

Ⅱ 代数方程式に関する若干の新定理

§1 発端 となった一つの好理
/

§2 いくつかの拡張定理

Ⅱ 反強磁性相互作用を含む Isir)g系-の応用

§3･非 Lee-Yar]g系-の別れ道

.54 最 も簡単な系

§5 二格子橋渡し型の系

§6 副格子型の系

§7 異方型の系

§8 不純物スピンを含む系

§9 ディスカッション

Ⅰ は し が き

強磁性格子スピン系では,状態和の､Fugacity零点が単位円周上に分布 し,相転移は
.2)

高々 1回 しか起きないことが証明されているo (Lee-Yang定]3,1)ぉよびAsano'

Griffiths3,) suzuki4) らによる拡張定郵

一方,反強磁性スピン系における状態和のFugacity零点分布 については,一次元

Ising系,weiss模型など若干の簡単な系,および有限系についてのいくつか の数値

実験例が報告されているに過ぎない｡
5-10)

ここでは,代数方程式の根の特性に関 して最近発見され新 しく証明された若干の定理
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代数方程式に関する若干の新定理とその応用

の紹介と,それを反強磁件相互作用を含む Ising系に応用 して解明された, Lee-

Yang定坪 とその破れ方に関するいくつかの結果について報告するO

∬ 代数方程式に関する若干の新定理

§1. 発端 となった一つの定理

_鍵 _ 実係数代数方程式

f(2n)(x)- aox2n+alx2n-1+ a2x2n-2+ ･･････+a2nll打 a2n- 0

(nは正整数〕 (1.･1)

において,その係数 ai(i-0,1,2,････2n)が以下の2つの条件ヽ

条件 1 a2n-i- ai (0≦ i≦ n)

条件 2 ai- (1+♂)i+1 (0≦ i≦n) (∂は実数)

を充たす とき,根は次のような特性をもっ｡

1. 0≧ ∂≧ _塗 里美 のとき,全ての根は (複素平面の)単位円周上にある.2
n

2. ∂>0の､とき,全ての板は,単位円周上以外にある｡

3. 8≦ 一一建jii2のとき, 2m-2個の根は単位円周上にあり,残 りの2個の根
n2

は正の実軸上にある｡
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唐木幸比古

1m1. Ⅰも

1.0≧∂≧-上吐 112n2 2. ∂>0

Ln1

3.∂≦ -
(n1-I)ご

n2

図 1-2 根 の 特 性 の 図

証明 ～

(補助定理)複素係数 2次方程式

f(21(x〕= x2 +αx+1= 0 (･α は複素数) (1.4)

紘,次のような根の特性をもつ ｡

1∴aが実数かつ回 主2のとき,全ての根は (複素平面の)単位円周上にある｡

2.それ以外のとき,全ての根は単位円周上以外にある｡

(補助定理の証明)

a) αが実数の場合

根 と係数の関係から, f(2)(x)- O の根は

_(∴一㌔_-~
Ⅹ+ =

と表わされる｡

Ial≦ 2 のとき, x+ -
-α±､石二言 i

従 って Lx+l- 1,即ち2根は複素平面の単位円周上にある.

刷 >2のとき, x+ -
-α±J㌻三

-34-

(2つの実根)

(1.5)



代数方程式に関する若干の新定理とその応用

従 って Jx+I≒ 1, 即ち 2根は単位円周上以外にあるo

b) αが複素数の場合 H m α≒ 0)

(1･4)式は相反方程式であるから, X｡が根ならば明 らかに Ⅹ~1も根 となるo0

x-1f(21(Ⅹ)= Ⅹ +⊥ + α= o (1.6)
Ⅹ

iβ -1 -1 - iβ

aは複素数 より,実榔 耳な小 o そこで,根は一般に x｡= re ,x｡ = r e

と表わすことができる｡ (0≒0,7T) (r> 0)

(1.6)から

(r-⊥)Sino= - Jm α キ Or

従 って

r_⊥≒o
r

rキ 1

即 ち 2根は単位円周上以外にある｡ (Q･E･D･)

次に本題の証明に入ろう｡

(1.1)～ (1.3)から

(1.7)

(1.8)

f(2n)(x,61- x2n+(2+♂)x2n-1+ (3+2∂)x2n-2十 ･･････

---+Hn+1)+n∂)Ⅹn+ -- +(2+♂)Ⅹ+1

= (x2n+2x2n~1+3x2n~2+ - + (n+1)Xn+nxn-I+ -+2Ⅹ+1)

+8x(x2n-2+2x2n-3+3x2n-4+ ･･･+nxn-1+ (n-1)xn-2+･･･+2x+1)

= (xn+xn-1+xn:2+ ･･･+ x+1)2

+∂Ⅹ(Ⅹn-1+Xn-2+ -- + Ⅹ+1)2

-35-
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唐木幸比古

グ(n)(x〕= Ⅹn+xn~1+xn-2+･･･-+x+1

と置けば,

f(2n) (x, 8)= (グ(nl(Ⅹ))2+8x(5(n-ll(xl)2

-方,

9(可rx)=
Ⅹn+1-1
Ⅹ-1

より,

同様に,

(1.10 )

(1.ll)

.27r

9(nl(Ⅹ)- O の根は xm -el芯 m m- 1･2･････n (1･12)

グ (n-,1)(X,)- O の根は
′

Ⅹ = e
rn]

a) n-2r)′(偶数)のとき

I.2花

5(nl(Ⅹ) = 慧 ′■rx_｡Im m)
m==1

n′
- 〟〔(Ⅹ-e

｢itl貞i!

.27r
‖==rnl

n
m= 1,2,-,∩-1 (1.13)

27r .27r

l箭 m)rx言 1市 m)〕

n/ 27{

H (x2+1-2xCOS五五 m)m=1

n′

Xll 〟(
rT]二il

n′ 1

･+一一αm)Ⅹ

27t
ト但し am = 2 COS- m∩+1

g ,n-1)(Ⅹ､= 2nL-1(Ⅹ_｡i誓 -,
m=1
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代数方棲式に関する若干の新定理とその応用

n/-1 i空 m -i翌 m

- (x+1)ll 〔Ⅹ- ? n ) (x-e n )〕Luliii1

n/-1

-xn'-1 (x+1) IT (x+L pm )nl-1 X

但 し βm - 2COS星空 mr)

( 1 .10 1 (1 . 1 4 ) ( 1 .15) か ら

(1.15)

n/ r(-1
f'2n)(x,♂,- xnH (xユーam )2+8xn(x･工 2)H ,x･三一pm )2m-1 X X m-1

1
今, x+-- y と置き

Ⅹ

Ⅹ-∩ fr2m)(X,a)-了(2m′)(y,♂)

とすると,

- (2n′)

f

他方,

0<

n′

(y, ♂)- 〟
nl= 1

∩+1

n/-1

r y-αm)2 + ∂ry+2川 ry-βm)2m= 1

27T
m < - m

n

(1.16)

(1.17)

(1.18)

<一三二 (m+1)-< ,,f｡,O<Vm < n′(<n)
n+1

か ら,

27{

2, 2COS- -> 2COS星空 ふ > 2COS菩 (-+1)> -2n+1 11

forO<Vm < n′

即 ち

2 > am > Pm >am+I> -2 fnr O<Vm<n/

従 って,

2? al>Pl>a2> P2>'a3> ････.･>an,_1>Pn,_1>an,>-2 (1･19)
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また, 0<Vm < n′ に対 し

7(2n′)(αm,a): 7 (2n'〕(βm,8)- 6(am+2)

n′-1
〟

m′-1･am-pm,,2m,!'1(Pm-am,,2

(1.20a)

了(2n′)(pm,8,I･7(2J'(α….1,a--♂(am.1+2,n:i=11(am+1-Pm,,2mni=1(βm-am,)2
(1.20b)

7(2n')(a-,,6再 (2J)(-2･∂)-′∂(αn′･2lmq=1(an,- p- ,雷 (-2- - ′)2

n/-1

m′-1

(1.20c)

7(2畑 2･∂,･7(2n''(ai,8,-〔x-nf(2n)(x,6-〕x=lX6(a l'2惹 a 1 - β…′)2

n′-1

- 〔(n+1)2+6n2〕∂(α1+2)mq=1(al - Pm′)2
(1.20d)

iy 6< 0 のとき

了(2m'l(αm,8)･了(2m/)(pmL,♂)<o

千(2n′) (βm, ♂ ) ･了(2m′) (αm+1,♂)< 0

7(2n') (an,, ♂ )･了(2n/)(-2,♂)< 0

ィ) (∩+1)2+∂n2≧ O のとき

7(2n') (2･6)･7(2n') (a l ,･∂) ≦ 0

(1.21a)

(1.21b)

(1.21C)

(1.22)

ll)
7-(2n′〕(y,a) 特 y に関する2n/ 次の (莱)多項式であるから,代数学基本定理

から了(2n′)(y,♂)- O の根は 2n′ 個あり,その根 を γm (m- 1･2･- ,2n′ )

とすぼ, (1.21a～ C) (1.22)から

-38-
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代数方程式に関する若干の新定理とその応用

2≧ 1>α1>r2 > β1 > γ3 >α2 >r4>β 2 >-

･･･> r2n,_2>Pn,_1> r2n,_1>an,>r2n,>-2

(1.23)

γ2n′

｣ x ._,x .pni-1_., ■ , 隼 メ 1.,r漣 Tx2_,, 'xIL > y
-2 α〟 αn.′-1 α2 α1 2

図 卜 3 7(2n/)(y,♂)- Oの 2n′ 個の根

i(2n′)(y,♂)

盲(2n′)(y,6)-0
βm ､ヽ■_

図 1-4 根の現われ方

であることがわかる｡

y-Ⅹ+ ⊥ であるから,補助定理から f(2m) (Ⅹ,♂)- Oの根は全て複素平面の単Ⅹ

位円周上にあることがわかる｡

ロ) (n+1)2+∂n2< O のとき

了(2n') ( α1,∂ト<0

-(2m′)(2,♂)< 0f

- 39-

(1.24a)

(1.24b)

9



唐木幸比古

lim 了(2n')ry,6)>O
y→+co

(i.24C1

I(1･21a～川 1･24a～C)から了(2n′1ry,8-- 0 の酎 γm,m-1,2, ･･･L12n/)

は,

+∞ > rl>2> al > γ2 > P l > T3 > α2 > ･･･.･.

･･････>γ2n′-2>βn′-1> r2n/-1>αn/>r2n/>-2 (1･251

を充たす ｡

補助定理を使えば, ∫(2n ) ( X,♂)- Oの根のうち2n-2個は単位円周上,残 りの

2個は正の実軸上にあることがわかる｡

ii) ∂- Oのとき

n′

Tr2n′)(y,0,-｣雪1(y-a -2Fiil
(1.261

従 って, fr2n)(x,o)- O の根は グ(n)(x)- 0 の根 と一致 し,しかも各根は2重

根になっている｡

iiI) ∂> 0の とき

(i .18)か ら明 ら かに

7 (2n′〕(y,81 > o for 2≧ y≧ -2

即ち,

7(2〟)(y,a)=O

の根は 2≧ y≧ -2 の間にはない.従 って,補助定理から直ちに

f(2n)(x,♂)= o

'の根は単位円周上にはないことがわかる｡

111
なお,代数方程式の根は,係数の連続関数であるとい う定理 を使えば,

-40-
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代数方程式に関する若干の新定理とその応用

- Oの根は ∂が小さいとき, ♂- 0 の場合の根 の近傍にあることがわかる｡ 即 ち

am (m- ]･,2･････n')の近傍にあ り, yの実軸上にはない,つま り,yの複素根で

ぁる.このことから, f(2n)(x,a)- O の根は,図 1-2の 2.∂>0 のようにな

ることが知られる｡

b) n- 2r)/ + 1 (奇数)のとき

n′ .

5(n)(x)- xn'(x+1) 1日 x+L am)

nl- l X

1
′

才(n-ll(x) - xn′nH (x+L pm)
111- 1 X

27T
α =2COS m
m ∩+1

27r
Pm〒 2 COS- mn

とな り, a) の場合 と同様な扱いができる｡ (以下省略) (Q･E ･D･)

§2. い くつかの拡張定理

§1で扱った命題の中で条件((1.3)式)は実はきつ過ぎるものとなっていることが

その証明を通 じてわかる｡代数方程式の根の特件が命題 1のようになるために本質的な

ことは,関数が (1.10) 式 のように表わされることである｡このことから,命題 1が

拡張されて,次のようないくつかの一般的な命題が得 られる｡なお,以下の命題では,

n次多項式 夢 (n)(x)の最大 次の 係数 を 1とするO (h(m )(x)も同様)

命題 2 全ての根が単位円周上にあ り, しかも互いに隔離するような2つの実多項式,

ダ(nl(x),h(n-1) (x) があるとき,次のような関数は以下 のような根 の特性をもつ｡

f(2n)(x,♂)- (グ(nl(x))2+ ∂x(h(∩-1)(x))2 (∂は実数)

但し グ (n)(1)キ 0

根の特性

､1, 0≧ ∂≧ - (

ある｡

2. ∂≦ - (

グ(n)(1)

h(n-ll(日

グ(nlr1) ､2

h(∩-1)(1)

(2.1)

2

) のとき,全ての根は (複素平面の)単位円周上に

) のとき, 2n-2 個 の根は単位円周上にあ り,残 りの
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2根は正の･実軸上に~ある｡

3. ∂>0のとき,全ての根は単位円周上以外にある｡

証明 (略)

(注意) 根の特性の分類の中で, h(∩-1)(1)キ 0を特にことわらなかったが,

h√n-1)(1)- 0 のときは 0≧ ∂≧ -- 即 ち 0≧∂に対 し特性 1が成立つ｡

_金星と 全ての根が単位円周上にあるような実多項式 5(n)(x)があるとき,次のよう

な関数は,以下のような根の特性をもつ ｡

f(2n)(x,6)- (9(n)(x-)2+♂(gd(nlrX))2

但し gin'(x)- (Ⅹ三 一 を )5'n',x)

グ(n)(1)キ 0

(2.2)

根の特性

1. ∂≧ 0の とき,全ての根は単位円周上にある｡

2. ∂<0のとき,単位円周からはずれる根が必ず存在する｡もし9(n)(x) の

全ての根が単根ならば,根は全て単位円周上以外にある｡

n

(直意) グ(n)(Ⅹ)のかわ りに首(n)(x)= x 2ダ(n)(x)型の関数 をとれば,命題 3は

次のような関数に対 して成立つ｡

て (2n)(x,♂)- (夢 n',x))2+♂(x芸 g'n'(x))2 (2･2a)

証明

全ての根 が単位円周上 にあるような実多項式 グ(n)(xH g(n)(1)≒0)は次のよう､

に書 くことができる｡

∩

5(nl('xl- x2 ･i(n)(y)

- 4 2 -

(2.3)



代数方程式に関する若干の新定理とその応用

n

i (n)(y-- 1日 y-αi)i-1

i(nl(-y)2=i(n)(y)2

なぜならば,単位円周上にある根は

Ⅹ= ± 1 あるいは Ⅹ- e
iα

1αil≦ 2

(α:実数)

(2.3a)

(2.3b)

に限られ るが, グ(n)(1)≒ 0 よりx-1は除かれる01

x-11 なる根 をもてば 5(nl(x)は′(x+1〕- x2y なる因子 (αi- 0)をもっ o

x- eiα なる根 をもてば,実係数代数方程式に関する代数学の定理11)bゝ らそC).共役

複素数 も根になる｡ 従 って グ(n)(x)は (x-eiα〕(x-e-iα)= (x2+1_2COSα x)

- x(x+1-2COSα)- x(y一ノ宮■2COSα)(y寸V 2+2COSα)なる因子 をもつ.X

(Fl±V'2+2COSa I≦ 2 は明らか)

以上から, (2.3a)および (2.3b)が直ちにわかる｡

そこで,

lil i! i!

5(dn ' (x ) - を x2 (x2- x 2)

と な り , (2.2) の 関数は

d盲(n ) (y )

dy

∫ (2n)rx,♂)=xn(-5(?1(y) )2 +旦xn(y-2 1(y+2 )(
4

と変形できる｡ いま

Ⅹ~nf(2n)(X,a)= 了(2n)(y,♂)

とすれば,

･2 a

-(2n )ry･∂)- (i(n)(y))+丁 (y-2)ry+2)(
f

d･i(n)(y)､ 2

dy

di(n)(y )､2

dy

(7(2n)(-y･∂)- i(2n)(y,6))

- 4 3 -
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唐木幸比古

と な る ｡ 次に

d盲(n)(y )
= 0 (2.fn

dy

の根は,明らかに盲(nlry)= . の根 を分離 し,両関数q?根は命題 2の条件を充たすか

ら,命題 1-2と同様の考察により,根の特性が判別される｡ (以下略) (Q･E･n･)

塵 堅A 全ての根 が単位円周上の単根で, しかも上 (または下)半面で互に隔離する

ような 2つの実多項式 グ(nl(x) お よ び h(n･-21(x) があるとき, 次のような関数は以

下のような根の特性 をもつ｡

f(nl(x,a)= グ(n)(,x)+8xh(r1-2㌦xl

但 し グ(nlr1l･ h (∩ -2〕(11 ≒ o

根の特性

グ(n上 11 g(n)(ll
≧ ∂≧-

h(rl-2)(-1) h(n-21(1)

(2.91

のとき,全ての根は単倖円周上にある｡

2. それ以外のとき, ∩-2個の根は単位円周上にあ り,残 りの 2個は,±1以外

の実根 となる｡

証明 nが奇数のとき, グ(nl(x)お よび h(n-2)(x)は必ず実根 をもっ. 条件を充た

すような実根は-1の他にないから, 2つの関数はいずれ も rX+ll× (偶数 次の多

項式)と表わされる｡そこで以下では n が偶数の場合について考察すれば充分である｡

(∩- 2n′ とする｡ n′ は正整数)

条件を充たすような 5 (nlrx), h(n-2)､(x)は次のように書 くことができる｡

9(n)(x)- xn, k'(Ⅹ+ ｣ αm ) (2･10a)
m- 1 X

h(n-2-(x-= xn′-1･n; 1('x+｣ β｡) (2.lob;
m-1 X

2>α≧ β ≧ α ≧ β ≧ -一･･≧ αnノー1≧ βn′-1≧αn′≧-2 (2･10C)

-44-
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代数方程式に関する若干の新定理とその応用

いま y-Ⅹ+1と置き
Ⅹ

7(nl(y,∂l-x-n′ i(n l( x･∂)

とすれば

n/ n/

i(nl(y ,♂-- 1H y-αm)+♂ H (y-Pm)m=1

(2.12)から

-rn′)(2,♂)
＼

f

-(n/)(al,8)f

" /) (p l ,6)∫

-(n/)(a2,8)∫

-rn′) (β2,♂)f

- (n/ ) (pn/ -1,6)-f

-rn′)(α n′,♂) -rJ

グ(n)(ll+♂ h(n-2)(1)

n′-1

∂∬
nl= 1

(α1-βm) - ∂×… n′-1

n′

〟 (β1 -α )千 (-)1 × 佃 n′-l≦ o
m-1 m

n′ -1

∂∬
m=1i

n′
〟
m=1

(α2-β血)- ∂ × (-)1 × … n′-2

(β2-α )- (-)2 ×佃 n′-2 ≧ onl

( pn/ - 1-α)- (-)n′- 1× (+) 1nl

n′ -1

∂ 〟 (αn′-βm)- ∂× (-)n′-1
脚 亭弓iJ

(2.ll)

(2.12)

~(n′)(_2,8) = (グ(n 上 1ト 8 h'n-2) (_1))× (｣ n'f

図 2-1または図 2-2で知 られるように, n′-1個の根は IyJ<2 の範囲内で

確定する｡ 残 りの 1根は,了(n′)(2,♂)または 了 (n′)(-2ノ,♂)の正負によって

JyI≦ 2の範囲内か範囲外かが決まる.
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Pn , _ 1 P n,-2 β2 β.

- 2 a n, an,-1 a3 a2 a1 2

図 2-1 根の項われ方 (∂>0のとき)

鮎 1 β｡′_2 β2 β 1

-2 an, ar/-1 a3 a2 a1 2

図 2-2 根の現われ方 (∂<0のとき)

∂>0 のとき,

-(n′)(--,♂)= (-)n′f

より,

g(n)(-1ト ∂h(n-2上 1)≧ ′0 あとき, αn/ >y≧-2 の間に1根存在し,

9(n)(-1ト ∂ h(n~2上 1)< 0のとき, y<-2に1根存在するo

(h(n~2㌦ 1)= (_)2(n'-11≧ o)

∂≦ 0 のとき

-(n/)(-,a)>of

より, /

g(nl(1)+8h(n-2)(1)≧ 0 のとき, 2≧ y>alの間に 1根存在し,

-46-
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グ(nl(1)+ ∂h(n-21(11< O のとき, y>2 に 1根存在する｡

(h(n-2)(ll> ol

そこで,以上の結果 を命題 1の補助定理に適用すれば, f(∩)(X,♂)- 0の根の特性

が判明する｡ (Q･E･D･)

皿 反強磁性頼互作用を含む Isir)g系-の応用

§3. 非 Lee-Yar)g系-の別れ道

相転移の性質を知るために,状態和の零点分布は重要な役割をする｡よく知 られる

ように,強磁件相互作用のみを含む格子スピン系 (任意ス ピンの Isir1g系,Heiser)-

berg系など)では,状態和の Fugacity零点は全て複素平面の単位円周上にあり,相

転移は高々一回しか起 らない｡これが,反強磁性相互作用を含む系ではどうなるかとい

うこ.tは充分解明されてはおらず,現在なお,興味のある問題である｡

この論文では,状態和の Fugacity零点が単位円周上に存在 している系 (これ を

以後, Lee⊥Yang系 と呼ぶことにする)が,反強磁性相互作用を含んだために,どの

ようにそれからずれていくか (Fugacity零点が,必ず しも全て単位円周上に乗 らなす､

ような系を非 Lee-Yar)g系と呼ぶことにする)という問題,つま りLee-Yarlg系と

井 lee-Yang系の別れ道がどうなっているかとい うことを Ising系について解明して

みたい｡

§4.最 も簡単な系

a) 相互作用ポンドを1つ含む系

独立なスピンの中に, 1組だけ相

互作用 をしているスピンがあるような

Ising 系の-ミル トニアンは次のよう

に表わされる｡

● ● ● ● ●
Si● ● ○ ● ●

J● ●skき~~~~~- 1 se ●

図 4-1 相互作用ボン ドを1つ含 む系
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J
-U= ~rnH ∑ Si-す SkSe1

(si- ±1 とする) m:磁気モーメン ト

H :外部磁場

J:スピン間相互作用の強さ

状態和は,

zJ- Tr e-Ply p-klT

- T r ep-H亨 sieH skSC

± Tr ｡β-Hfsieβ-H'sk･Se)+%JskSe

(∑′は kとPを除 く総和)
1

旦i _iJ 旦J
=rz+Z-1)n~2re2 Z2+2e 2 +e2Z~2)

即 ち,

但 し Z= ePmH (Z2を Fugacily と呼ぶ)

nはスピンの総数

_e__J

a - e2 (Z+Z-1)∩-2(Z2 +Z- 2 +2e-β J)

となる｡

Z(Z,PJ)- 0

(4.1)

(4.2)

(4.4)

(4.5)

の解は, §1の補助定理から次のようになる｡

βJ≧ 0 のとき,全ての Z 零点 (または Z2 雰点)は単位円周上に存在する｡

βJ>0 のとき, 2m-4個の Z零点が単位円周上 (Z-±iで各々 n-2重根)

にあり,残りの4根が単位円からはずれる｡

つまり,
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J≧ 0のとき, Lee-Yarlg系

J<0のとき,非Lee-Yarlg系

となる｡ (境界はJ士0)

b)弱い最隣接相互作用を含む系

弱い最隣接相互作用を含む Ising

系のハミ/レトニアンと状態和は次のよ

うに表わ され る｡

N - --H∑Si一書(腎 S･S･l i u' (Th 1 J

(4.6)

z- Tr･｡p-H∑Si｡誓言j)SiSj

qn

ヽ Si J Sj

J

図4-2 弱い最隣接相互作用を含む系

(4.7)

- (cosh筈)2T , 〔ePmHfSi,y l+SiSj tanhPf)〕
qは最隣接スピンの数

･n はスピンの総数

JPJl<< 1 として (tanhp-I)1 までとると,
2

/

Z-rcosh PIJ)等 T rt ep-望si(1+tanhiJ(u iSj)〕
qn

- (cosheiJ,Izo ｡1+tanhPj < (≡)siSj,o〕2 2

βmH∑S.1
但 し Zo- T, e

･･(≡)siヲj>0- zL.((fj)SiSj ePm望 si､1

-49-
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<(filSiSj>

TrS･el

く Si>0-

(Pj'<siSj>o

聖 <S･>022 1.

βmHS.
l

Z-Z

PmHS.
甘re 1 z+ Z

-1

_1
Z 二= e

βmH

そ こで,

旦竺

Z(Z,βJ),- (coshPJ )2〔Z+ Z-1)n〔1+ql tanhLJ(一三コ
2 2 2 Z+ Z

q1

= (coshPJ )2(Z.Z-1)n-2〔rz+Z-1)2+竺 tanhLJ( Z- Z-1)2〕
2 2 2

(4.9〕

f(Z,PJ)≡ rz+Zこ1)2+ qiP tanhPJ (Z-Z-1)2
2 2

とすれば,

f(z,βJ)- f(y,βJ)

- (y+2,･ ;n tanh;J(y-2) (y- Z2+Z-2,

βJ≧ 0 のとき f(2,βJ)･f(-2,PJ)≦ O

PJ<0 のとき f(y,PJ)>O for lyZ≦ 2

§1の補助定理と, (4.9-ll)から

J< O のとき, 非 Lee-Yang系

になることがわかる｡ (境界はJ- 01

-50-5
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§5. 二格子橋渡 し型の系

2つの強磁性 lsing 格子が 1

つのボンドでつながっている仮想的

な系を老える｡この系の-ミ/レトニ

アンは次のように表わされる｡

〟 -し㌔ + ㌔ + 〟ÅB

(5.1).

但 し

∴l
n

SS
.ヽ.ノ

A
∑
=り/i

J

J2ニ!<

DUB.-

S
A
∑
-

B
∑

TrJ
山

J

一2 (kC)

､ヽノaH
L●

5′.1ヽ

βも
S

k
S

B

- 聖 書 sk (5 ･1b.)

xABニ ー Ji sA SB

千

図 5-1 二格子橋渡 し型の系

(5.1C)

A A
ここで, ∑ は格子Aにおけるスピン対についての総和,∑ は格子Aのスピンにつ

(ij) 1

いての総和o格子 Bについても同様｡ SA,SB はそれぞれ,格子A,Bに属 し,両者

の橋渡 しになっているスピンで,その相互作用の大きさがJ′になっている｡各スピン

は ±1の値をとるとする｡ さらに,この系は格子 A と格子JB の交換に関 して不変,つ

ま り2つの格子は同じ構･迄を持 っているとするO

このとき,状態和は以下の通 りである｡ I

Z- Tre

- Tr e

-PL･ふ

-β (LUA+悔 1 -βLuAB
e

-51-
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-- T,〔e~β (HA'HB) cosh% ',1+SASB tanh争 〕

いま

ZJ -TreO
-β(-UA+LyB〕

とすれば,

zJ- COSh孝 Z｡〔1+<SASB,0tanh写 二〕
但し

･sASB>｡ - 吉 LT, 〔sASB e ~P(HA+HB)〕
0

格子 A とBが同じ構造をしていることから,明らかに

2

Z = ZAO

@L ZA- T, e
-ilLd A

<sASB>O - <SA>o<SB>O

2

- <SA>O

2

- <SA>A

但し

<sA>A- ⊥ TrSA e
ZA

となる｡ (5.1a)から明らかに

-βLk'A

A

･sA,A - 去 <亨si,A (nA はA格子の如 ン総数)

1 ∂

nA a(PmH)
ln7JA

-52-
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z 1 aZA

nAZA aZ

(5.4-7)から

zJ- C-osh% 'lzAI
2 1

2

nA

(Z- ePmH)

t｡nhiL'(Z禦 虹 ,2〕
2 ∂Z

(5.7)

(5.8)

A格子が強磁性系 rJ≧ 0)のとき, Lee-Yang定理によって,その状態和の Z

零点は単位円周上に分布するo そのことから,･zA(Z)は全ての根が単位円周上にある

ような実多項式 (しかもZA(Z-1)キ 0 は明らか)であることがわかるo そこで,

代数方程式

Z(Z,PJ/)- 0

に §2の命題 3を適用すれば,次の結果が得 られる｡J≧ 0ならば,

J′≧ 0 のとき, Lee-Yar)g系

J′<0 のとき, 非 Lee⊥Yang系

となる｡ (境界はJ′- 0)

§6. 副格子型の系

いくつかの同等な副格子の間に

弱い相互作用があるような Ising

系について考える｡これは第 2隣接

相互作用まで考慮 した Ising系の特

殊な場合に概当する｡

a)二副格子系

2つの同等な副格子からなる系,
/

例えば正方格子系,立方格子系など

のような場合について考える｡

(5.9)

＼ / ＼ // ~＼ / ＼ /

＼＼/∫ ＼ / ＼ ./ ＼＼/

/･T ヽ / /∫ ＼＼ / ＼ / ＼

＼ / ＼＼J / ＼＼ / ＼ / ▲

/ ＼ / ＼ / ＼ / ＼

/ ＼＼ ㌔/ ＼＼ // ＼ // ＼

/ ＼ / ＼ / ＼ /

＼＼ // ＼ / ＼ / ＼ /

/ ＼ // ＼/ ＼ / ＼

/ ＼＼ / ＼＼ / ＼ー＼ / ＼＼＼ / ＼ー＼ / ＼

図6-1 二副格子系
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ハ ミル トニアンは次のように表わされる｡

Ly- LyA + LuB + LKAB

A

LXA - - ユ 呈S ･S ･ - mH ∑･ S ･

2 (吊 1 J 1 I

㌔ HB- 守 (芝､skS e ･--H 君 s k

B

HAB -- Ji (AR?,siSk

(6.1)

(6.1a)

(6.1b)

.(6.1cl

A A

∑ はA格子でのスピン対についての総和, 字はA格子のスピンについての総和O
(ij) AB 1

B格子について も同様p (if)はA格子 とB格子の各スピンからなるスピン対について

の総和で,最隣接のものに限る｡

状態和は次のようになる｡

Z- T,e

= Tre

-P(LXAtUB+LuAB )

-p,HA･HB) Pi'(AfBk､SiSk

e

qn

- (cosh 争 2T , le

(q

-p (HA+HB' '-LB ( 1+ S iS k tanh 掌 ,〕(ik)

は最隣接スピンの数

n はスピン総数 (n- nA+nB- 2nA)

いま ･PJ,.≪ 十 とし, rtanh掌 ,1 までの近似で考えると,状- は

Z-(cosh )ん Tr〔e

qn

pJ′､T m , -P (HAW B)

-54-

(6.2 )

A B

･1+(≡,siSk tanh争 〕
(6.3)



代数方程式に関する若干の新定理とその応用

となる｡A格子 とB格子が同等であることから,簡単な変形により次のようになる｡

qn

zJ- (coshf ,丁 〔zJA +fA tanhf ,Z箸 )2〕 (6･4)

2

zA- Tr e-PLyA (Z-ePmH)

そこで,副格子が強磁性系 rJ≧0)ならば §5と同様にして,次の結果 を得 る｡

J′≧ JO のとき, Lee-Yang系

J′<0 のとき, 非 Lee-Yar)g系

となる｡ (境界は J′-0)

もし, ZA.(Z)- 0 の全ての

根が単板ならば, J′<0のとき ＼

Z,(Z)- O の根は, 単位円の外 -

部 と内部の 2つの閉曲線上にのる｡

･b)三副格子系

3つの同等な副格子からなる

系,例えば三角格子系のような場

合について考える｡

ハミル トニアンは以下の様に表

わされる｡

Ly-LJUA +LuB+LHc+LuABC

(6.5)

A

-A - 一 夏(ij, Sis, --H∑ S il

J 至

図 6-2 三副格子系

LuB = - i (i?i′)Si′Sj′ -mHf,si′
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し㌔ -

J C- てL
∑

ri〟j〟)

LKAB｡- 若 (

は等

■ヽノ

管

:.

A

∑
-Jヽ

A

∑
-′t

状態和は,

Z- T, e

C
I

si"Sj〝~ mH P,si"

AB BC

∑ S･si′ + ∑
(主i′) 1 (i, i 〟1

, a)の場合 と同様｡

-β(㌔ +し㌔ +し㌔ +L㌔ BC)

CA

si′Si"+(iヲi)S i 〟 S i)

BC CA

= Tr｡-P(HA- B･-C)｡T ((買?,)siSi,･(i,Ei",Si,Si"･(i,?,)Si〟Si,
AB

- (cosh掌 )等 T,le-PH o BcH! 1 1･ SiS k tanhT ' (6･6)(ik )

Ly - ･JUA + HB +LXc0

n - nA + nB+nc- 3nA (nA-nB-nc)

rnはスピン総数｡ q は最隣接スピンの数)

･pJ,[≪ 1 として (tanh孝 ,1までとると,

qn

Z- ,costh争 TT,e~Pno(1+,Cfk,.SiSktanh争 〕 (6･7-

A'B,C の三格子が同等であることから,簡単な変形により次のようになる｡

盟

zJ- (cosh%',2 zA 〔zA +蓋 tanh% '(rz2 ,2〕 (618)

2

-56-
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そ こで,副格子が強磁件 (J≧ い ならば 蕪5と同様にして,次の結果を得るo

J′≧ 0 のとき, Lee-Yang系

J′< 0 の̀とき, 非 Lee-Yang系

となる｡ (境界は J′-0)

J′< 0 のとき,状態和の零点は,単位円および, 単位円の外部と内部の3つの閉

曲線上にのる｡

§7. 異方型の系

方向によってスピン間相互作用の大

きさが異なるような Isirlg系 について

考える｡

a)一次元増加型

いくつかの同等な一次元格子間に弱

い相互作用が働いて二次元格子になるよ

うな系,あるい時いくつかの同等な二次

元格子間に弱い相互作用が働いて三次元

格子になるような,次元が一つ増加する

ような系について考える｡

-ミル トニアンは次のように表わされ

る｡

a二止 ｣⊥L'

J′: ;llJJll
α+1-

: ;. ::lJ J lf:l I Jl
図 7-1 異方型 (一次元増加型)

Ly=芝-Uα+芝LUa･a+1

- a- 一拍 S'ia- S'jaL mH号 S字'

d a,a.1 - 若 干 S字-sfα+1'

(7.1)

(7.1a)

(7.16)

鶴 は第 α番 目の格子の- ミル トニアン (格子内相互作用を含む), ㌔ ,α+1

ー57-
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は第 α番 目と第 α+1番 目の格子間相互作用-ミル トニアン,sF は α一 格子に

属するスピン (S((iA-±1) o 系は周期的境界条件 を充たす とするo

このとき,状態和は,

Z- Tre
~βEa-Ua -β喜LKa･α+1

e

･pJ'∑Sさds(α+1)

- Trg e~βH aIale2i 1

- Tr〔(ge~PHa)(cosh争 nα×2g グ (1+ S 'Tsi(α+1)tanh掌 )〕
(7.2)

nαは α格子のスピンの総数

2 は同等な格子の数

･βJ′.≪ 1 として rtanh孝 ,1 までとれば,

Z - T, (雲 e~βHa,(cosh% ',nα×e〔1+誉fs'Psi(α.1)tanh掌 〕

(7.3)

2個の格子が同等であることから, (7.3)は次のように変形できる.

zJ- (C｡ Sh 掌 ) nα×czi [1+Pn｡tanh % '< S'.7-'三〕

Za- Tre
-♂-Jα

･S(㍗,a- t a TrS'lF'e~PHa

- ,cosh筈 ,naxez孟-2〔Z;+孟 tanh号 (Z箸 ,2〕 (7･4-

rz=eβmH)

-58-



代数方程式に関する若干の新定理とその応用

そこで §5と同様にして,次のような結果を得る｡J≧ 0ならば,

J′≧ 0 のとき,- lLee-Yang系

J′>0 のとき, ?FLee~Yang系 / -一一/-/
･/ / /

となる. (境界はJ′-0) .

2/naを有限に保ちながら2- ∞,

nα-- にした場合,上の辞異は保存

される｡

b) 二次元増加型

いくつかの同等な一次元格子間に

異方的な弱い相互作用が働いて三次元

格子になるような,次元が二つ増加す

るような系について考える｡

ハ ミル トニアンは次のように蓉わさ

れ る｡

LU = :aLua T｡,5,,;uaβr
(7.5)

Ha-言 予S字'S 'i竺 1

図 7-2 異方型 (二次元増加型)

_ m 〟∑s(竺11

-a,β,γ -Ji 亨S'idsiP'-Ji' 亨S(ia'S'ir'

(7.5a)

(7.5b)

LKaは第 a番 目の格子の/ベ ル トニアンo Lya,p,Tは格子間相互作用- ミル ト

ニアン｡ J′とJ〝は格子間の弱いスピン間相互作用の強さで,方向によって異な

る｡

状態和を tanh塑 二およ び tanh
2

βJ〝

2
の一次までとる近似では,次のようになるO
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Z- (C｡sh筈 )nα2m(C｡sh葦 ′,nαLm

×Tr〔雷 e

-βLya

2 (a,p.l i I

十 tanh壁 ･∑ ∑S(idsi(r)]〕
2'(a,rl i

〔1+ tanh且と ∑ ∑ S牢1S(.Pl
l I

(7.61

nαはα格子のスピンの総数

pmは同等な格子の数 (J′の方向に2個,J〝 の方向にm 個の格子

がある)0

- '00sh% ''naemrc｡shf ''naem ZT l1

+tanh塑 二∑ ∑<S皇aLa<siWも
2 (α,♂)i

･ tanh筈 (afγ一号<si'ata<Sllrbr〕
但 し,

Z- (cosh% '

Za- T,e
-Jl1-α

･si'a',a - 去 T,Sìa'e~βHa

cosh% ' 'naem i-~2〔zJ｡

2

Za

+(旦 t｡nh空と +
nα 2

§5と同様にして,次の結果を得る｡

J>0ならば,

A tanh% ''(Z8% ,2,nα
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代数方程式に関する若干の新定理 とその応用

些 二 + ヱ tanh壁 ≧ O のとき, Le･e-Yang系,
2 r) a

2
- tanh
nα

tanh% 'ト

ロl

nα

2

tanhjZi l'く 0 の とき, 艶LeeニYang系
2

となる｡

m-2の場合 (J>0)

J′,J〝 ≧ 0 のとき, Lee-Yar)g系

J′>0>J〝 のとき,

IJ′L≧ lJyl ならば Lee-Yar)g系

JJ''Z<JJ〟lならば 非 Lee-Yang系

J′,J〝<0 のとき, 非 Lee-Yar)g系

となる｡

J〝ニーJ′ (J′≧ 0) のとき, (J>0)

2 ≧ m な らば, Lee-Yang系

2< m ならば, 非 Lee⊥Yar)g系

となる｡

§8.不純物スピンを含む系

a) 1個の不純物スピンを

含む系

強磁性 Ising格子中に,

異質のス ピンが 1個含まれてい

るような系について考える｡

ハ ミル トニアンは,

Si Sj

∫ .∫.

J′ 守令 ○

Sk SalJI⊥

異質のスピン

図 8-1 1個の不純物 スピンを含む系
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(I .∫/ a

LU = -す (fj', SiS了 mH∑ S了 T Sa君 s k
l ∠ノ

′
一ヽ

∑
‥り
a
∑
k

/～

は異質なスピンを含むスピン対を除いた対総和

は,異質なス ピンに最隣接するスピンについての和,

sa は異質なスピンで,値は±1をとるとするo

状態和は,

Z- Tre-PH

- (cosh争 qTr〔e~β(H0-m"sa)品 (1+S｡Sk tanh筈 ,〕k

Ho-言 ｡P,I,siSj.- -H号′si

′∑
･I
q

は,異質なスピンを除いた総和

は,最隣接スピンの数

･tanh苧 1 までの近似では

Z - ,co sh % ',q T , le

(8.1)

(8.2)

- β (〟 0-mH S ) a

a 〔1+ tanh4'sa烹 sk〕〕2

- (cosh%')q z｡Z｡〔1+q tanh旦 <S｡>｡<sk>｡〕 帖 3)2

Zo- Tre
一世'itl

za- TreP m H Sa

1

<sk>0= Fo TrSke

-pLyo z 1 ∂z o

n Zoaz

･ sa>｡ - iaT , Sa ePm flSa zza aaZza (Z - ep-H,
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代数方棒式に関する若亭の新定理とその応用

zJ- (｡｡Sh筈 )q〔Z｡za+‡ tanhPJ'(Z語 ｡ zak , ,8･4)2

J≧ 0 のとき, Lee-Yang定理から

Z｡- .品 (ト αi) -2≦ ai<2 (y- Z+1)
i-1

と表わされる｡

また,明らかに

Za - y

他方,

azo z2- 1 aZo

az ,z ay

azJa Z2-1 aZa z2-1

∂z z ∂y z

従 って (8.4-8)から

Z- (cosh-% ',qly H (y-ai,･

nL

i- 1

∂ n

･旦tanh掌 (y-2)(y+2,6; igl(y-ai,〕n

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

(8.9)

(8.9)から明らかに, J′ の符号の如何にかかわらず,状態和 ZJの Z 零点は,単

位円周上にあることがわかる｡ (§2の補助定理より)

即ち,系は,J>0 ならば, J′の符号の如何にかかわらず Lee-Yang系に属す

る｡

(但 し, rtanh旦 二)2 以下が省略できる範囲内で)
2

b) 副格子型不純物スピン系

正方格子や立方格子のよう･な二副格子型の系の,一方の副格子が強磁性格子,他方の

副格子が不純物スピンで構成されるような系を考える｡
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∫

＼＼ /＼ /其 J/ ＼/ ＼ ､ 3′/.J′/b こ/ 一 ＼ ＼ /＼ //,Dl＼ ＼丸 /// ＼/ ＼

＼＼ / ＼ / ＼ // ＼ /

＼ / /:永 二＼ ＼ /

＼ / ＼ / ＼＼五 / ＼ /＼淑 / ＼ /其 ＼ /冗
/ ＼ / ＼ / ＼ / ＼

// ＼ / ＼ ■/ ＼ / ＼/ ＼ ■/ ＼ / ＼

図 8-2 副格子型不純物スピン系

ハ ミル トニアンは次のような形をしている｡

LU - Lu A + LuB + UUABA

dA--‡ (ij,･S iSj - -H∑Sil

B

LKB = ~ mH誉 sk

HAB - 一 芸 (Ag､ISiSk

○異質のスピン

(8.101

(8.10a.)

(8.lob)

(8.10C)

ここで,B碍子上には異質なスピンがあり,異質なスピン同志の相互
A A

作用はないとする｡ ∑ ∑ 等は前と同様｡
(ij)Ii

状態和は次のようになる｡

Z= Tre
-βrHA+H,) 誓′諾,SiSk

e
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- (C,osh 筈 ,qnBTr〔e~ P'HA+HB)(37,., 1 + S iS k t･anh 筈 ,〕

(8.l l )1

nBは,異質なスピンの総数

q は,最隣接スピンの数

･tanhT')1 までの近似では,

Z- rcosh%',qnBTre-P(HA+HB'(1.(貰kB, siSk tanh% ')

｡ (cosh筈 )qnB ZJAZBl1+qnB tanh% '<苧i,A <sk,B〕

(8.12)

ZA-Tr e

ZB-T, e

-β:JA

-P･Jlう

z ∂

<si>A= TA aTi PnZA

z ∂

<sk>B =TB 6TzPnろB

鮮局

z- (cosh%')qnB〔zJA ZJB+niA tanh% '(zaa ,(zaB ,〕
(8.13)

J>0 のとき, Lee-Yang定理から,

zA - 貰 ry-αi, -2≦ai<2 ･ y-Z王
(

と寿わされる｡ また,

ZJB - y
nB
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そこで,

Z- (co sh + ) ly
βJ′､qnBr nB nHA

〟 ry-α･)+
i-1 1

qnB

nA tank ;I(y･2,,y-2)ynB-1

∂nA
x - H (y-ai )〕

∂yi-1
(8.1'4)

(8.14)から明らかに, J′の符号の如何にかかわらず状態和の零点は単位円周上に

ある｡

即ち,J>0 ならば,

J′きOに対 して, Lee-Yang系

となるd

nB - nA のとき, nA - ∞ の極限においてもこの性質は保存 され るo

～

なお (8.lob)のかわ りに

B

-B - 一 芸 (芝 ､skS2- -11誉 sk
(8.15)

として も (8.13)は成立つ｡そこで, J〟 -0でなくても,J〝>0(J〟キJ) なら

ば,上のことは成立つ｡

J〝-Jの場合は副格子型となり, §6のような結論になる｡

§9. ディスカッション

これまでに検討を加えてきたいくつかの系に関する考察から,次のことが知 られる｡

1.反強磁性相互作用 を含む Isir)g系は多くの場合非 Lee-Yang 系 に移行するが

直ちに非 Lee-Yang系に移行するとは限らない場合 もある｡

2･副格子型の系の考察からわかるように,反強磁性相互作用の導入によって,相転

移が 2回以上起る可能性があらわれる｡ 特に,三つ以上の同等な副格子を含むような系

では 3回以上の相転移の起る可能性が示される｡

3. 強磁性スピン系の中に,孤立的な反強磁性スピンが含まれる場合には, Lee一

丁ang系が保たれる｡ (一定の近似内で)
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､なお,われわれの考察の範囲は,反強磁件相互作用を含むスピン系について全面的に

カバーしたものとはなっていない｡特に,根の分布関数については,強磁性系の場合 と

同様,今後の課題である｡

最後に代数方程式に関して若干のコメン トを加えてみたい｡

よく知られるAbelの定理によって, 5次以上の代数方程式は,一般には,代数的解

法によって解 くことはできない.即ち一般には,′全ての根を個々に,係数り関数 として

具体的に公式化することはできない｡ しか し,根 と係数の間には定まった関係があり,

根は係数の連続関数になることが知られている｡

Lee-Yang-Asar)Oの定理や,この論文などで知 られるように,代数方程式の個々

の根については解けなくても,根の集団としての何らかの性質,つまり根の特性 という
bP

ものが,係数 との一定の対応関係のもとに把握 されることがある｡このことは,もう少

し一般的な形で定式化され得るのではないだろうか｡

例えば,最も簡単な代数方程式の1つである2次方程式の根の特性は, しば しば実根

か虚根かという形で判別 される｡ しかしながら, §2の命潜 1からわれわれは,その把

え方が2次方程式固有のものに過 ぎないことを知る. つまり,命題 1･のような場合に,

実根か虚根かとい うことは二次的な意味しかもたない｡こういった問題は,もう少 し一

般的に定式化 され得るのではなかろ うかというのがわれわれの感想である｡
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