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§1. 序 論

Brown 運動の現象論1)は Brown粒子の運動量 P(t)に対するLangevinequation

(L･Eq.)を 基礎 とし,Brown粒子に作用する random forcef(t)は通常Gaussian

でかっ whitenoiseであると仮定される｡この仮定の もとに M aster equation(M･

Eq)と し て二階の微分方程式であるFokker-Planck(F-PE q.) が 導 か れ る｡ この

classicalなsto.chasticmodelの精密化あるいは一般化 と し て 次 の 三 点 が 考えられ

る｡

a) random force f(t)はnon-Gaussian である｡

b) f(t)の相関時間は finiteである｡ (no_n- dlite)0

C) も･Eq.は P(t)に関 して非線型である｡

この小論ではLangevinmodelを b)の方向に沿 って一般化 した線型非 マルヲフ

Brown運動 を考察する｡このmodelの揺動散逸定理 との関係はすでにKuboL2)Qこより論

じられているが,我々は b)の一般化にともないM.丑q.がP-P Eq.からどのように変

形 されるかを調べる｡この為にMorietal.3)によるM.Eq.の exactな ∂一展開公式

と線型非マルコフBroW一運動に対する semidynamicalな stochasticmodelを用い

たo質量比 ∂(≡ m/M･m･M は熱浴粒子及びBroTn粒子の質量 )の巾展開の形で我

我は t≫ T｡の所 でなりたつマルコフな無限階のM.Eq･を導いた｡ここに 丁｡は b)で

述べた random forceの相関時間である｡このLongtime MarkofイianM･Eq･

は recurrentformで求まりMorietal.3)により導出されたマルコフなM.Eq･ と

異なった構造を持 って串 り,又 6- 0,Tc- 0, 6/TC- I ;const･のもとで F-P Eq･

に帰着する｡

-§2で線型非マルコフBrown運動の stochasticmodelを定め,§3で IJOngtime
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M.Eq･を導出する｡ §4において運動量時間相関々数をLongtimeM.Eq及び L.Eq･

から求め一致することを示す｡ §5において exactな非マルコフM.Eq.のマルコフ化

について若干のコメントを行 う｡

§2.線型非マ/レコフBrown運動

簡単の為一次元自由ブラウン運動を考える｡現象論におけるLangevin方程式及び F

-p Eq･に対応するmicroscopicな方程式は非線型揺動の一般-ia4)&び肌 Eq･の ∂展

開公式3)k用いて次の様に与えられる｡

Microscopic Langevin Eq･4)

孟p(t)- JtE(p(t-S),S)ds十 王(t)0

I(PIS)-1/fo(p)･孟[fob)<f(S)f(o)‥p,]

f(t)-U(t)(1-刀)iLp(o)≡ U(t)∫(o)

U(t)-exp[i(1lLJZ))Lt]

ここ に

(2･1)

f.b)は M｡ⅩW｡11分布 (-Jb/2打M ｡Xp(-βp2/2M)),β- (kT)-1. Lは

のLiouville作用素であり,LPは次で定義されるprojection作用素である｡

LPG反)≡ f G(Ⅹ′)♂(p′-p)peq･(Ⅹ′)dx'/ fo(p)≡ <G;p> (2･5)1

ここに Peq'はカノニカル分布である｡<iLp;p>- 0よりf(o)-iLp(0),すなわち f(o)

は熱浴粒子の Brown粒子に及ぼす力である｡

MicroscopicMasterEq･3)

影 (｡,t)-ni.(-1)n(孟)n'1f.b,J ds<f'o)Sn.1(S,;p,孟 (f(｡,t-S)/fo励)
Cく〉

≡ ∑ Dnf(p,t) (2･6)n-0

こ こ に

-122-



線型非マルコフBrown運動とMasfer方程式

t tn-1

Sn.1(t)- J'dtl-′ dtnU(t-tl)LJZ)'f(0)･･･U(tn-1ltn)LP′f(o)U(tn)LJZ'′f(o)0 0

であり,LP ′ ≡ 1-i,i)である｡

線型非マル-3フな Br｡wn運動を (2･1)の右辺にあらわれる f(t)定関して次の仮定

を置 く事により定義する｡

1)線型性 f(t)はpに独立である｡故に

f(t)= expi(1-LP)Lt･f(o)-expiLot･f(O) (2･8)

ここに Loは Brwn粒子を fixした時の Liouville作用素である｡ f(t)は pを含ま

ないから(2･1)と (2･2)よりL.Eq.(2･1)は pについで線型であり,又 <f(t);

pゝ - <拍 )>- 0,但 し<G> … ′Gpeq血･

2)非マルコフ性 f(t)は系が初期にカ/ニカル分布を時つとき Gaussianであり,

<f(t)I(0)> - < f2>exp(- t/Tc)

< f2> 〒 mkT/ (T｡)2

(2･9)

(2･10)

m は熱浴粒子の質量である｡ 一般に質量mの粒子からなる多粒子系においては

<f2> - mkT<a･2>av (2･11)

⊂X)
ここに<W2>av≡ J'f(a')a'2dwであ り,f(a)は frequency spect-rum

O
【事>】

f(a,)…÷J-coswt･<p2>1<p(t)p(o)>dt (2･12)0

である5.)Brown 粒子と熱浴粒子の間の相互作用 と熱浴粒子間の相互作用を等 しい と考

え,かつ Brown粒子を含む系の microscopicな characteristictime T｡ とし

て 1/ノ三石ちこ をと､る㌔ゆ仮定 2)が導かれ る｡線型非マルコフBr｡wn運動に対す

るこの S̀tochastic'modelに対しては以下で示すように (2･6)式から長時間のと

ころでな りたつマルコフな M･Eq･を質量比 ∂(-打/M)の巾展開として closed

fom で求めることが出来る｡
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§3∴ Long TimeMasterEquation

M.Eq.(2･6)の右辺の longtime behavior(t≧tr… 丁ソ/♂)を §2で指定 し

たモデルについて調べる｡ tr- 丁/ ∂は'Brown粒子の運動量 pの relaxationtime

であ りら以下でみるように t2 0(Tc/8)の場合にのみマルコフ的記述が可能になる｡ 時1
間領域のこの制限のもとに (2･6)の積分の上限をtから-に変えると,e-t/Tc e一丁
のオーダーの誤差が生 じるが ∂→0の時の誤差は ∂の任意 の巾 ∂mより小さい｡ kT-

1,Ⅴ ≡ γp, γ≡ √面~とする｡ (2･6)において f(V,七一S)をf(V,t)で置

き替えると, ∩-Oよワ

動 (V,t)-√表 意 fo(V)JI<f(0,f(S),ds£(f(V,t)/f｡(V))

○く)

0

- モ £ [vf+ £ f] (3･1)

ここに I).につけた suffix(山 まく3･4)の展開の第-項から生 じることを示 してお り,

fo(V)- 1/JrT27exp(- V2/2).f(t)は pに独立であるから<fG)f(o)･,p> -

< f¢)(o)>,又 LP ′-1-L,i)- 1-LP はp に独立な力学量Gに作用する時

LP′G - (1-LP)G - G -<G> (3･2)

となる｡ f(I)は Gaussianで<f(I)>-oだか らnが奇数のI)nf(すlt)は常に零に

なる｡ n - 2から f(V,t-S)→ f(Ⅴ,t)により

D皇1)f(,,t)千 SyTc(蕊 )3f｡(V)(£)tf(V･t)/ f｡(V)) (3･3)

一方 f(Ⅴ,i-S)をtのまわ りで Taylor展開して

f(V,.-S)-言上 迂 意 f(V,I,n-o n!
(●3･4)

これを(2･6)に代 入す る と DLl)に対す る0(∂2)の補正が (3･4)の第 2項 と ､D.

(2･6)で定義されている )から生 じる｡

Di2' f(V, t)-一幸 (蕊 )f｡(V,JI守 f(0,i(S), sds･(£)去 (iv)fox

OO
0

j<f(0)i(S),ds(i)ff/fJ0
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一引 i )fo周 fo-1(冶 fo若 くf/I.) '3･5)

ここで (3･4)の第 2項の ∂f/∂tを (3･1)を用いて表わ,した｡ D(.2)は Tcの間の f

(V,t)の変化 を考慮に入れた時にあらわれ D(21)とI)(02)で F-P Eq･(3･1) に対する

o(∂2) の補正を与える○こわ補正は Lebowitz,Rubiw7)と一致するが<f(0)sh+I(S)>
∝∂(S)と仮定 したMorietal.3)によるマ′レコフ化では D(02)QまあらわれないC この点

は §5で議論する｡

次に(2･6)の ∂展開の systematicprocedureを考える｡ f(t)の性質 1)2)よ

り, Dgnf(Ⅴ,t)は 0(∂n+1) 及び ∂のより高次の項からなることがある｡ e-Vaの
order の補正を無視 して,

貿- 芸 8n･1[TnOf+ TnlR I Tn2算+････-] (3･′6)n= 0

ここにTneは--

･ne- 吉 (a)2n'1fo(V).f<f(0,S2n･1(S,,# ds･富田 (3･7)

で定義される作用素である｡次に il昔)を以下で定義する｡

CX)

止し- ∑ SnL三f∂t n=1

∂f
- -2:W ∂n+lL2n f
∂f n-1

- n萱1 ∂n'm~1Lmn f

(3･8)

(3･9)

(3･10)

(3,8,9,10)を(3･6)に代入すると

蛋-n藍6n'llT:f･Tnl孟∂nLlnf･Tn2nE:1∂n'1L2nf十･･････] (3･11)

(3･8)と(3･11)の右辺 を比べて

Lln-葺…eni-1lTie Len+iI Tnl

0

又 (3･8)と (3･9)から
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∂2f -
一二て こ ∑
at2 n-1

Cく) oQ

∂n'lLanf- = ∂nLlnmE=1∂m 己n fn-1

∂のorderで整理 して

L2n-i.jSn.1 LliLlj i≧1,j≧1,

この手続 きより一般に

/

Lln -J1...-.,f= n.i-ILljlLlj2･･･Llji

(3･12,15)よ り

(3･13)

(3･14)

(3･15)

Lln -ini2.n8-ill Tfjl+_...,f=n_i-1 LljlLlj2･･･-己jeITOn-1 (3･16)

(3･16)から明らかなように Llnは tLと,1≦m≦n-1) により表わされ,かくし

て Llnはrecurrentに求 まってい く｡但 しLll-TO.0 (2･8,9,10),(3･2,7) より,

ien∝七 と f2,n'1(Tc ) 2n'1ゼ - (Tc)e -1 , 但しkT-iiii]

故に Lln∝(1/Tc)がわかる｡かくして T;- 0,∂-0 8/Tc-E;const.の時,吹

の F-PEq.を得る｡
の

_壁
∂t- 6TO.f(V･t)- E g lvf･8% f], t,0

il 3<Z
'= こ に E-芯 F ./<f(t)∫(o)>dt-8/ TC･

(3･17).

§4. Momentum Autocorr,elatiIOnFunction

Brown粒子の運動量時間相関々数 ¢(t)は Lapgevin方程式 (2･1)から,又

t≧ o(tr-)に対 しては Long time M･Eq.(3･8,16)から求まるo f(t)の性質 1)

2)より(2･1)紘

fp(t)- 一意 肯 .f te-S/Tcp(t-S)ds+f(t) (4･1)
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から4), t=0でのp(i)の値 p｡が与えられた時の P(t)の平均 面(t)紘

% p-(t)--i

を満たす｡これを解いて

ほi] H

V .J･e-S/Tcp-圧 S)ds

t2～ t､r- Tc/6k対 して

百(t)-

故に

1-√i=すす
2㌔

1 1+JrF盲甘 -

√手二五｢ ~ 2

倉石(t)-

1-√｢了甘

2Tc

1-√三万~

2㌔tpo+o(e-y8)

6(t)+0(e-yTa)

(4･2)

㌔ (4･3)

(4･4)

め(勺は承tW o･<po2>-MPin )/p｡で与えられる?

次に M.Eq.(3･8,16)を用いて t≧trでの ∇(t)-･J●Ⅴ(,,t)dv を求 めよう｡

(3･8)より

(X)
意 V- (t)- E Sn/vLln f (V , t )dv (4･5)n=1

ここ毒 ｡-1/8の ｡rderの補正項は省略してあるb §3で示 したようにLiは iTcm)
の積の和であらわされる｡これを (4･5)に代入しⅤ-space での積分を行 うと,部分

積分によりTemv(eキ0)を含む項は衛 しない事が (3･7)~よりわかる｡そこで作用素

Mn を Lln-L三(tTem))においてTem(eキ 0)-0 をおいて得られる作用素で定

義する｡ (4･5),(3･12)を用いて,

oo n-1

離 (t'-J vl6TOo'nz-2∂ne-EITeo,I....葛C=n_1Mjl･･･Mje]f(V,t)dv

.-JIv[∂T:･n!2∂n-TOoBnil(-Tc)ej1....宅e=n_1Mjl･･.Mj･e]f(V,t'dv (4･6)

ここで TB.-(-Tc)AT:を用いた｡母関数m(Z)を
0く)

m(Z)-∑M｡ zn
n=1
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で定義する｡ Ml- TO., h≧ 2に対 して (4･6,7)より

Mn-T Oon∑1 (-Tc)e
=1

が な りたつ｡ (4･7,8 )よ り

Cく:)
m(Z)-TOo z+∑ TO.

rF2

1 ∂n~1

(n- 1)/ ∂znl

(n-1)/

[m(Z)]e

匪 enEl(-Tc-(Z,,e]Z-ozn
- TO.Z(1+ Tcm(Z))-1

故にm(o)- 0を用いて

m(Z)-(-1+両 手煎 )/ 2Tc

TO.の adjoint作用素 A.rを J'fTO.gdv-J'gA｡fdvで定義す ると

A. - - 1/Tc･li2lVg]
Ⅴは ｣｡の固有ベクトルである事 を用いて

告V-(t)-J'vm(8)f(V,t)dv

′ f(Ⅴ,t)
-1+Vl+~4rc♂A｡

2 Tc

vdv-
2Tc

百(I)-γ~17(I)から, t≧trの時

告 p-(t)ニー(1-vrTW )/ 2TcF(t)･0(e~y'8)

(4･8)

(4･9)

(4･10)

(4･11)

守(t) 1(4･12)

(4･13)

(4･4)と (4･13)から.Longtime M.flq.(3･8,16)よ り求まる p(t)あるいは ¢
1

の t≧ trでの振るまいは LangevinEq.(2･1)からえられるものと0(e-す) の誤

差を除いて一致することが わかる｡一般にLangevinEg.(2･1)とM.Eq･(2･6) は

dynamicalmodelを扱 う場合においてのみ equivalentであるが,上に示した結果

は我々の IDng time M.Eq.の validity に保障を与えると考えられる｡ ･
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§5.結 び

classicalな Brrown運動論を非マルコフに拡張 した線型非マルコフなBrown 運動に

対 して, Longtime MarkoffianM･Eq･を導出したoこの方程式は recurrentform

で求まり,このことは非マ′レコフ■な exactM.Eq･からマルコフなM･Eq･を t≫ T｡

で導出する際に他にも見 うけられる｡8)Morieta13)によるマ′レコフ化では (2･6)より

i f(｡,t)-≡ (-1,n孟･n'1f.･個 ′ ds<f(0,Sn.1(sh ,ま く豊 )(5･1,

0く)

n-0 0

が得 られ る｡ すなわち random forceの相関々数< f(o)Sn+1(S);p>は Diracの∂

関数に比例す ると仮定 されている｡ small parameter6は 旭 cro変数 Aを用いて

♂- o(A)とあらわせるが, non-dimensi｡nな形であらわすと 6-Tc/I,となる｡こ

こに Tcは random forcheの相関時間をあらわ し系のmidro.scopiccharacferistic

timeの orderであり Tr は macro変数の relaxatior timeである｡M･Eqの ∂展

開を行 う場合, 丁｡は Tr に比べて十分小さいが, finite な量 であ り T｡の時間での r
の

(p,t)の変化を考慮に入れる必要が生 じる｡このことか ら f(p,七一S)を∑Gs)A/n!m=0

(ayatn)f(p,t)とあらわ しとれを (2･6)QC_代入 して右辺 を ∂の orderで整理す る

ことが必要になった｡

この小論では Brown運動の簡単な stochasticmodelを考察 したが,一般の場合

にも同様の手続 きが必要であると思われる｡

以上述べた結果を導 くのに random force f(t)の Gauss性は不必要である｡

§3で述べた Dnf-0forn:'oddは対称性より導かれる｡
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