
ガラス状物質の格子振動
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§l 序

相互作用の力の定数が, ランダムな分布をしている場合の一次元鎖の格子振動は, ガ

ラスや無定形物質の一つのモデルと老兵ることができるol)モデルとして単純すぎるが

数学的な厳密解があ ｡,また･ P･Pean達2,3)の研究 した有限個の原子からなる一次元

鎖の調和振動子の振動スペク トルの計算機実験 も存在する｡従 って,これ らのモデルを

ランダム系の格子振動の問題 として, グリーン函数の方法を応用 して求めた振動スペク

トルの数値計算の結果を,･厳密解,或いは,計算機実験 3)と定量的に戟べてみることに

興味がある｡

そこで,準備として, §2では,グリーン函数のキュムラント展開による計算の方法

と, C.P.A による近似計算法を示す｡ S3では,力の定数が,ガウス分布,及び,

矩形分布 しているモデルを例に,取 って,振動スペクトルの数倍計算を行 う｡ S4では,

この数値計算結果 と計算機実顔の結果 と比較を行い,簡単なコメントを与える｡

i2 キュムラン ト展開とC.P･A

一次元鎖の原子に,左から右-原子位置を指定する番号 Pをうつ と,調和振動子の正

確なグリーン函数の運動方程式は,一般に,

∑〔Q･2 6cc〝-◎(P･P〝)〕･I)(P"･P′)-N･6u′′〝 (2.1)

として表わせる｡この論文では.最近按原子間の鮮合定数が,互に独立に. しかも,あ

る確率分布函数に従 って分布 しているものとし, グリーン函数の運動方程式 (2･1)を,

(i)キュムラント展開の方法,および, (ii)C･P･Aの方法で解 くことにする｡

(i) キュムラン ト展開の方法

(2.1)式を摂動展開で計算するために, 調和振動子の力の定数を,平均のカの定数

や(P-P′)と,それからのゆらぎによる力の定数 6(P,P/) に分割する｡
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(2.2)

一九 最近按原子間の力の定数 r(P,P-1)における期待値を,<r>とすると,それ

からの外れをランダムカ

β(p,p-1)-γ(P,P-1)-<γ>

として定義できるから,

(2.3)

V (-1)ニー<γ>/M,V (0)- 2<r>/M,V (1)- -<r>/M
(2.4)

となり,またゆらぎの部分は,

e(p,C-1)ニ ーβ(P-1)/M , e(PIP)- (β(P)+β(P-1)I/M,

e(p,p+1)--P(P)/M

となるC,

無摂動状態のグリ-ン函数は,

∑〔a･2∂Le〝-V(P-P〝)〕･Do(P〝-P′･W2)-N･∂u′L〝
をみたす｡無摂動状態のグリーン函数のフ- リェ分解を,

D ｡ (P ･W 2) - ユ ∑D ｡ (q,W 2) ･exp -(iq ･ P )ltT

とすると, (2.6)式から

Do(q･W2)- 〔W2-flq2〕~l

flq2- 4くγ>･sin2‡/M

が得 られる｡

次に正確なグリーン函数のプー リェ分解 を

(2.5)

(2.6)

(2 .7)

(2.8)

1

D(q,q',W2)-有 Lf,,(P･P′,W2)･exp(-iq･P'iq′B') (2･9)
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と定義 し, ランダムカによる結合定数のフ- リェ分解を

1
6(q,q′)- 亙 EEC′8(C･P′)･exp(-iqP + iq'P′)

と定義すると,正確なグリーン函数の運動方程式 (2･1)のフ- リェ変換は,

D(q･q′,W2)- Do(q･W2)･Sqq′

+I)0(q,a･2 ) ･∑e (q･q l ) ･I)(ql,q′,W 2 )

ql

(2.10)

(2.ll)

となるb (2･10)式の最近按原子間のランダムカによる結合定数のフ- リェ成分は,

6(｡･｡′)- NiM ･Sin‡ ･sinqi･e-i'q-q′)

･∑β(C)･｡-i(q-q')●e
e

(2.12)

の形に表わされ,これは,波数 q と q′ の函数積の形になっているので,Matsubara

一丁onezawaのキュムラン ト展開の方法4)が,そ っくりそのまま使える｡その結果, 1

ケのランダムカによる多重散乱のみを考慮 した近似で求めた自己無撞着解のグリーン函

数は,

<D(q,u2)> - 1/〔W2一意 <γ>sin2‡ -∑(q,W2)〕 (2･13)

とな り, 自己エネルギーは,

･(q･W2)-意 sin2‡･n誓1Cn･Fn-1(W2)

F(W2)-孟 吾 sin2‡ ･<D(q･u2)>

(2.14)

(2.15)

として表わされるoここで n 次のキュムラン ト値 Cn は･一般的に･モーメント値 とキ

ュムラン ト値の関係を与える公式
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Cく)

pn<eβ(e)･x>- ∑ cn･xn/n!
n=1

(2.16)

から,確率分布函数 P(β) が与えられれば,計算できるOかくして,キュムラント展

開による振動スペク トルが

p(W2)ニ ー÷ ･Lym ∑<I)(q･a･2)> (2.17)
q

として表わせる｡

用) COP.A

c.p｡Aでは,最近接原子間に,ある有効的な力の定数 γ米 を仮定 し,それからの外

れ として ,

β 米 - γ- γ米 (2.18)

と定義されたランダムカが,第 p-1番 目原子 と第 6番 目原子間にだけはたらくとした

ときのフォノンの散乱問題にするO γ米は,この散乱マ トリックスのランダム平均が,

ゼロになる条件から,自己無撞着に決める｡まず,無摂動状態のグリーン函数の波数 q

のフ- リェ成分は,

D(q,W2)- 〔u2-～flZ〕~1

≡id

n - 4γ米 sin2‡/M

･～ 2

q

(2.19)

(2.20)

として求まる｡次に,正確なグリーン函数の運動方程式は, (2･11)式に対応 して

D(q･q′,W2)-ち(q･W2)･6qq,
5i::▼ウ

+D(q･a･2)･∑ 7(q･ql)･D(ql,q′,a,2)
q2

(2.21)

で与えられる｡ 7(q,q')は, (2･10) 式に対応する量であるが,今の場合,唯一ケ

の最近接原子間 (P,P-1)だけにランダムカがある点に注意すると,これは,
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7(q,q′)-
4(r-r米)

N･M sin号 ･ sin 91･e-i'qHq′)2 (2.22)

となるo (2.21･)式は,摂動展開で,散乱マ ト1)ックスを使 って,簡単に,書き通せるo

すなわち,

D (q･q′,伽 2) - ち (q･W 2 ) 6qq′+ 石 (q･W 2) ･ T(q ･q,･W 2)

･石 (q′,W2)

ここに,

･(q･q′･W2)-蕊 (r-r米)･sin一百･
q

/〔1-(r-T米)･首(U2)〕

首(W2)-嘉 吾sln了 ･石(q,W2)

.2q

q′

Sln - I e
2

一言(q-q')

(2.23)

(2.24)

(2.25)

である｡ (2･23)式に,ランダム平均を行い,ランダムカによる散乱がないという条件

をつけると,

･T(q,-W2),-孟 sin21 ･上;(,-r米)･〔1-(r-γ米)･F(U2)〕~1

･p(㍗-r米)･αγ- O ｡ (2･26)

故に,'確率分布函数 P(γ-r米)が与えられると, γ米が, (2.19)式 と (2.26)式

を用いて自己無撞着に決まる.このとき, C･P･A の波数 q のグリーン函数は,

<I)(q,W2)>-ち(q.Q'2)

として決定されるので, C.P.A解の振動スペク トルは

p(W2)--‡Lym∑石(q,W2)
q
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として定義されるO

や

S3 数値計算

(i) ガウスの確率分布函数

(a) キュムラント展開の方法

最近按原子間のランダムカの確率分布函数が,

1

p(T-<γ>) - (花1) 2 ･ exp卜 (γ-<γ>)2/Al (3･1)

として与えられると, (2.16)式のキュムラント倍は,ガウス分布函数の特殊性のため

に, 2次のみが,即ち,

C2-<(r-<r>)2>- i
(3.2)

として有限値になり,他の次数の全てがゼロになる｡自己無撞着解の自己エネルギーは･

･(q･W2)-4･C2･Sin21 ･F(W2)/M (3･3)

F(Q'2)ニー
1 QJ

<'>+ C2･F(W2) †意(<r>･C2･F(u2)ト W212
(3.4)

として求まり, (3.4)式をF(W2) について解 くと, 4次方程式になる｡この方程式

の根の内で,物理的に意味のある解は,一つ しかないために, (3･3) 式の自己エネル

ギーは,一義的に定まり,波数 q のグリーン函数 (2･13)式が完全に決まるbこれ は

一般的な分布函数で取 ｡扱 ったHindley の自己無撞着近似の解法 1)と同一であるが･

彼の結果 と異なる点は,ランダムカ をガウス分布函数に選んだために,厳密解 の例にな

っていることである｡

(b) C.P.A

c.p.Aのランダムカの確率分布函数払 (3･1)式の平均的なカ <γ>を γ米 で

置きかえたものなので, (2･26)式は,
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首｡W2)-｡諒 ･/三m ex｡ (-t2) ･lz-t〕-1dt

1

).3 ･ Z - γ米+'首(伽2)~1

として計算される｡ (3.6)

式から決定 した γ米債 を使

うと, (2.19)式のC･P｡A

解のグリーン函数が求まる｡

そ こでき 質量 M-4,辛

均的なカ<γ>-γ米- 1

に取 り, ガウスの確率分布

函数 として, i-0.02'

0.08と 0.32の値に取 っ

た場合のキュムラント展開

とC.P.Aの方法で求めた

振動スペク トルの数値計算

結果 を図 1で示す｡この図

から, C.P.Aで計算 した

結果の方が,計算機実験の

結果3)と良く合 っているこ

とがわかる｡ C.P.Aの特

性は,ゆらぎ)が大きくな

ると,負の2乗振動数側で

も,振動のスペクトルが有

限にな り, しかも,高振動

数側で,長い尾を引く点で

ある｡これは,自己工東ル

ギー内に高次のゆらぎが老

(3･5)

(3.6)

1.21.00.80.60.40.2 A- O.02Iヽヽヽヽ ノ t､ J l● ′ llIlIl l l l l t l l

O.I.00.80.60.40.2.｣■一.● tLJ0 0.2 0A O.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2,0

､ヽ 1 - 0.08

●-.-ll一一~､___-一 ヽヽ一ll●l l l l l l

-0,2 ()1.0O.80.60.4.i 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 】.8 2.0 d̀tIIヽ､ Ji- 0.32● ●ヽヽ -_ ● 一､､ ●､､､､tl l l l l

図 1 ガウス分布函数の振動スペク トル

;C.P.Aの計算値

;キュムラント展開の計算値

- - ･ ;計算機実験3)
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慮 されるためにおこる現象で調和振動子のモデルがこわれたことを意味する｡

8

(ii) 矩形分布函数

(a) キュムラント展開の方法

最近按原子間のランダムカの分布函数が

p(γ)-1/21

-0
として与えられると, (2.16)式の関係は,

-1≦γ≦ l

Jγl>1

9(),Ⅹ)- }x-Pnx-Pn21+Pn(卜 ｡~2lx)

0く)

- n=EI Cn xS/ S !

(3.7)

(3.8)

となるo n次のキュムラント値を計算するために, 9(i,Ⅹ)の xの一階微分函数 を,

Ⅹについて級数展開を行 う｡これは,

d

dT詔 (l･x)三 ･七

○く)

- ∑

2Jx

e2}･x-1

+ lx-1J

(- 1)n･Bn･ (21 ) 2n 2n_ 1

r言1 ( 2n) !

として求 ま り･ Bnは･ n次のBernouli数で,これの数項は･

1 1 1 1 5

B1 - 6･ B2 = 30, B 3 = 42･ B4= 30･ B 5 - 66

として与えられる｡従 って, (3.8)式の n次のキュムラン ト値は,

C2n-
∂2nグ(i,x)

C2n+ 1 - 0

(-1)n(21)2n･Bn

2m
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として求まる｡ かくして, (2.14)式の自己エネルギーは,

≡ (q,0 2) -意･

.2q

sln一言･nE=1C 2n･F2n~1(W 2)

F(W2) -意上:sin2;･<D(q,伽2)> dq

(3.12)

(3.13)

として計算 されるが,ゆらぎ)の小さい場合に使える最低次の近似を行 うと, (3･12)

式の自己エネルギーは,

EH.A(q,a･2)- ･C2･F(W2)･ sin2‡ (3･14)

となり,しかも, F(Q'2)紘, (3.4)式になる｡この解は,Hindleyが, 自己無撞

着近似で計算 したグリーン函数の結論と一致する.

(b) C.P.A

ランダムカの矩形分布函数は, (3.7)式で与えられるから, (2.26)式は,

r米- 1/芦(W2)+2人･(i+1/(e21'首(W2)-1)J (3･15)

育(W2)= - ユ ･ 〔
r米 1

1

21rJ
23‥

米

㍗
4

IM
n
U

F
艶 (3.16)

となるので,この関係式から, r米 を決定すると, C.P.Aのグリーン函数が求まる｡

(i)と同様に,物理定数を,M-4,<γ>- γ米 - 1,に取 って, i- 0.02･

0.08 と 0.32の場合の振動スペク トルの数値計算結果を,図 2で示す｡この図から,

いずれの数値計算結果も,計算機実験3)と良く一致することが知られる｡

i4 結論 と討論

最近按原子間の力の定数が,ガウス分布,或いは,矩形分布 しているモデルの調和振

動子に関する振動スペク トルの計算を,キュムラント展開とC.P.Aの方法で数値計算
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○

を行な うと, C｡P･A計算

の結果の方が,計算機実験

をうまく説明することが結

論される｡

分布函数の違いから生 じ

るC.P.Aの振動スペク ト

ルの形状の相違点は,ガウ

ス分布函数の場合にのみ,

高振動数側で尾を引き,ゆ

らぎ)が大きくなると,負

の振動数側で有限値になる｡

しかし,矩形分布函数の場

合でも,計算機実験は,高

振動数側で尾を引く｡これ

は,有限個の一次元鎖のモ

デルによる計算機実験なの

で,原子数が少ないために

生 じるゆらぎの効果 と考え

られる｡従 って,数倍計算

結果の誤 りではない｡

C｡Ⅰ).Aとキュムラント

展開による振動スペク トル

の形状の差異は,キュムラ

ン ト展開のグリーン函数が

1,21.()0.H().60̂().2 i- ().O2●I ●lL l l ご

01.00.80.60.J1().2o o.2 0.10.6 0.8 i.0 Ⅰ.2 Ll ulI

i - O.08●_●ーI-●● ヽBヽllIll !● ▲ l l

n､1.0().H(I.60.40.2 O ().2 Ô 0.6 ().8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.日 2.()

図 2 矩形分布函数の振動スペク トル

; C･P｡A の計算値

; キュムラン ト展開の計算値

･･- ･ ;計算機実験
3)

一体のランダムカの多重散

乱による自己無樟着解になっていないために生 じると考えられる｡

一次元のC.P｡A計算,及び,ガウス分布函数に限ったキュムラン ト展開の計算は,

二次元の正方格子,三次元の f･C･C, b･C･C構造等に,理論的拡張が簡単に行え, L

も,ランダム平均後のグリーン函数は,無摂動状態の力の定数 を,有効な力の定数で置
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きかえれば良いという簡単な規則性が,次元数をとわず成立する｡

御指導 していただいた松原先生 と,計算機実験の数倍計算結果を送 って下さった宮田

隆さんに感謝する次第です｡
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