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§1.序 論

液体金属の熱統計力学的性質に関する従来の理論的および実験的研究は,いわゆる2

体力理論にもとづいてなされてきた1.A )その際現実的な2体相互作用としては,伝導電

子によって遮蔽 されたイオン間直接クーロン相互作用が使われてきれ｡摂動論の言葉で

云えば,これは電子 -イオン相互作用について2次摂動項までとることに対応 している｡

2次摂動計算に対する信仰から,または高次摂動計算の困難 さの故に,この近似は殆ん

ど暗黙のうちに採用されてきた｡ 実登,摂動の収束性がよい簡単な金属に対 してはこれ

は一見合理的である｡事実,凝集エネルギーの計算ではかなり満足できる結果が得 られ

る｡ しかしこれはエネ/レギーに特有な事情のためである｡ すなわち,金属ではイオン間

相互作用によるエネルギー (すなわち構造に依存するエネ/レギー)が,構造に依存 しな

いエネ/レギーにくらべて相対的に小さいためである｡これに対 して,格子振動や液体金

属のイオン系の構造のように,イオン間相互作用が本質的な役割を演ずる物理的性質に

対 しては, 2次摂動計算が同様に満足できる結果 を与えるとは限らない｡格子振動の計

算では3次摂動項までとり込む試みが実際になされ,その重要性が指摘されている㌻ヰ

本論文の目的は液体金属のイオン系の静的構造に関連 して従来の2体力理論 (2次摂

動計算)の限界を明らかにすることである｡そのためには§2でも考察するように,電

千-イオン相互作用についての3次摂動項に由来するイオン間相互作用を計算 して,そ

の効果 を評価すれば十分であろう｡ 新たに考慮するこれらの寄与は種々の物理量に対 し

て異なる効果 をもつことが期待 される｡格子振動に対 しては格子間距離でのイオン間相

互作用だけが問題であり,計算 も逆格子空間で実行できる｡ これに対 して液体金属では

連続領域での相互作用が問題になり,これ らは実空間で計算 しなければならない｡この

ため計算ははるかに困難なものとなる｡ したがって本論文ではNaに限定して詳細な計
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算 と考察 を行い｡KとAgに対 して初歩的な結果 を示すにとどめる｡

伝導電子 を通 じて現われるイオン間多体相互作用は,イオン系に対する有効- ミル ト

ニアンを摂動論的に計算することによって定義 さ.れるものである｡ 絶対零度では,この

有効- ミ/レトニアンはエネルギーの構造展開そのものである｡一般に有限温度の場合で

も,イオンの運動 を断熱的に取扱えるとすれば,形式的に同様の表式が得 られる｡この

有効ノ､ミル トニアンの一般的な導出については §2および附録Aで示す｡ §3では我々

の近似の立場を明らかにする意味を兼ねて,従来の2次摂動計算について簡単に述べ,

その結果を示 してお く｡ §3の後半では本論文の主 目的である3次摂動項に由来する 2

体および3体相互作用の計算法 を示 し,それ らの結果について考慮する｡ §4では 3体

相互作桐の取扱いについて述べる｡ここでは新たに有効 2体相互作用を定義 して, 3体

相互作用の 2体相互作用-のくり込みを行 う｡最後の §5では得 られた結果および問題

点をまとめて述べる｡

§2. イオン系に対する有効ハ ミル トニアン

ィォンを古典的な粒子 とみなせ,電子-イオン相互作用が単純な擬ポテンシャル理論9)

で扱えるような簡単な金属を考えようoこのような金属の基底状態のエネルギーは,電

千-イオン相互作用の′､ミ′レトニア_>H′で摂動展開することによって,いわゆる構造

展開の形で表わせるo Lloyd-Sho1110)ぉよび Brovmanetall)は,H′について 3次

摂動項まで とって,それらの具体的な表式を求めている｡また最近Ham ersberg-

Ashcroftll)は 4次較動項の計算 も試みている｡一般に有限温度の場合でも,断熱近似

が適用できるとすれば,任意のイオン配列に対 して全 く同様の表式が得 られ,それはイ

オン系に対する有効ノ､ミル トニアンとみなすことができる｡ この有効′､ミル トニアンの

導出については簡単な報# )があり (詳細 ま附録A参照),その有効ポテンシャルは次

のように与えられa*)

Ueff-喜qE′憲 章 keiq･rjk +nflAUeqf (2･1)

凸ヽフ

*)以下本論のすべての表式は atomicunit,2m- fl-C2/2-1,で与えられる｡
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(2･1)式の第 1項はイオン間直接 クーロン相互作柄を表わす (Zはイオンの価電数)

AU!fnf)はH′についてのn次の摂動項に由来するポテンシャルエネルギーである｡ 1次

の項 AUtlf)fはイオン間相互作用に無関係な1体のポテンシャルであるから以下では考え

ないことにするo簡単Lko,ためにH′は局所的な相互作用であると仮定すると, AU三fdf

(n≧2) は次のように与えられる :∩-2に対しては1■
Atfe2f)i-過 ∫′A(gl+qj～G,(U QW.(ql)W q2)･Pi(-ql)pi(-q)2qlq2

(2･2)

n≧ 3に対しては

AUiTf'-一芝 qf:･qnA(ql･････qn,～ql(ql,･･･,qn,

･W(q)-W(qJ pi(-q)･･･Pi(-qn) (2･3)

ここで 9.は原子当りの体積,W.(q)は電子-イオン相互作用の form factor,W(q)

はそれが遮蔽 されたもの, Pi(q)はイオン密度のゆらぎの演算子, Pi(q)-才exp
5J i

(-iq･rJ),をそれぞれ表わすo またGnは既約な連結ダイヤグラムの和で表わされる

電子ガスのn体グリーン関数である (附録A参照)｡なおクロネッカー ･デルタ

A(q.+-+qn)は便宜上付け加えておいたo 図 1は AU霊f)のダイヤグラム表示である.

m個の Pi(q)(×印 )を含むダイヤグラムはイオンの座標についてのm重和で表わされ

るが,この図では便宜上その和はm個のイオンがすべて異なるものだけをとるという制

限をっけてある｡したがって,m個の×印を含むダイヤグラムはm体のイオン間相互作

用だけで表わされるoこの制限を除けば, AU舘 まそれぞれ右端のダイヤグラムだけで

表わされる｡
′■-′

従来の2次摂動計算ではUeffの表式は簡単であるo G,(q,-q)-Htq) は通常偏極

関数 と呼ばれるもので,遮蔽関数 E(q)はこれを用いて次のように与えられる｡

E(q,-1･% H(q,
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AUeQ3)fのダイヤグラム表示,点線,Wo(q):2重の点線,W(q)-W｡(q)/E(q)'･

×軌 pi(q)-2expLiqrP:Gn,電子ガスの既約なn体グリーン関数oここでは
pi(q)をm個含も舛 ヤグラムはm体 のイオン間相互作用だけで表わされるよう
に,イオンの座標についての和に制限をづけてある｡ (本文参照 )｡また波状に

ついての和および各ダイヤグラムの数因子は省略してある｡

したが-てAU!2ff)は次のように表わされる｡

AU!2f'f--吉富′器 ･wo(q,E2pi(q,Pi(-q)

-Nibf2)･iiEt j¢'22'(rij,
(2･5)

ここでNiは系内のイオン数, ¢52)ぉよび d,2)(r) はそれぞれイオン当りのポテンシャ

ルエネルギーおよびイオン間相互作用である｡

･f2'-一拍器 ･wo(q)･2,

452)(r)- -2 ′型 lw.(｡)I2elq･r
q E(q)

(2･6)

(2･7)

(2･5)式の第 1項および第 2項はそれぞれ図 1における(b)および(C)のダイヤブラ
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ムに対応している｡したがって, 2次摂動計算では有効イオン間相互作周は直接クーロ

ン相互作用と¢(22)(r)との和で与えられる :

帆 )=廷 + ¢…3'(,)
r

(2･8)

別の言葉で云えば,¢(22)(r)は直接クーロン相互作用を遮蔽 してその生残 りが ¢(,)であ
る.この遮蔽効果は非常に大きく,平均イオン間距離近傍での生残 りは170のオーダー

であり,その絶対値は常圧下融点近傍ではイオンの運動エネルギー (～kBT)と同程度で

ある｡このため ¢(r) の計算には非常に高い精度の近似が要求 される｡ すなわち,特に

多電子効果 (exchange-correlation)を考慮することが重要であ り,金属の種類によ

っては電子-イオン相互作用の非局所性を取 り込むことも重要である｡これらの試みは
′■ヽ■′

従来数多 くなされている｡電子-イオ ン相互作桐の非局所性を考慮すると, Gn は上で

示 したように分離して計算することはできない｡しかし,2次摂動計算ではこの非局所

性を考慮しても,有効イオン間相互作用は比較的簡単な計算できる｡そのような計算法

については次節で簡単に示すことにする｡

本論文の目的はこのような2次摂動計算の改良ではなく,むしろ2次摂動理論そのも

のの限界性について調べることである｡上で述べたように, 2次摂動計算では有効イオ

ン間相互作用は大きな遮蔽効果による生残 りである｡したがって,イオン間相互作用が

本質的な役割を演ずる物理的性質に対 しては,少 くとも次の 3次摂動項に由来するイオ

ン間相互作用を考慮することの重要性は容易に想像できる｡これが我々のそもそもの問

題意識であり,次節以降でこれを定量的に明らかにする｡

しかし,高次の摂動計算では電子-イオン相互作用のとり方に特別の注意が必要であ

る｡すなわち,摂動計算の宿命 として登場する擬ポテンシャ/レやモデルポテンシャルが

果して生のポテンシャルであるか,それ とも1個のイオンによる多重散乱を近似的に考

慮 した t-matrix的なものであるか,ということが問題になる｡ もし後者ならば,たと

えば図 1(e)のダイヤグラムは1個のイオンによる2種散乱を含むからそのまま取 り込ん

ではならない｡伝導電子のあるイオンによる散乱とそれに引き続 く他のイオンによる散

乱の間の相関が十分小さい場合,すなわち電子の平均自由行程が十分長いときには t一

matrix展開が近似的に可能である｡Zimanの式13)による電気抵抗の計算値が実測値
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を再現するように決めたポテンシャルや, 2次摂動計算で得られるFermi面が実験結

果を再現するように選んだポテンシャルは1,4)近似的な 1-matrixと考えるべきである.

したがって,このようなポテンシャ/レは高次の摂動計算には使えない｡次節以降の計算

で我々は Sh｡Wのモデルポ テ ン シャ′J 5)を採用するが,このポテンシャルも決めるべき

パラメータを含む｡しかし,それらのパラメータは孤立イオンのスペク トルと金属の密

度だけを用いて近似的に決定できる｡したがって,このポテンシャ/レは生のポテンシャ

ルとして高次の摂動計算にもそのまま使えるだろう｡

§3. 2体および3体イオン間相互作用

前節で述べたように,イオン間相互作用の2次摂動計算では多電子効果および電子-

イオン相互作周の非局所性に対する近似が結果を大きく左右する｡ 本節ではまずこれ ら

の計算法について簡単に述べてお く｡その後で3次摂動項に由来するイオン間相互作用

の計算法 とその結果を示す｡

3-1.2次摂動計算

波数 kからk十q-散乱 される電子に対する遮蔽 された Shawの非局所的なモデルポ

テンシャ/レは次のように書ける｡

W(cI,k)=WH(q,k)十AW q) (3･1)

WH(q,k)はHartree近似による結果であり, AW(q)は多電子効果による補正項を表

わす,

AW (q)-一誌 〔wH(q,k)-Wo(q,k,〕 (3･2)

ここでW｡(q,k)は生のポテンシャルであり, f(q)は多電子効果 を近似的に取 り込む

因子である｡また多電子効果を考慮 した遮蔽関数 E(q)は f(q) を用いて次のように書

ける :

E(q)-1+lll f(q)]lEH(q)-1]

-6-
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卑1(q)はHartree近似の遮蔽関数であるoこのようなポテンシャ′レに対する2次摂動

計算ではイオン間相互作用は次のように与えられる｡

如 - 29 t卜 まI.∞dqFN(｡)竺当 (3･4)r q

ここでZ*はdepletionholeの電荷 pdを考慮した有効価電数である･ Z*-Z-Pd･

またFN(q)は規格化されたエネルギー ･波数特性関数 と呼ばれるもので, (3･1)式 と

同様に次のように書ける :

FN(q)-FNH(q)+ AFN(q)･

多電子効果による補正項は

(3･5)

AFN(q,-(港 )莞 憲 f(q){WH(q,k,-Wo(q･k)}2 (3･6)

で与えられるo W(q,k)およびFN(q)の詳細な計算法はShawの論文に与えられてい

る1.5)

イオン間相互作用 ¢(r) は形式的には上で述べたように計算すればよい｡しかし,覗

実の液体金属に適用するためには,更にいくつかの具体的な近似が必要である｡ それ ら

は,モデ′レポテンシャルに含まれるパラメータAe(p-0,1,2)の決定に関する近似 ,

βdの分布に関する近似,および f(q)に対する近似等であるoAgはエネ′レギーに依存

し,自由イオンの term valueでの値が知 られているo任意のエネルギーでのACの値

はこれらの値を内挿または外挿することによって近似的に求められる｡このモデ/レポテ

ンシャルを金剛 こ適用するためには基準とすべき電子のエネルギー,たとえばFermi

エネ′レギーの絶対値 EF,を知る必要があるo EFの計算にはAe(EF)が必要であるか

ら,EFおよびAe(EF)は本来与えられた次数の摂動計算で sel卜consistentに決定

されるべきものであるoしかし,EFの値は摂動の次数にあまり依存せず,またAe(E)

のエネルギー依存性もあまり大きくないoしたがって, EFおよびAC(EF)の決定は最

低次の摂動計算で十分である｡ 前節の最後でも述べたように,このモデルポテンシャル

が高次の摂動計算に適用できるのはこのような事情のお蔭である｡ このようにして計算
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された絶対零度でのAB(EF)の値が種々の金属に対 して与えられているo 融点近傍の

接体金属に対 しても同様にAe(EF)を計算できるが･絶対零度のときからのずれは小さ

い｡液体金属では伝導電子の有効質量が小さくなるから,この効果を考慮するとそのず

れは一層小さくなる｡ したがって,これらの近似計算のあいまいさも考慮して,ここで

は絶対零度でのAc(EF)の値をそのまま使 うことにしようo

pdは第 1近似では点電荷 とみなせるが,これはW(q,k)および FN(q)の短波長領域

に対してはあまり良い近似ではないoそこで Pd は半径Rの球内に一様に分布 している

と仮定 しよう101)盃にはRe(-Z/Ae)の加重平均をとる :

_ e｡ C｡
R-I (2e+1)RC/PE.(2e+1)β=o

eoは Cの最大値であるOこのときpdによるポテンシャル vd(q)は次のように与えられ

る｡

3

V｡(q)-慧 {石 打 〔竺 空 -cosqR〕}qR
(3･7)

多電子効果については多くの研究があり, f(q) に対 して種々の形が提案されている｡

ここではHa,tree-F.｡kの範囲でもっとも進んだ近似を採用することにする1亨,19)

flip(q)-Xg2(- 2x2Bnx 十王(Ⅹ3+1)enfx十 1iX

･三(x3- 1)enlx-111, x-q/2kF (3･8)

ここで k津 Fermi波数であるo図 2は f(q)に対するいくつかの近似の比較である2.0,21)

AW(q)および AFN(q)が大きな寄与をもつのは0≦ q≦2kFの領域であって,その領

域では図2のそれぞれの f(q)はお互いにあまり違わない｡したがって,図 2のいずれ

の近似を開いても有効イオン相互作用に大きな差は生 じないと期待 される｡実際ア/レカ

リ金属に対 しては定性的にも定量的にもほぼ同様な結果が得 られる. しかしAゼのよう

な多価金属に対 しては更に詳細な検討が必要である警 23)

図 3,図 4および図 5に示された実線が上で述べた近似計算によるNa,KおよびAg

のイオン間相互作用である｡次に本論文の目的である3次摂動項に由来するイオン間相
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図2.多電子効果を表わす f(q)に対する種々の近似.HRHartree-Fock

:TW,Toigo-Wodruff20)による近の範囲でもっとも進んだ近似18,19)

似｡なお GTはars/7r2-0.2,すなわちrs～～3.8のときの結果であるo

ここでa=(4,(q,r)13

互作用の計算に進むことにしよう｡以下では詳 しい計算はNaに限定して行い, Kおよ

び A.βに対 しては初歩的な結果を示すにとどめる｡

3-2. 3次摂動項の計算 (3体力 )

この従節では3次摂動項に由来するイオン間相互作用を定量的に評価 して,それらが

液体金属におけるイオン系の静的構造に及ぼす効果を考察 しよう｡ §2でも述べたよう

に, 3次以上の摂動計算に電子-イオン相互作用の非局所性を正確に取 り込むことは現

実的に不可能である｡この非局所性の効果は3次以上の摂動計算で一層重要になると思

われる｡ しかし,それらの詳細は将来の研究に委ねることにして,ここでは準局所近似

で満足す早ことにしよう. この近似では §2で示 した一般的な定式化がそのまま使えるO

すなわち, (2･3)式においてn-3とおくと
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図3･Naのイオン間相互作用. Q(r),2次摂動計算 :¢*(r)+¢2(3)(,):27
¢左(r巨 が(rl+A¢(r)･.PYおよび HNC,S(q)の実験データ から
pe～r-cus-YevickおよびHypernettedchain方程式にもとづいて計算

されたポテンシャル,なお A¢(r)には図 11の(1)の結果を用いたo

Ilo-
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図4.Kのイオン間相互作用｡記号は図3と同じo
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図 5. Aβのイオン間相互作用｡ 記号は図3と同じ｡
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液体金属のイオン間3体相互作用 と静的構造

AUe'3f'f--iq.,zi,,q3A(ql･q2+Q,d～S(q】,q2,q3)

W(ql)W(q,)W(q3)Pi(-ql)P･(-q,)pi(-q3)1

(3･9)

(2･5)式 と同様に(3･9)式は 1体, 2体および 3体の相互作用の和で表わされる:

AUe';'f -NiQf3 ' ･喜i与 ,Q2'3' (rij,+喜if jf k¢3'3' (r ik ,rjk ) (3･10)

(3･10)式の各項は図 1の(d),(e)および(∫)の各ダイヤゲラムにそれぞれ対応している.

緯 )(m_< 3)は以下に示すように数値計算に便利な積分形で書ける｡まず ¢l(3)とnl

¢2(3)(r)の変形は簡単で,それぞれ次のように書ける.

¢1(3)--
21203
3(27F)4

IodqlI:ld｡2Jql+q2dq｡｡lQq3G3(ql,q2,q,)
00 ～

ql~q2

･W(ql)W(q,)W(q3)

QE3'(r)-一浩 /.mdqlI.qld｡2∫ ql十q2｡q,ql｡2qaG-3(｡1,q2,｡,)
ql~ q2

･W(q.)W(q,)W(q,)(塑 型二十竺lgzL )
qlr q2r

(3･11)

(3･12)

(3･12)式では被積分関数 を qlとq2について対称化することによって (3･11)式と同

様に積分空間を半分にした｡ 3体相互作用 ¢㌘)の変形はかなり複雑であるから,それは

数値計算法と共に附録Bで示すことにする｡最終的な表式は次のように与えられる:

Q3'3'(Rl,R2･R3,- - 各 I.mdqlI.qldq 2Jql+q2dq3qlq2q3G～S(ql,q2,qS)q｢q2

･W(q.)W(q2)Ⅵ7(q3日 M(a,P,r)+M(d',P',㍗/)) (3･13)

ここで

M(α,P,γ)-I.1dxJo(α√手二才)Jo(P√手二妄言~)cosγⅩ

-13-
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β- q2R2Jl-COS203

γ- qlRICOSP3-q2R2COSO3

COSやi=
R,?+R昌一Rl?

2RiRk

cosβ.=
1

(3･15)

(3･13)式で R.,R2,R｡は 3個のイオンが形成する三角形の各辺の長さを表わす｡また

M(α′,〟,γ′)は被積分関数 をqlとq2にっいて対称化するために付け加えたもので, α′

〟,r′はそれぞれ α, β, γで qlとq2を交換 したもので与えられる｡ (3･14)式の J｡

は零次のBessel関数である｡

¢i3)(m≦3)を評価するためには更にW(q)および G 3 に対する近似が必要である.
W(q)には (3･1)式で示 した Shawのモデルポテンシャ/レW(q,k)に対する準局所近

似を用いるoすなわち, Fermi面間の散乱 (q-<2kF)および Fermi面からの後方散一ヽ_′
乱(q>2kF)に対する結果を使 うoG3に対 しては電子間相互作用について最低次の結

果 を用いる｡この近似では絶対零度のときG3の解析的な衷式が得 られがいる㌔10)液体金
:i::▼:

属の融点近傍でも伝導電子はまだ十分縮退 しているから,絶対零度のときの表式がその

まま使えるだろう｡すなわち :

k誌 3～G,(o)(q.,qZ,q3)ニー †IcosO･en
7C2qlq2q3 m-1 m

話芸AAf :kR/kR<1

2tan-I(AA) :kR/kF>1

2kF十‰

2kF~qn

(3･16)

i■::::tコ
･) 本論文の G,の定義は文献(7)のg(qiq2q3)および文献､(1O)のA(3)(ql,q2,q3) とは符号と数因

子 3!-6だけ異なる｡

-14-
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kRは波数 ql,q2,q3を各辺にもつ三角形に外接する円の半径である,

kR-嘉 ニーil

qlq2q3

(2q12q…十2q12q32+2q,2q巨 q卜 q,4-q言)A

またA,Aはそれぞれ次のように与えられる,

A-(fi-(kF/kR)2日 宛

A- 〔1
qlq2q3 ′一 1q…+q…+q32

(2kF)3L1 2 (2kF)2
〕~1

(3･16)式におけるb√lXは0<tan-1x<7Eで定義される. (3･16)式は e =0,7Fnl

のとき正しくない㌘)すなわち, ql-q2-q,q｡-0のときは

1
～G3(0)(q,q,o)--- cn

4が q

q-ql+q2のときは

～G3(0)(ql,q2,q3)--
87r2qlq2q3

+ (4ki-q22)en

2kF+q
2kF-q

((4kを-q;)en

ZkF+q2
-(4k昌一q32)en

2kF+q3

(3･16′)

) (3･16〝)

(3･16)式のenI(1-AA)/(1+AA日 もqm=2kFで対数発散するo 数値積分

(Simpson 法を使 う)をするとき,これらの発散項は発散点近傍で積分値を正 しく与

えるように発散点での値を適当に選ぶことによって簡単に処理できる0

以上述べたような近似で計算された結果を示そうOまず 1体のポテンシャルエネルギ

ー ¢ 1(3) は 当 面 我 々の関 心外にあるが,その値はNa,K,Aeに対 してそれぞれ

-o･00626Ry･,-0･00329Ry･,-0･159Ry･である｡ 2体相互作用 ¢(23)(r) の結果

はそれぞれ図 3,図 4,図 5に示 してある｡図から明らかなように,¢2(3)(,)はいずれも

近距離で大きな負の値をもつ引力性のポテンシャルであるoしたがって,¢(23)(r)を考慮

した2体相互作FM *(r)-め(r)+め,(3)(r)の hard-core 的な相互作用の位置は Q(r)

-15-
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のそれにくらべてかなり近距離側に移る｡またNaとKでは平均イオン間距離近傍にお

けるポテンシャルの井戸はかなり深 くなり,Agでは新たに深い井戸ができる｡このよ

ぅな ¢2(3)の性質は種々の物理量に対 して異なる効果をもつであろうo固体の格子振動等

に対 しては格子間距離でのイオン間相互作桐だけが重要であるから,近距離性のポテン

シャルである¢(,3)(r)はそれ らの性質に対 してはあま り大きな効果を及ぼさないと期待さ

れる. しかし,液体金属におけるイオン系の時空構造に対 しては,剛体球モデルの通好 4)

や計算機実験の研究25)から, hard-core的な相互作間が本質的な役割を果すことが知

られている｡ したがって,¢㌘)(r)は液体金属の時空構造に対 してもっとも大きな効果を
もっであろう｡図 6は ¢(r)および ¢*(r)にもとづいて近似的に計算したNaの構造因子

S(q)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

q/k,

図 6.H.C.Andersonら顎)n方法で計算されたNaの構造因子S(功｡

実線,¢(r)にもとづく:点線,め(r)

- 16 -



液体金属のイオン間3体相互作用 と静的構造

S(q)である｡ この近似はH.C･Andersonらの理論にもとづいてポテンシャルの反発

力部分だけを考慮するものである2.6)計算 されたS(q)のいずれが実験結果に近いか,す

なわち優れているかを判定するにはこの近似計算では不満足であろう｡ しかし計算 され

たS(q)間の違いから¢2(3)(r)の大きな効果が認められる.図 3および図 4には, S(q)の

実験データ27)を剛 ､てPercus-Yevick(PY)およびHypernettedchain(HNC)方程

式l)にもとづいて計算されたNaおよびKのポテンシャルを示 してある. 不幸なことに,

¢2(3)(r)を考慮すると我々d)計算と近似理論 (PY,HNC)にもとづ く実験値 との差は一

層大きくなってしまう｡ Ballentine-Jones28)はS(q)の実験誤差が2体ポテンシャル

の hard-core的な相互作朋の位置に影響を及ぼすことは殆んどないことわ明らかにし

ている｡ したがって,これらの近似理論 (PY,HNC)は2体ポテンシャルの計算に対 し

ては,従来考えられていたよりも一層大きな欠陥をもっていると推定されるO このよう

に, 2次摂動理論にもとづく液体金属の構造に関する理論的研究や実験の解析は,明ら

かに再検討をせまられている｡

次に(3･13)式にもとづいて計算されたNaの3体相互作用 ¢,(3)(Rl,R,,R,) の結果

を示そう｡図 7および図8はいくつかのイオン配列に対する結果である｡¢*(r)の大き

な反発力部分を考慮して,これらの計算はRi≧ 5a･u･に限定してあるo図から明らか

なように, ¢3(3)もイオンの相互間隔が小さい配列で負の引力性ポテンシャルである. し

たがって,液体金属の構 造に対 しては, ¢3(3)は ¢…3)(r)と定性的に同じような効果をもつ

ことが期待される｡ このことは, 3体相互作用が存在するときでも新たに有効 2体相互

作用を定義することによって, ¢3(3)を2体相互作用- くり込んで直朝的に確かめること

ができる｡このくり込み理論およびその結果については次節で示す｡

最近,簡単な金属におけるイオン間多体相互作卵 ㌘)の漸近形の解析的な表式が

rI｡,,is｡n29およびLl｡yd-Ogl｡sby30)によって得 られている.またB｡issn｡r31)はそ

れらの結果を遷移金属に対 しても拡張することを試みている｡H｡rris｡｡による ¢㌘)の

漸近形は次のように与えられる :

Q3'3,(Rl,R2,R,)=塊 -7r
37rZ 3W(ql)W(q2)W(qa) COSkF(Rl+R2+R3)ヽ

4k3F' RIR2R3

qi=kF 2(1+COSやi)

-17-
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図7.(3.13)による ¢ 皇3)(Rl,R2,R3)

畑 ま(3･15)式の下で定義されるO Harrisonはこの表式がかな り近距離でも適用で

きることを期待 して,結晶構造に対するQ(33)の 効果 に つ い て考 察 しているoJ･rJ9はNa

の ¢3(3)(R,R,R)に対する我々の計算と漸近形との比較であるoNaの液体構造にとっ

て重要な近距離での¢3(3)の振舞いは定性的にも,定量的にも両者間で大きく異なる.
(3･17)式の結果が小さくなるのはW(qi) の値が非常に小さくなるためであるoこれ

は他のアルカリ金属でも同様である｡Aeのような多価金属では定性的にも,定量的に

も改善される可能性がある｡

上で示 した ㌔ )(m≦3) の計算結果には定量的に若干疑問が残る｡本節の初めでもtll

述べたように,高次の摂動計算では電子-イオン相互作用の非局所性の効果が一層重要

になると考えられる｡本節の計算で層いた準局所近似は,2次摂動計算ではかなり合理

ー18-



図8. (3.13)による石3)(Rl,R2,R｡)

的な近似であるが,高次の摂動計算ではあまりよい近似ではない｡この準局所近似は

め(3)(m≦3)の計算では若干過大評価をもたらしていると想像される｡したがって,定｢i甘
量的に更に確信できる結果を得るためには,非局所性の効果を適当に考慮した新 しい近

似を考える必要がある.最近格子振動の計算で, Bertoムiらは非局所性の効果を平均的

なポテンシャルを用いて取 り込む試みをしている302)
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言

(
･o
L)

図9.¢3(R,R,R)に対する我々の計算 (実線 )と(3･17)式
による漸近形 (点線 )の比較o
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§4. 3体相互作用の2体相互作桐-のくり込み

3体相互作問が存在するときでも,あたかも2体相互作開しか存在 しないと考えるこ

とによって,新たに有効 2体相互作用を定義できる｡この有効 2体相互作用を計算 して

おけば,従来の2体力理論の定式化がそのまま使えるという利点がある｡ また従来提案

されてきた2体力の範囲での近似理論や考察 もそのまま適伺でき,直観的な理解 にも役

立つ｡本節ではこの方法にしたがって,前節で計算 したイオン間 3体相互作用 ¢㌘)がイ

オン系の静的構造に対 してもっ効果 を考察する｡

3体相互作閏の 2体相互作用-のくり込みは対象とする物理量によっ_て異なる303) こ

こでは動径分布関数 (または構造因子 )のようなイオン系の相関を決定する有効 2体相互

互作用について調べる｡ この場合のくり込みはもっとも複雑で理解 しにくいが,その一

般的な処方せんはC｡san｡vaらによって与えられてい才.3)またく｡込みの近似理論は

Rushbrook-Silbert34)(HNC),Rowlinson35)(RY),Singh-Ram36)(Born-

Green),およびChen-Present叫 (密度展開の2次まで)らによって展開 されている

る｡更にこれ らの理論を用いて実際に液体アルゴンにおける3体の triple卜dipole相

互作用を2体のVanderWaals相互作剛 こくり込む試みもなされている3.3,38,39)

2体相互作用を ¢2(r), 3体相互作用を¢3(rik,rjk) とすると,枚体の構造 を決定す

る有効 2体相互作用は一般に次のように与えられる3.3)

¢eff(ど);¢2(r)+AQ(r),A¢(r)ニーkBTE(r), (4･1)

ここで A¢(r)は3体相互作岡によるくり込み部分であり, E(r)はクラスター展開で線

既的な (line-i,reducible)ダイヤグラムの和で与えられる3.3)図10は 畑 こついては

最低次,密度 (p)については2次までとったときのE(r12)のダイヤグラム表示である｡

こららのダイヤグラムを無限次まで集めてまとめることは不可能に近い｡そこでもっと

も簡単な近似 として,図 10の最初のダイヤグラムだけをとる近似がまず考えられる｡

すなわち,

AQ(r12)ニ ー kBT PJ dr3eXp 上 西 2(r13)〕exp〔-PQ2(r23)〕

･ texp 〔-P¢3(r13,r28)〕 - 1 )
(4･2)

-21-
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十

.=去 三 一 宏 一 ≡

十 +-･

図 10.a(rt2)に対するクラスター展開のダイヤグラム表示｡白丸,

イオンの基礎座標 (rl,r2) :黒丸 イオンの積分座標,pldri:

点線,eij-eXpl-卵 ,(rij)〕:実線,fij-eij-1:斜線をつけ

た三角形,fijk-exq〔-β43(ri,rj,rk)〕-l o

しかし,このようにクラスター展開の最低次で止める近似は高密度液体では一般に.著 し

く不満足である｡ そこでもっともらしい近似として, (4･2)式の exp〔-β¢2(r)〕が動

径分布関数 g(r)の最低次の結果であることに注意して, exp〔-β¢2(r)〕をg(r) で置

き替えることにしよう｡ すなわち,

A¢(rl,)=-kBTpJdr,g(rl,)g(r23日 expl-殉 (rlS,P,3)〕- 1) (4･3)

図 10に示 したクラスター展開にもとづいて,この近似を基礎づけることは困難である｡

しかしその近似のもっともらしさは,以下で示すようにエネルギーに対する有効2体相互

互作用との類似性の考察から,ある程度納得できるだろう｡

3体相互作用が存在するときのエネルギーに対する有効 2体相互作用は(4･1)式 と

異なるoこの場合のくり込み部分を A¢E(r)とすると,全 く一般的にそれは

AQE(r)-号Idr3
9 3(rla,P,3)

g(r12)
¢3(rl"r23) (4･4)

で与えられる303)¢3 は十分小さいとしてその最低次までとる近似で考えることにしようo

したがって, 9(r)および93は¢2だけで相互作用している系の動径分布関数および3体

-22-
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相関々数であるo A¢Eの最低次の近似は(4･4)式においてg(r)および紬 こそれぞれ

最低次の結果を周いれば得られる｡ すなわち,

AQE(r)-号Idrsexpl-PQ2'rl3)〕exp上 略 r2… (rl-r23) (4.5)

(4･2)式と(4･5)式 は非常によく似た形をしている｡ すなわち, (4･2)式におい

て 卵 ,≪1と仮定して exp〔-P¢Jを展開すれば, (4･5)式と全く同形の式が得 られ,

係数は3倍だけ大きい｡一方, (4･4)式の鋸 こKirkw｡｡dの重ね合せの近fd ),

53(P.3,r23)二g(rl,)g(r13)g(r28),を採用すれば A¢E は次のように与えられる:

A¢E(rl,)-号Jdr3g(r13)9(r2,,43(r.3,P,3) (4･6)

最低次の場合と全く同様に, (4･3)式は(4･6)式と係数が3だけ違 う同形の式に帰着

するoしたがって,最低次での A¢とA¢Eとの類似性が高次でもそのまま保たれている

と仮定すれば, (4･3)式は(4･6)式と同程度の近似 として認められる｡我々は当面こ

の仮定が正しいことを期待して,(4･3)式を用いて A¢(r)を評価することにしよう｡

A¢(r)に対する更に厳密な近似法については将来の課題 として残 しておく.なお,

A¢(r)とA¢E(r)は上で示 したように明らかに異なるにもかかわらず,これらを混同し

た議論が液体アルゴンに対 してなされている3.9)

次に(4･3)式を用いて実際にNaの A¢(r) を評価 してみよう｡ その際, 2体および

3体相互作用としては前節で計算 した¢*(r) お よ び ¢㌘)を用いる｡ (4･3)式の計算に

は更にg(r)に対する近似が必要である｡MolecularDynamicsやMonteCarlo法

を使えば, g(r)はかな｡正確に計算される警)しかしそれだけですでに大変な計算であ

るから,ここでは簡単な近似計算で満足することにしよう｡ まず第 1の近似 として,節

節で述べたH.C.Andersonら26)の方法で計算されたg(r)を開いる｡第 2の近似 として,

S(q)の実験データ27)から計算されたg(r)を用いる｡ 図 11はこのようにして計算され

たNaの A¢(r)である｡2つの近似は定性的には同様な結果を与えるが,定量的には両

者による結果は2倍程度異なってしまう｡ (4･3)式で与えられるA¢(r)は,g(r) の

第 1ピークおよびそれより近距離側での振舞いに大きく左右される｡ このため第 1の近

似では過大評価,第 2の近似では過小評価の恐れがある｡したがって,∠¢(r)は定量的
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図 11. (4･3)式を用いて計算されたAQ(r)･(1),H.C.Andersonら部)
の方法で計算されたg(,)を用いたとき :(2),S(q)の実験データ訂)

から得 られた5(r)を用いたときO

には両者の中間におさまると期待される.このようにして得られた AQ(r)は ¢2(3)(r)と

似た振舞いをしていて,その大きさは近距離の引力部分で ¢2(3)(r)の数分の1(1/2-
1/4)程度である｡図11に示した第 1の近似による 』¢(r)とそれを考慮した有効 2体

相互作用, Qe*ff(r)-Q*(r)+AQ(r), は図 3にまとめて示してあるoこのような3体

相互作用を考慮すると,有効 2体相互作用の hard-core的な反発力部分は更に近距離

側に移る｡そのずれの大きさは ¢㌘)(r)によるそれの数分の1程度である｡ しかし, 3体
相互作用 43(3)(r)によるその効果は,有効 2体相互作馴 こ対する見かけ上のものであ｡,

液体金属の構造に対 して実際にこの程度の効果をもっとは限らない｡以下でこの点につ

いて考えてみよう｡

本節の初めでも述べたように, ¢e*ff(r)は鞍体金属の構造因子や動径分布関数 を統計

力学 (液体論 )の定式化に従って計算する際に使われるべきものである｡しかし』¢(r)
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の効果を統計力学の定式化に従って評価するのは困難であるから,ここでは簡単のため

構造因子を計算する簡便法にもとづいて考えよう｡ たとえば,構造因子を剛体球系のそ

れで近似して,系の自由エネ′レギーをGibbs-B｡g｡Iiuv｡V40わ不等式にもとづいて最小

にするように剛球体のパラメータを決めるとす84.1)このときの2体相互作用としては,

¢…ff(r)ではなくQe*ff(r)の中で d¢(r)をA¢E(r)で置き替えたものをとるべきで奉るo

上で述べたように, 』¢E(r)は』¢(r)にくらべて小さい(-1/3)から, ∠¢E(r)は

¢,(3)(r)にくらべてはるかに小さくなってしまう(1/6-1/12). したがって,この方

法に従 う限 り3体相互作用 ¢3(3)は構造因子に対しては殆んど影響を及唆さず,案l近似
としては ¢㌘)(r)だけを考慮すれば十分であろう｡H.C.A｡d｡rs｡｡らによる方法も自由

ェネルギーに基礎 をおくから同じ結論が得 られる｡ このように, 3体相互作削 ぎ)は有
効 2僻 目互作用 ¢㍍ (r)に対 しては見かけ上大きな寄与をもつが,イオン系の2体相関

関数 (S(q)および9(r))自体にはあまり大きな効果をもたないと結論できるだろう｡

このことは, 3体相互作絹が存在するとき, S(q)の実験データから有効ポテンシャル

を計算することが一層困難であることを示唆している｡

§5. 結論

前節までに示 したように金属のイオン間相互作用に対する従来の2次摂動計算は著 し

く不満足であ｡,少 くとも伝導電子の3体の偏極効果に由来する2体相互作用 ¢2(3)(r)お

よび3体相互作用 453)を考慮する必要があろう｡本論で得られた主な結果および問題点

は以下の通 りである:

(1) Na,Kおよび朗 の ¢,(3)(r)は近距離で大きな引力性ポテンシャルである｡したがっ

て ¢2(3)(,)を考慮 した有効イオン間相互作用 沌 )-Q(,)+¢2(3)(r)のha,d-co,e的な

相互作用は,従来の2次摂動計算によるイオン間相互作用¢(r)のそれにくらべてか

な｡近距離側にずれる｡ ¢㌘)(r)による この効果は液体金属におけるイオン系の時空構

造に対 してもっとも大きいと期待される.更に 42(3)(r)はNaおよびKでは平均イオン

間距離近傍の井戸型相互作用を深くし,Aeでは新たに深い井戸を作る働きをする.

(図 3,4,5)0

(2) Naにおける¢3(3)の効果は定性的には¢2(3)(r)と同様であ｡,定量的にはかな｡小さ

い｡すなわち, 3体相互作用が存在するとき新たに液体金属の構造を決定する2体の
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有効イオン間相互作用を定義すると, ¢3によるくり込み部分 』¢(r)は¢2 と同様な

振舞いをする.また AQ(r)の大きさは近距離領域で ¢2(3)U)数分の1程度である. (図

3,ll)

(3) 自由エネルギーに基礎 をおいて液体金属のg(r)やS(q)を計算する近似理論では,

3体相互作用 ¢㌘)は殆んど無視 してもよいだろう｡すなかち,エネルギーに対しては

¢3(3)によるく｡込み部分は dQ(r)ではなくAQE(r)であ｡, Naでは d¢E(r)は¢

Q,(3)(r)にくらべてかな｡小さい(節 l桁 )から, 453)(r)だけとり込んでおけば近似

的に十分である｡

(4) しかし, ¢3(3)を考慮したときS(q)の実験データから近似理論にもとづいて計算さ

れる有効イオン間相互作岡は ¢e'ff(r)-疏 )+AQ(r)に対応しているから, 3体相互

作用 ¢…3)の効果は見かけ上かな｡大きい｡

(5) (3)および細の結論は一見矛盾 しているが,これは3体相互作用が存在するときS(q)

の実験データから有効 2体相互作周を引き出す計算が一層微妙であり困難であること

を示唆しているO またg(r)やS(q)を自由エネ/レギーに基礎をおいて計算する近似理

論の妥当性が一層疑わしくなることをも示 している｡

(6) Naや Kに対 して得られた結果は他のア/レカリ金属に対しても同様であると期待さ

れる｡ またAβに対して得 られた初歩的な結果から,伝導電子の高次の偏極効果は他

の多価金属や複雑な金属に対 しては一層重要であると推定される｡したがって, 2次

摂動計算の範囲で種々の近似 (電子-イオン相互作用および多電子効果)の優劣を実

験データにもとづいて吟味する従来の研究は殆んど意味がないだろう2.2,23)

(7) 本論で得られた 453)(,),¢.(3)ぉよび AQ(,)に関する定量的な結果には若干変更の余

地がある｡ すなわち,高次の摂動計算では電子-イオン相互作用の非局所性が一層重

要であるにもかかわらず本論では準局所近似を使った｡このため得 られた結果はいず

れも過大評価 されている恐れがある｡また 』¢(r)の計算は理論的に確立されていない

衰式にもとづいて, しかもそれによる結果はg(r)に対する近似にかなり依存する.

( (4･3)式)｡このため』¢(r)の定量的な結果には若干疑問が残る｡これらの問題

点は近い奨来の課題として残 しておこう｡

- 2 6 -



液体金属のイオン間3体相互作用と静的構造

謝 辞

本研究に関して色々な助言と便宜を与えて下さいました遠藤裕久助教授に感謝いたし

ます｡本論の電子-イオン系の一般的な取 り扱いに関しては渡部三雄助教授に負 うとこ

ろが大きかったので感謝いたします｡また財政的には京都大学基礎物理学研究所に,計

算に関しては東京大学および東北大学大型計算機センターにそれぞれ感謝いたします｡

-27-

〟



長谷川正之

附録A イオン系に対する有効ノ､ミル トニアンの導出

この附録では §2で与えたイオン系に対する有効ノ､ミル トニアンの導出を行 う｡ §2

で述べたような簡単な金属は次のような/､ミル トニアンで記述できる:

H-Hi+He+A

Hiはイオン系/､ミ′レトニアンであるo

Hi-描 +行 竺生 j与 kelq･rjkq2

(A･1)

(A･2)

(A･2)式の第1項はイオンの運動 エ ネ/レギー (Mはイオンの質量,P･はj番目のイ オj

ンの運動量 ), 第 2項 はイオン間クーロン相互作用であるoHeは電子ガスのハミル ト
ニアンであり, 第 2量子化の形で次のように書ける,

He-kEqkZ alqakq ･喜g v(q)〔pe(q,p｡(-qト Ne〕 (A･3)

ここで

･(q)-等,pe(q,-kialqak.qq,Ne-kiak'qakq
akTq, akq はそれぞれ波数 k,スピンげの電子を生成,消滅 させる演算子であるo最
′

後にHは電子-イオン相互作間を記述する′､ミル トニアンである,

H/-BoEIwo(-q)pi(-q)Pe(q)q

pi(q)-Ze-iq●rjJ

(A･4)

ここでW｡(q)ば電子-イオン相互作用の form factorであり,簡単化のため局所性で

あると仮定した｡ (A･2)- (A･4)式における波数 qについての和才はクーロン相互

作用のq-0成分を除いて和をとることを意味する｡ (A･4)式ではⅥ㌔(q)の非クーロ

ン部分のq-0成分 (いわゆる対角要素 )は残 してお く｡
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附属B (岳･13)式の導出とその数値計算法

(All)-(A･4)式で記述 される系の熱力学的ポテンシャルβを考えよう:

9--i enE, p-(kBT)~1

ここでEは大分配関数であり次のように計算される｡

E-T,expトP(H-JLiNi-IE｡Ne)〕

(A･5)

(A･6)

piおよび 〟eはそれぞれイオン系および電子系の化学ポテンシャルであるo上で述べた

ようにハミル トニアンHではクーロン発散 を取除いて系の電気的中性を保障している｡

したがってここでは常にNe-ZNiを満すグランドカノニカル集団を考えているo (A

･6)式の計算に断熱近似を適用すれば,まず任意のイオン配列のもとで電子系の状態に

対 してTraceをと｡(Tr(e)),次にイオン系に対してTraceをとる(Tr(i))ことがで
きる｡ すなわち

E-Tr(i)texpト P(Hi-PiNi)〕3,I

E/-Tr(e)expl-P(He+H′-〝eNe)〕

(A･7)

(A.8)

3'は任意のイオン配列に対 して全イオンの座標の関数となる｡ (A･8) 式は以下に示

すように計算される4.2)

E/-Tr(e)texpトP(He-peNe)〕･ぷ(P))

-exp〔-pBe〕<LLW )>(e)

ここでLiB(P)は有限温度の S-Matrixである,

(p)-TTeXpH .PH′(I)dT]

(A･9)

(A･10)

TTは Tの大きさの順にH'(T)をそろえる演算子であり,If(T)はIfのHeisenberg表

示である,

H′(T)-exp〔T(H｡-p｡Ne)〕lfexpl-I(H｡-p｡N｡)〕 (A･11)
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(A･9)式の第 2式は第 1式を単に違 う形式で吾いただけである｡ すなわち

<･- > (e)Tr(e)texpl-β(He-peNe)〕(･･･))
expト ββe〕

βeは電子ガスの熱力学的ポテンシャルである,

expト PBe〕-Tr(e)expト P(He-peNe)〕

<LiB(P)>(e)はC｡mmul｡nt平均<･･･>(e)を用いて次のように書ける4号)
C

･刷 の>(e)- exp〔- (p)壬e)-1〕

(A･12)

(A･13)

(A･14)

ダイヤグラム展開法では cu… ulant平均は連結ダイヤグラムの寄与だけをとることに

よって計算 され るo βeはイオンの座標に無関係な量であるから, (A･7)式は(A･

9)および (A･14)式を用いて次のように書ける｡-

a- E(e)a(i) , a(e)-exp 〔一G Be〕
E(i)-Tr(i)expl-p(Heff-PiNi)〕

ここでHeff はイオン系に対する有効′､ミ′レトニアンとみなされるので･

Heff-Hi弓 (<Li- ,C'eL 1‡

(A･15)

(A･16)

と定義される｡ (A･10)式の展開表式 を用いると(A･16)式の第 2項は

<LiB(P)>(eL 1-㌢i n/.PdT1-I.PdTn<TTtd(Tl)-H,(TJ>(ec)
c n=1 m! (A･17)

と書ける｡ したがってイオン系の運動に対する有効ポテンシャ/レは次のように表わされ

る,

U｡ff-行 笠 zeiq●rjk+岩 1AU!fnf'
Cl〇

j≠k

AU霊 はH′について n次のポテンシャルである :
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附属B (3･13)式の導出とその数値計算法

相 三一一ヒ 堤 I.PdT .･, ･ I.PdTn<TTtH′(T.,･･･H′(Tn)I,'ec'n!

_旦 d
n!q.,- ,qnGn(q.,…,～)Wo(q.)…Wo(qn)●Pi(-ql)'''ぞi(1 n)

(A･19)

(A.19)の第 2式では(A･4)式を用いたoここで Gnは電子ガスのn体グリーン関数

である,

Gn(q,I-,qn)-'iflnI.PdTl･･･I.PdTn<TTIpe(q l,rl,-Pe(qn,Tn)} >'ce'
(A･20)

pe(q,'T)はPe(q)のHeisenberg表示であり, (A･11)式 と同様に定義 されるo Gn

はn個の足 (vertex)をもち,任意の数の電子間相互作開 V(q)を含む一般に複雑なダイ

ヤグラムの和で表わされる｡これらのダイヤグラムの中で,クーロン相互作用Ⅴ(q)を1

本だけ切ることによって,ある任意の足を含んだ部分と他の部分が分離されないものを

既約な(irreducible)ダイヤグラムと呼ぶoこの既約ダイヤグラムの寄与の和をGn
′■ヽ■′

とすると, G はGnを用いて次のように表わされる :n=2のときはn

G2(q,-CI)

n≧ 3に対 しては

i::!J
G2(q,-q)

E(q)

Gn(ql･････qn)=

iこ:▼:
Gn(qI･････CLn)

E(ql)･･･E(qn)

(A･21)

(A･22)

E(q)は遮蔽関数である｡ (A･21),(A･22)式を(A･19)式に開いれば本論の

(2･2),(2･3)式が得 られる｡
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附録 B (3･1､3)式 の導出 とその数値計算法

(3･9)式から3体相互作岡は

Q3'3'(PIS,r23)ニ ー903qf'qQq3A(ql十q2+q3'～G3(ql,q2,q3)

･W(qi)W(q2)W(q3)elql･r13+ iq2･r23
(B･1)

で与えられる｡以下では簡単化のために

iこ:lウ
u(ql,q2,COSOqlq2)ニー1203G3(ql,q2,q3)W(ql)W(q2)W(q3) (B･2)

とお くo Oql,q,は qlとq2のなす角であるo r13-Rl,P23-R2,PI芝-R3とおいて(B･
1) 式を積分形に直すと

Q3'3'(Rl,R,,R3)-嘉 Jdql∫dq2u(q.,q2,COSeqlq2)･｡1ql･Rl'iq2･R2
(B･3)

まずqlを極軸にとり, R2をx-Z平面上にとることによってq2に対する角度積分がひ

とつ簡単な形に帰着する｡ それには次のような関係式を使う｡

q2･R2- q2R2COSOq2R2

- q2R 2(COSOqlq 2 COSOqlR2+ slnOqlq2SinOqlR 2COSPq2R2 ) (B･4)

甲q2R2は(ql,q2)平面と(ql,R2)平面のなす角であるo ここで

A2- q2R2SinOqlq2SirlOqlR2
(B･5)

′
とおくと, p-Pq2R,に関する積分は次のように零次のBessel関数Joで与えられるO
すなわち,

Ji2打eiA2COSP'dp,-2nJ.(A,)
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附属B (3･13)式の導出とその数値計算法

(B･7)

したがって (B｡3)式は次のように書ける

Q3'3'(Rl,R2,R3) -b ldqlelql'RII.mq,2｡QF'ql,q2,COSeqlR2'

ここで

F (ql,q2,C OSeq lR2)… Iow slrlOqlq2dOqlq2u(ql,q2, COSOq.q2)

･ J ｡(A2)exp 〔 iq 2R2COSβqlq2COSβqlR 2〕 (B･8)

次にR2を極軸にとり,RlをⅩ-2平面上にとることによって(B･7)式におけるqlに

関する角度積分がひとつ同様にBessel関数で表わされる｡ (B･4)式 と同様に

ql･Ftl- qlRICOSeqlRl

- qlR l(COSOqlR 2C OSORIR2+ sirleqlR2Sli30RIR 2COSpqlRl) (B･9)

pq.Rlは(ql,R2)平面と(Rl,R2)平面のなす角であるo(B･6)式 と同様に P-PqlRl

に関する積分は

J.2打eiA呈COSpdp-2wJTo(Al)

と表わされる｡ ここで

Al-qlRISinOqlR2Sir)ORIA,

したがって (B･7)式は

00 7F

Q3'3'(Rl,R2,R3)-忘 I.q:dqlI.sineqlR2dOqlR,Jo(Al)

(B･10)

(B･11)

∞

･exp〔iqlRICOSOqlR200SORIR2〕･Ioq:dq2F(ql,q2･COSOq.R2) (B･12)

と書けるo (B･8)式を代入 して積分の順序 を交換 し,変数変換 x-cosOqlR之を行い,

更に関係式 q23-q:+q22+2qlq2COSeqlq2を剛 ､ると(B･12)式は次のように簡単な形
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に帰着する :

Q3'3'(Rl,R2,R3)-孟 I.dqlI.dq2Tqq.1_'qq,;dq2 qlq2q3u(ql,q2,COSeq.q,,
○く) ∞

･IoldxJo(Al)Jo(A2)cost(qlRICOSORIR,+q2R2COSeqlq2)x) (B･13)

ここで

Al-qlRIJ1-COS20RIRiノi二手

A2-q2R2石 -co銅 石 二 子
qlq2

cos‰lR2-
R12十R22-R23

2RIR2

cosoqlq2- -COSO3- -

q;十 q…-q3
2

2qlq,

(B･13)式の被積分関数をqlとq2について対称化すれば本論の(3･13)式が得られる｡

次に本論の(3･14)式で与えられるM(α,♂,㍗)の数値計算法について簡単に説明し

よう｡ Bessel関数の積の級数展開公式

(a/2)m(P/2)n~m

~U - IU'- n=o m=o m!(n一m)!

を層いるとM(α,β,㍗)は次のように書ける :

∞ _n n_ I (α/2)m(β/2)n-m

ここで

⊂×⊃
J.(aZ)J.(βZ)-星∧(-1)n昔 〔

∞
M(a,P,γ)-2 ト 1)n 呈 〔

n=O -『o m!(n一m)!

冒(-1)nPn(a,P)Qn(r)m=0

-34-
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〕2JJdx(- x2)㌔osγⅩ
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∩

Pn(α,P)-I〔m=0
(a/2)m(P/2)n-m

m!(n一m)!

Qn(r)-I.1dx(1-x2)ncosrx

Q｡(γ)は更に次のように書ける:

n

Qn(T)- I (-1)mrrF 0 m!(n-m)!

Hm(r)-I.Idxx2mcosrx

H m(γ)

H (r)は次のような漸化式を用いて解析的に計算される｡Lnl

H｡(γ)-チsinγ

Hm(γ)-γ~2trsinγ+2m00sr-2m(2m-1)H町1(r))

(m≧ 1)

(B･16)

(B･17)

(B･18)

(B･19)

(B･20)

上で述べたM(α,β,γ)の計算方法は(B･15)式において級数展開の収束性がよい場合

には便利な方法である｡それは大体 α≦10｡および β≦10が同時に満たされる場合で

あり,それ以外では実際上困難である｡ その時はBessel関数を用いて直接 (3･14)式

を数値積分するのが一番よい0 3体 ポ テ ン シャ ル ¢3(3)を計算するには,このように

M(α,β,㍗)を予め α,β,rの関数 として計算 しておき, (3･13)式での積分ではそれ

らを内挿 して使 うのが最も現実的な方法である｡
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