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§1. 序

1次元Hubbard模型の基底エネルギーとエネルギーギ ャップは LiebとWu])によっ
て厳密に解かれた｡′､ミルトニアンを

H--∑∑(ciqCi+ 10+c i+lqCia)+ U･∑cTTCi†Ci+iCilI0
(U≧ o)

a(U)-U-4+8J

(1)

とすると,電子数Nが格子点の数 Naに等しい時 (half-filled の場合 ), 基底状態に

おける1粒子当りのエネルギー 且gとエネルギーギャップSはそれぞれ

- da'J｡(a)Jl(a))
Eg(U)-- 4 J

o w(1+ea'U2)'

へ′__､ 〈㌘ dWJl(a')
U＼リノ~U-H O'oa,(1+ ｡a'UA )

2)

で与えられるo ここでJn(α)はn次の Bessel関数である｡ Egの解析性はTakahashiノ

によって調べられたが,その U依存性は明らかにされなかった｡最近になり, ovchト

nnikov3)が ∂を,そして Misurkinと Ovchinnikovも5)が Egのあ らわな関数形を

正しくないと思われるので,ここで詳しく議論 したい

§2. エ ネ ル ギ ー ギ ャ ッ プ

まず積分蓑式

Jl(W )

a) - I:? ｡iwt(ト ー2 )lA

に注意する｡ (3)の積分において U>0の場合は分母を
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(1+｡uUh了1-芸e~nwu/2n=1

と展開する事により,またU-0の場合はこの因数が 1/2になる事に注意 してa,積分を

実行すると,

8-U+8(11等 (1-t2 )1/2 f(t;U)

00
f(t;U)- ∑

n=1

ただし

(-)n+1(nU/2)

(nUA )2+t2

(6)の n和を実行するには公式

00
∑(-)n+1g(n)-
n=1

1 dz
2Sln花■Z g(Z)

(5)

(6)

(7)

に留意する｡ここでCは実軸 Z≧1を反時計周 りに∞+ iO十から--iO+にむかう

積分路であるOこの積分路は Z平面の虚軸上を i-から-i-にむかう積分路に変更でき

るから,変数変換

Z= Iy

の後に

∂エロ+ ∫
偶

8 ㌘ dy ′1dt (1-t2)lA
U

を得る｡ さらに

Jl生 (i■ヽ
=1 打t2-y2誓 -1'

であるから,結局

8(U)-竺了

t2-y2

ノてy2-1)/7 - 1 (y2>1)
-1 (y2<1)

dy

U Ish(27Cy/U)
√子 ~~~- 1二

を得る｡この裏式は ovchinnikovによっても得 られている｡この式は変換変数

y=cht

を行ない,
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csh(2打y/U)- 2∑ e･2打y(2n+1)/U

を用いる事により

8(U)-g i=12i lKl(若 (2n･1,,
(ll)

の形にまとめる事ができる｡ただしKl(Ⅹ)は 1次の変形されたBessel関数である｡特

にU≪ 1の時はその漸近形を用いる事により

8(U)=3-√∇ el2W/U (U≪ 1)
7E

(12)

となる｡この結果は Hartree-Fock近似の結果 7)

∂IIF I 32e-2W/U

と定性的に異なるので注目に値する｡U≫1の時は (ll)は不便だからあらためて§4で

議論する｡

§3.基底エネルギー

積分表示
∠ノ

Jo(QJ)Jl(a))-7 ∫2dOcoseJl(2QJtOSe)
2 ｣LrI

(13)

を(2)に代入 して,2a･COSO- yなる変数変換をすると,(3)と同型の積分が待ちれるから

Eg--i + ‡ -L '14)7r

L-I.W/2誓 coso6(蕊 , (15)

となる｡IJを計算するために (10)を用い,COSβ- Z, yCOSβ-Xとおき, ZとⅩの積分

領域を適当に変更する事により

L-Ll+L2

ただし

32 1

Ll-諒 Io 註

32 ∝,
L 2= 前 Jl

dxx2 _1

(47rx/U)vo
dx

sh(47EオU)vo
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が導びかれる｡ (17)と(18)に現われる Z積分は楕 円積分で表わす事ができて,それ

ぞれ

((Ⅹ2-1)K(x2)+ E(x2))/Ⅹ2, E(1/x2)

である｡ KとEの定義は参考文献 (6)に依る｡ この節ではこれから簡単のために

u-U/47r (19)

なる記法を用いる事にする｡上記の楕円積分を Ⅹ2の巾級数で書き,再び csh(Ⅹ/u)の･

展開を用いて,メⅩ積分を実行すれば, (17),(18)はそれぞれ

T 8 rl dxx2 cx)Tl. 2m
∑ bmx

sh(i/U)m-=o～mLl-菰 i

慧mz=.bmr(2-･3)" 2-+3)u2-
′■)

16 竺 2hm+2 T(2m+3)
一二 言 2 :_̂ ぢ ∧ bm
TE2m-=op?o vm Il(2m+3-p)

8 ,cx' dxx 讐 ぐm
∑

sh(x/u)m-=O x2mL2 - Tu/I

8

冗■

となる｡ここで

bm=

cm =

′■■′ ′■■l′

(¢1+u¢2)

16 - -

宗言 nq｡吾｡

pT_一一
up¢p+1

cm+)(竺空士 )2mr(-2叫u

7r I12(2m+1) 1

24m+2 r4(m+1) m+1'

7E I12(2m+1) 1

24m+I r4(m+1) 1-2m

また ¢q…¢q(e一両 )で･¢q(Ⅹ)は Appellの関数 6)
′̀■■ヽ■′′､/ ′■ヽノ

00

¢q(Ⅹ)-∑ Xn/nqn=0
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と関連した関数で

亭q(Ⅹ)- ≡ x2n+ 1/(2n+1)qn=1

-¢｡(Ⅹ )- 2~q 中｡(Ⅹ2 )
′ヽ′ ′■■′

であり, ((q)は 47q(1) またはゼータ関数 :(q)と次のように結びついている
′■■l

((q)- 4,～q(1)-(1-2-q ) ((q)A

更にI.(q,Ⅹ)は第 2積の変形されたガンマ関数6)で,特に qが負の整数の時は

T(-2m,x)-
Ⅹ -2m e-x _cx) e･tt2m

Il(2m+1)vo x+t

+e~Ⅹ∑

dt

I.(0,x) 2m I.(p) (-)2m+p
I,(2m+1) ■ー pTlIl(2m十1) Ⅹp

(24)

(25)

(26)

となる事が知れている｡ ここでIl(0,Ⅹ)は通常の積分指数関数である.Il(0,Ⅹ )の

漸近展開と(26)を用いて (21)に代入すれば,

.～ 16- -

･乞-3-(71.u¢2)+京 mS｡F=｡cm+1打

Il(2m+1+p)

Il(2m+1)(-)pu2 m+p4,～2m-～+I
(27)

を得る事ができるO 基底エネルギ一一は従ってuの漸近級数で表わされた事になるo甲g(U)

はU-±2i舟(nは整数 )で対数的に発散する事が知れているが,2) それは例えば

-. 1
¢1-- 1m (cth ⊥-)
2 21ユ

となる事が明らかである｡
′■■l

特にU≪1の時は ¢q= e一症 であるから

L= ∑
16 cx,I 打112(2m+1){(2m+3)uZm
7C2mu-0 24m+2Il4(m+1)(m+1) ･(- 一芸 ,e-1/u+A(e-1/u,(28)

6 ･

TE

となる｡この結果の第 2項の形は参考文献 (5)の形と異なる｡ この事はもう一度§5 で

ふれる｡

§4, 1/U展 開

まずエネルギーギャップについて調べよう｡ 表式 (6)を1/Uで展開して(5)に代入 し
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t積分を実行すれば

∂(U)-U+ - 7r∑ (-)
m=0

′■′
- m ■ 1 ((2m+1)Il(2m+1)

Il(m+1)Il(m+2)

を得る｡

･基底エネルギーは (29)を(15)に代入して計算する事ができて,紘果は

Eg(U)-

となる｡

4 1n2

7r 2U

打 ∞
十一 ∑ ト )m+1
4m=1

U 2m+ 1

(29)

liこ｢コ
((2m+1)Il(2m+1)r(2m+3)

F(,r,+i)Il3(m+2)U2m+I

(30)

§5･ Egと∂の 上 下 限

U≪1の時は(ll),(20),(27)の結果は漸近転閑になってお り十分使いやすいもので

はない｡ここでU≪1で便利なそれぞれの上限下限を求めておこう｡エネルギーギャッ

プの上下限は次のようにして得られる｡ まず (10加こSchwartzの不等式を適用すると,

上限は

紬
8< 8M== ∞ dy ∞

2y- 1
1 sh(27ry/U)vl ~Jsh(21ry/U)

】

= i6(旦 )与[Ql(¢2+且 4-3) ] 2
′■■′ ′■一1

7r 7C 27C

で与えられる｡ 下限は

√アこて >ノ2(y一日
に注意すれば

∂>∂m -i花¢3/2
′-■′

打

となる｡

(31)

(32)

次に基底エネルギーの上下限を考えよう｡ IJlについては (17)で積分範囲を考慮 し

て,
1 1

1 ≪
ノ 手 二二 ㌔す く石≡〒
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が成 り立っ｡かくして Z積分は 1と7r/4 の上限と下限を与える｡ Ⅹ積分 も容易に実行

できる. 次にL2にっいては (18)で

√手二~才 < √Ⅹ2-㌔ ≪ Ⅹ

を用いる｡ こうして最終結果は Lm <L<LMとして,

LM -ヱ 旦 f'3)+(i 一昔 ,{61･27r4 ,＼uノー＼7r

L- -憲 7(3)+(li 一一 ,¢1-(3-
4 .-

7E I 7r

U

47r¢2 +2(且 )2石31 (33)

′■■1

47E

-13 )蓋～42-i (且 )29-37C 4打

(34)

を得る｡ この結果から(28)の第 2項は0(e｡1/u)でなければ ならない事がいえる｡

§6. 討 論

表 式 (2),(3)をEg,∂の数学的な 定義式 と 考えた時, U- -Uの変換に 関して対

称性 が あ る.定義式にU･-→-Uの 変換をほど こせば,視察により

Eg(U)+Eg(-U)- - 8/打 (35)

∂ (U)+ ♂(-U)-o (36)

が容易に得 られる｡§§ 2,3におけ る計算は少し修正を受けるが最終的には勿論(35),

(諮)を満たす事が確かめられる. 実 際 (ll),(20),(27)の関数を代表的にF(U)で衷わ

せば, Uの正負を考慮 したもの は sign (U )F(lUl)で与えられる事が容易に確かめられ

る｡ (2),(3)の 2階の微係数 は U - 0 で 発 散するが,その事は

d2日刃

dU2 - 2UfU 6(U ) + 4∂(U,

となる事に起因 している｡
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