
VanderWaalsForceandthe F-I)Theorem

Waals力を求めるにも同様に考えればよい.それぞれの dielpctricconstantが

a)の関数として知 られているとすれば,それによって vanderⅥ･aalsカが求められ

る｡

もちろん,以上は何 もLvanderWaals力の計算に限ったことではない. 要点は,

thermctdynarnicなカが x(u)から求められることである. これは何 も新 しいことで

はないが,重要な老え方であり,問題の物理的意味をはっきりさせるのによい｡たま､た

ま,ち宣 つとこのことを思い起す機会があったので,多少,注意を喚びたいと思 って述

べただけである｡

マルコフ過程､の変分原理 と

Onsager原理 について

京大理 長 谷 川 洋

§1.歴史的背景と問題提起

線型非可逆過程の相反法則に関する二論二如こおいて,Onsagprはその法則の背後に

ある ｢散逸極小｣というべき変分原理を考察し,それが熱平衡におけるBoltzmanrl原

理の非平衡-の延長であるとした｡1)次の関係式がそれを示す｡

● ● ●●
I.-s(xx)+ ◎(xx)- min°

･1･ klogⅥ･･(xt.･AtLx.t｡)- 喜 rs(x)+S(x｡)-◎(;;)At)+const･

川は,極小原理 Iの結果として得られる,法則の積分表現とみなしてよかろう｡

Ons叩C､rはこれが生起可能なあらゆる径路中最確のものを定めるという統計的解釈を

与えた｡ (すなわち,W をそのような二時間合成確率とするとき,その対数が 両端の

時刻でのエントロピー Sと 1に現れた散逸関数◎ とで泰わされる｡)

その後の経過

ⅠIashitzume(1952)1):Hを基礎として I｣angpvin,Fokker-Planck方程式を

構成することを試みたo llの右辺の園子 1/2の必要性を指摘o
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onsagさr-Machlup(1953)3):如 ス過程に対 L I,aを基礎付けたもの｡

丑は次の様に書き改められた｡

∬′k logW(x2t2lxltl)- 言 (S(xら)+S(xl)-･l'(◎ (;;)岬 (xx))dt･)
t1

ここで,散逸関数の2種類¢,V の区別が登場した｡しかし,ここで用いられたェント

ロピー概念は耳insteinの揺動理論にもとづいてお り, Boltzman,n方程式に関連する

Ij卜■関数としてのエントロピー (これをGibbsエントロピーとよぶ)と直ちに結び付

けられないことに注意する必要がある｡

Green(1952)4):Fokker-Planck方程式に関するI卜 定理｡

Lebowitz-Bergmann(1957)5):二つの解に関するH一定理の拡張o

Gransdorf卜 Prigogin6(1964)6):"universalevolutioncrilerJOnl)"o

schlAgl(1967)17):II一定理 と"universale.criterion"との関係 ｡
Graham-Haken (1971)8).･"detailedbalance"とHpotpntial-condition"

との関係｡

Graham (1973)9).･非線型領域でのOnsagpr-Machlup関数の寿示o
＼

Nakano(1974)10):非線型領域において◎ とV と･の区別成立を示唆｡

問 題

ここでは,マルコフ過程 (FokkerrPlanckに限定する)にひそむェントロピー 概

念をGibbSエントロピーとして定義し,Onsager-Machl-up理論との統一を目指すoJ

そ･の結果として,一般的な立場からOnsager原理 1,∬′を基礎付けようとするもので

ある｡手段としては,Fokkpr-Planck方程式とSch'rAdinger方程式 との形式的類

似性を活用する｡ 土の事実はやはり多くゐ人々によって注目されて来た｡.重要な文献と

してNelson(ユ966)ll)かあけられる_..ここでは非棚 論的荷電粒子の電磁場中わ運動

に関する古典 ･量子力学とLbngevin,Illokkpr-Planck確率力学との対比を変分原理

の立夢から論 じ,後者を特徴づける ｢作用｣としてのエン王ロビーを明らかにしたいと
＼

思う｡

§2.モ デ ル

問題を出来るだけ明瞭にとらえるため,もっとも簡単な1.l-P方程式として
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∂ ∂2

-3Tp (V〟ゃ)+ D aTTF pや ≡~A+ ( 1)

を考察する｡ (〟 - 1,2-Nで和の記号は省略′している｡ 以下同様)この逆方向方程

式は

07, ,3石
- - V 〟 篭 +D
∂t

∂2

∂xp∂x〟

～
+ = A++～ (Lr)) .

こコ

と書かれるo D(>0)は (拡散)定数 で,流れ速度 Ⅴ〟 を一般的に X に関し非線型

にとることによって非ガウス性を保持 しているO より一般的には, I)を I)〟y(x)のよ

うに定数でない正値対称テンノルにすればよい (以下の議論で,形式的には,その場合

にも成立するよう拡張することは容易である｡ )

(1)に対する Langevin方程式は

x〟 - V〟(x)+-FJL(t) (3)

であ り,

<F〟> _-0, <F〟(t)Fy(t+ I)>- 2D6〟リ ∂(I) (4)

が期待されることは云 うまでもない｡十 (4)は決してガウス過程を意味するものでな

い !)

§3. Lagrange一Harnilton定式化

ガウス適程での0-M軌道に相当するものは,次の 2階常微分方程式から決定される:

. ∂Ⅴ〟 ∂Ⅴ〃

-:--= 二 ･-三

これは, Lagr占nge関数

1｣(;x)･- All)

･vyvy･2D謡 ) (5)

】 ∂V〟

';〟-vp)';〟-V〟)十百耳元
(6)

から,通常の力学 と全 く同様な変分原理 (‖amilton原理)によって導かれるものであ

る.それは,もし"径路積分"の概念を用いるならば,それで表わされた確率分布にお

いて,その最確径路を定める原理に相当し,その確率分布の満すべき方程式が (1)であ
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るo I｣agrangiaP(6) を出発点として,そのような確率分布の時甲発展を近似なしに

(･･･径路積分から"変分"で得られる最確径路とは一つの近似概念である･･･)与える

ような変分原理は何であろうか｡それは,古典力学のLagrangianから量子力学的場

(波動関数)に対する変分原理の.Lagrangian functionalに到達する筋道を忠実に

followすることによって得られる筈であるo ここでは好果のみ記そ う〇一Aや｡-0な

る少｡を用いて,

∂ ∂

# {+,石'- ･''(Ti logk .'al ({" dn-Iv伺 -ilog上 ｡{w
乙■J a

llI/i//(_.

+

∂ .～

一芸･′骨 ogi ,(屯 log土 )- a
y7.,I,0('x/i h/,.,

･ ;'･r(ai plogか (aTplogi )～ dn

a ～

一ヽ.′
このLagrangianfunctionalに対 し,変分関数少,+ に関する次の変分

t2 ～
♂.l't2fI4,両 dt - 0
tl

iJ

6･r榊 dflt-tl,t2- 0

iJ
6.r++ (

6.日 log
+

右 /,u

bi:≡

)桝 dnt-tl , t2

を潤すものとする｡

が方程式 (1),(2)と導くものである. なお.

S- 一 言 lo墓 p - W～

(8)

(9)

( 10)

と定義するならば,p は密鼠 Sは ｢作用｣に相当し, p,S を変分関数とする変分

の結果は (1.)初,(2)に全く同等なBohm.方程式を導く. われわれの確率力学において

は,作用 Sの期待値
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･S> -ij十 .o岩 上 )pdn (ll)
7,.:,"

1
は盲×〔Gibb9entrOPy〕という/意味を持ち･従 って又,変分 (8)の両端の条件(9)
は,密葬一定のもとにェントロどこ一定として変分していることになる.

変分の結果,次の等式の成立か証明される｡

･ - dit./弓 log⊥ )掃 dn - 1 (◎f- +V佃 )> 0

一ヽ■■

才+0 2 (12)
こ こ に

～ ∂ ∂ ～

･{- - 芸 ･1'(元 .og⊥ )(屯 log土 ,- dn (13)
171;,,;, '''Y/L 訪./,u
∂

v附 .芸J■(荒 logか 屯 Iogi ,H～dn (14)

と書かれたものが,0-Mの二種類の散準関数に相当するものである｡その理由をここ

でくわしく説明することは出来ないが,簡単に云えば0-M理論で

. ∂ 4, ∂ 4,

x〟 を ~DaTp log~ とし,Xp を 布 log有としたものと考えてよい0
17.:,u

等式 (12)F'3:∴順逆両方向の方程式 (1),(2)が同時に働く場合-のH- 定理 の拡張一ヽ■.∫
(文献 (5)を更に拡張)とみることが出来よう.,実際,せ- 1とすれば ◎ -V で
あり, (12)は通常､の王一卜 定理となる｡これは,物理的にはOnsagerの基本概念

"agedsystem"に相当するものである. ｢散逸極小｣原動 まLagrar7gian(7)にお
i::▼亡 i::▼ヨ

いて時間帯分を行わずに少のみについて変分を取 り,その後や - 1 とすることから

得られる｡ (0-Nのガウスの勘合と全く同様)最後にOnsager原理 比′′に相当する

等式は堺の通 り.

～

-I(log両 pdnt2-I(log〟 帰 pdntl=<S>t2+<S>tlt

l
′∫
t

21
2(◎+V)dt.
一ヽ■′

(ただし右辺の<S> では (ll)式の定義で 4,- 1としたものをとる｡)
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1. Kubo.sAnsatz:'FJXtenSi･veProperty

PtX,I)- Cexp〔fl¢(x!t)〕 チ

forlargeJIwithx-VO;X - macrovariable.

2. WhenX isaMarkoffianmacrovariable,

∂p(X,t)

∂t IIM P(x,t) ;TM - timedpvplop･op･
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