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Bose系におけるBogoliubov-Zubarev

理論の妥当性 について

阪大教養 高 橋 実
ヽ

§1. 序

二体力で和互作用 をするスピンのない Bc'sp粒子系に対 して単純な摂動計算を行 うと

多 くの場合高次摂動項か発散をしてしまうという困難を招 く｡ Bogoliubovと えuba-

rpvl)(BZ)はこの系のSch,Adinger 方程式を紺 変数で書き変え,新 しい非エル

ミー トな′､ミル トニアンを得た. また彼 らはこ05-ミル トニアンを使い,基底状態エネ
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高橋 実

ルギーを二次まで摂動計算 を行 った｡幸運なことによほど特殊な二体力 でない限 り摂動

項は二次までは収束するのである｡､高次も多分収束するであろうと期待されているO

-我々は §2で8Z′､ミル トニアンの導出には数学的に厳密でない点があることを指摘

したい｡ §3でデルタ函数撃相互作用 をする一次元 恥se多体系について二次まで実際に

に基底状態エネルギーを計算 し,これがⅠ,iebと .Linigerの厳密解 と一致 しないこと

を示す｡

r§2. BZ-ミル トニアン

BZは SchrAdinger方程式

∂ N 1

181 4,(fl,･-,rN;t)ニ ト ∑ △i + - ∑ V(ri-rj))や (rl,･･･,rN; t )

i-1 2 iキj

･ (r)- 左 吾 y(汰)eikr

における粒子の座標変数 rl∴ rN を療匿変数

1

pk =vv

N F-ikr.

∑ e ∫

j=1

k ¥ 0

･で変換 した｡簡単のため我々は も-2m-1と置 くO 結果は

∂

iaT 刷 pki･･t･)-〔∑Ik2トkも8

∂2

lJl/ノkl!p-k

(2.1a)

(2.1b)

a A

+ pk~砺 )+扇 y'k)rpkp-k-1)

･嘉 1,k2fkl+k2幸｡(kl･k2'pkl+k2

∂2

apkl ∂pk21 2fl
.無 頼 pkI,I)

(?.lc)

である｡ ここで (2.ユa)で記述 される系の自由度は次元 X粒子数であるのに, (2.lc)

では変数の数は無限大にな→ているo Lたが って βk の間には無限個の束縛条件がある

はずである.しか しこれが互に独立であると老えて (2.1C)式 を解き,この解に (2.1b)

を代入すれば (2･1a)を満足する解 4(‡ri日 が求められるはずであるo 変数の数 をわ

ように思われる｡
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臼ose系における Bogoliubov-2T,ubarev理論の妥当性について

(2.lc)で

+- fV

f - exp(古君pkp-k)

(2.2a)

という変換 を行 うとβk, ∂/∂βkに関 して二次の項 は調和振動子の方程式 と同 じ形

に変形され,最終的には

i諾 -｡l o ･か ,v

1-io -A(oo)+ ≡ (k2/}k)bk+ bk
kキ o

1

fJl- ‡ k,k,,ki.k,車 ｡ 寵 )2ik･k′)(bk･kノ･b:kk,)

(2.3a)

(2.3b)

((]･}k)i-_汰+ (lk-1jbi)×((lM k′)I-_k,十日k′-1)bk+,)

(2.3C)
となる｡ここで

E'.0'- -旦 若 きIy(0,

lk -

bk+ -

十三 kf=o "2,lk-k2-等 9 ),

(k2+2Ny(k)/幻)

_ a 1.

vlkaT k十㍍ 亮 pk

bk - VTk 売 + 完亮 p -k ,

1

βkは独立変数 であると考えるのであるから (2･3f)より

〔bk,bk+,〕- Sk,k′ , 〔bk,bk′〕-〔b去,bt,〕-0･

が得 られるo H｡の基底状態は獅 口振動子の解 の積の形に書けるから,

VO - cexp'-をk葦 ｡ ikPk p-汰 )
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さてもLbk と b三がHerrnite共役ならば,すなゎち,

(bk甘,◎)- (V,b+k◎)メ

が任意の波動函数甘 と◎についてなりたっていれば,状態

V({nk汗 -{雷売 (b去'-nkN o

(2.6)

(2.7)

は完全正規直交系をなし,摂動展開が可能になる｡基底状態工東ルギーに対 しては

Eo- Eo'0'･# '01'･忘 E'o2'+.････1

1 (1) 1

ごこでE(:)は (2.3d).で与えられ,奇数次の項はすべて 0であるO･すなわち,

ノE(02n+1) - o

E(02)は

E(02)- -1 ∑
8 ,.q,,.q* ｡ iplqlp･q(p q )(1+ i;1) ( 1+J q-1)

巨pq)(ト 音 )(ト Iq-1ト (p,p+q)(1-i;1)(ト 症 2)

-(q,.p+q)(ト }il)(1示 ,-1q)I/(p2/i,･q2/lq･(p+q)2/ A｡+2),

. (2.8C)

で与えられるO (2.Q)が成 り立つかどうかを論ずるまえにこっの波動函数の 内積がど

う定義されるべきかを老えようo fr十 空間において内積は

(¢,少 ) - ･rQ*(rl∴ rN)直 r,,･･.,rN)drl･･･drN,
(2.9a)

に羊って定義されたo したがって fpki空間における内積は (2･1b),(?･2a),(2･2b)

より

･o(fpkH,V,{pk川 -･(.@*怯 j蔓l eikrjHv ({よ 蔓1 eikrji)

･ Jf2({vNt j蔓1eikr'
リ ) drl･･･drN
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Bose系におけるBogoliubov-Zubarev理論の妥当性にういて

で定義されなければならなV､oこの定義からbk と p_kがェルミット共役 であること

は自明であるo ∂/∂pkと-∂/8p-kや辻 ′レミット共役やあれば bkと bk+ が共役で

あるという証明は完貯するが,実はそ うはならない｡例として

･ - exp工 k′遠,_k i,pk′･p -k′)′甘 - p-k-◎ (2･10?)
I

なる波動函数 を考えて.見よう,

･議 ◎,V) - o (-2･1-Ob)

∂

(◎,-aT kV )I- ⊥(◎･0)'キ 0 /(2･10C)-

であることが示 され∴ ∂/∂pk と-∂/ap_k は共役にな っていないことがわかるムも

し我々両 横の定義 を次のよ､う隼変更すれば両者は共役.轡 る

･叶 --1拙 pkH v({pkH g dPkFdLkS･ (2･11)

′

ここでpkC …Repk,PkS… Lym Pk,H'は半球上にあるk を省 く積 を意味するもQ?
k ,

とするo (例えば kz>0)o すなわち BZは暗黙の中に内積が (2･11)で与えられ肴

と仮定 しているのである. し長が ってB_Z_の- ミル トニアンから 求め られた波動函数

+(†rjl)は SchrAdinger方程式 (2･1~a)を満足するであろう､と考えられるoLかL

J万,*車 drl ∴ drN が有限になる保証がないので物理的に無意味な解 にな っている可

能性がある｡

§3.厳密解 との比較-

さて一次元でデルタ函数型相互作用 をする Bose粒子系を老察 しよう｡,ここで y(汰)

-2C,系の長さをL とする｡ (2.8a),(2.8b),(2.8C)を使 って,

E(oo)
Unm -

N,し.一灯 lJ

3
=n3 (γ一旦ナ盲)

37T I

E )ゞ ,

･i- 一 三-n3γ2t ⊥ 一 志2)ニー0･01798785n3γ2N,L一一- LN 7T2
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ここで n≡N/L,γ…C/n である｡ (3.1b)~は単に二重積分を求 めれば得 られるが

詳細は参考文献 3を参照されたい｡また BZ-ミル ト三アンの高次摂動項丁は次元解析に

よ り

E(.2j?
li111-

N･,L LNJ

- 一一も3γ(j+13)/2× constant , ∫- 1,2,･･･ (3･1C)

の形になることがわかる.すなわちこの系に対 して ftZ-ミル トニアンは高密度展鞘を

与えているのであるo eo…Eo/1.とすれば.

3 5
4 ~ぎ_ ＼1

eon-3 - γ-3-wr - (i2- i一言)r2十 0(γ2)
7r ′

一方ILiebと Liniger (LL)は熱力学的極限 (～,i.- -) で e｡と nは

B

eo-./･Bk2･f(k)dk, ∩-J･ H k)dk,
-B -B

で与えられることを示 した｡ここで f(k)は

f(良)｣ B土･
cf(k/)dk/ ]

27T
p-B 7T c2+(k-k′)2

を満足する函数である｡パ ラメ

ーターBが大きい時 eoとn-を

展開しBを消去すれば e｡の高

密度展開が得 られるはずである

が,これ を解析的に行 うことは

あまり成功 L_ていないと LIJは -

数値的に eo13n-3は γ≪ 1の

とき γ14γシ/37Tで与えられる

ことを示 した｡ 我々は次の項を ､

求めるため P｡と 口を数値的に

計算 し,
i

∫eon-3-(γ-4,2/37T)ir-2を

ノア の函数 として図 1'にプロツ

(1..･1-IH.i r･')r-=

日川I.-1l tI川lllu>
＼
＼

図 1
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Bose系における Bogoliubov-Zubarev理論の妥当性について

トしたこ その結果 γ2 の係数 として 0.0654±0.0002を得た｡すなわち

3 5

e｡n-3- γ- £ -rh o･0654r2-+o(γ2) (3･4)
l

この･T2 の係数の値は BZハミル トニアンの結果-0..01798785 と吠 きく食違 ーってい

る｡

前節で指摘した BZ-ミ/レトニアンの導出における数学的矛盾 も合わせて考えるなら

ば DZ-ミル トニアンは正確な Bose系の記述ではないと考えられ る｡

また密度や位相や速度のような集団変数 でBose系を記述する理論 として,砂川,ノ山

崎,発生川に･よる理論; correlated basis functionの方法,西山理論等があるが

これ らの関連につレ)ては参考文献 3を参熊されたい｡
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