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1.運動方程式

非線形相互作用で鰐ばれた粒子系 (1次元非線形格子)の振動に対する厳密解が得 ら

れれば,多くの関連する問題の取扱いに寄与するものと思われる｡著者はこのような力

学系のモデルとして神互作用

a -br
¢(r)二 百e +ar+const

を採用 しfL).)～ll)ここに a.b は定数で積 ab>0 である｡ b- 0 とすれば ¢(r)は

パ ラポ リックな調和相互作用 (線形格子)を与え, b-+- では剛 体球 (ab-有限)

の極限を与える｡したがって以下に述べる厳密解は線形格子にも,剛 体球系にも通用す

る｡

この非線形格子の運動方程式は.格子末端を除けば

d2yn__ _了 b(yn-yn_1) -b(yn.1-yn)
- a†e

dt2

tin

である｡ 書き直し

byn= Qn,
ii≡≡巴柑

-e

n - - ,1,2,3,-

をすれば,次元のない形で,

d2Qn -(Qn-Qn-1) -(Qn+1-Qn)
= e - e

dt2

あるいは相対変位

r｡- Q｡- Q｡_1

を用いて,
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ヱ込 = 2e-rn_e-rn-1⊥了 n+1
dt2

あるいは "バ東の力 "

､-r

fn - ･e n-1

を用いて

d2

dt2
log(1+fn)- fn_1+ fn.1 - 2fn

と書けるo y｡,Q｡ は格子縦方向の変位 と考えてもよいが,慣性モーメン トm をもつ

棒 をバネで結んだ系のね じれ,振動の角 と考えた方がわか り易い｡また非線形のキャパ

シタンスを･もつ LCはしご回路で fn を零位差, 〔log(ノ1+fn)〕/ fn をキャパシタ

ンスとした場合 としてもよいO

2.特 解

土の系を伝わる波動の性質はいくつかの特解によってよく表現 される｡

d2

f - 詩 sn
∩

さらに,

s t log+n∩

とお くと便利である｡ ＼

(1) 1-soliton# 2)

¢n- cosh(αn-+βt)

あるいは

㌔ - 1+A e

とお けば

p - sinha

2(αn耳β t )
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とするとき運動方程式が満 される｡この解は一つのパルス波 (soliton)

-r

e n-1- P 2 sech2(αnt-+pt)

を与える｡

(2) 2" oliton# 3)

+n- cosh(Kュn-Pl･t)+ Bcosh(x2P- P2t)

あるいは

やn- 1+A le2 (K l叫 l t)+A 2C2 (K2n-P 2 t)+A 3e2 (xl+ K 2)n-(P l+P 2 ) t

とおき, ぶ1,K2を勝手に与えて運動方程式が活されるように P11,PL2 および Bあるい

は比AIA2/A3 をきめることができるo Klキぷ2のとき,この解は 2個のパルス

(soliton)の衝突 ･通過 を与える｡

pi2- sinh2ai (i- 1･2)

β1 β2>0の解は 2個の soliton が同方向に進む解であり,

P1 62 <0 の解は 2個の soliton が逆方向-進む解であるo

(3),N-solitc,n解 (省略)

(4)周期解 (cnoidal波)1)

少n- 00(楕円0関数)であ り,

e~rn-1- (2Ky)2〔dn2(2,iP t)Kト芸〕
ここにK-K(良)は母数 k(0≦k≦ 1)の第 2種完全楕 円積分, Ij-A(k)は第 2準

完全楕円積分, dnは Jacobiの楕 円関数である. 波長 )と母数 k (実際上振幅を与

える)をきめると振動数 リは分散式

2K〃-〔

sn2(2TK)

E ､ヰ'2

-1十 百 ｣

-C4-



WavePropagationinaNon- linearlJattice

で与 えられる｡

3.逆散乱の方法

この′格子系はマ トリックス方程式

dI.＼
- - BL - LB
dt

5)
と同等 であることをFlaschkaが示 した｡ ここに例えば

1 1 dQ｡

Lnn-bnい す Pn(-一首 了 ｢)

･Ln,n_1- Ln_1,n- an- 与 ei Q̀√ Qn-1)'2

1

~Bn,n-1- Bn-1,n- an=盲 e

(その他の L,由の要素)-0

-(Qn-Qnl1)/2

であ る.このマ トリックス方程式 を逆散乱の方法で解 くと無限遠 で 0たなるような解

が求められ ることになる｡ 例えば N-splitpn解は

サn- detB(n)∴

ただしBの要素は

軒 - ∂ij+ ciCj

rziZj)n+1
卜 ziZj

ここに zj｡ Z･J< 1,j-1,2･- N)は任意の定数であ｡, cj(0)を任意わ数 と･しJ ナ

て,その時間変化は

cj - C･(0)eJ

t(zl-Z;1)/2j

で与 え られ るo zj< 0や 右 - 進 出 soliton･ zj > 0は左へ進 出 soliton をそれぞ

れ 与 え る｡
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4.保 存 量

無限の格子では (あるいは周期系で)

全 運 動 量 J(1)…∑㌔ ,

全工- ギー J(2)〒∑弓 pn2+xn)

ただし,

pn- ddQtn , Xn - e--(Qn-Qn-1)

のほかに,

J(3)-∑Gpn3･pn(xn-Xn_1･,I

等の保存量があることも示される｡ これ らの保存量 J(∩)の任意の関数もまた保存量であ

る｡He'n.nは周期系は,

I(n)- ∑ (-1)ipαlPα2･･.PahXpIXp2-･･･Xpi･(n- 1･2･-I,N)

〔ただし, h+22-n, (al,α2∴ ah,β1-1･P211,P2,●‥隼 1,pl) はす
べて異なるとする｡つ で与えられるN個の保存量をもつことを示 した｡ この系は非エ.

ルゴー ド系である｡
8),9),10)

5.連続体の極限

波長が長い極限,あるいは稗互作用の定数 bが小さい極娘では弱い非線形の波動方程

式,すなわちB叩SSin.psq方程式, Korteweg-de Vries方程式か上述のモデルか

ら導かれるo特解,逆散乱の方法,保存量なども上述の耳､?がこれに対応する連続体近

似のものにこの極限でつながることが示されている.
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Thomas-Kuhn の和定理 と超流動

東大 ･教養 伊 豆 山 健 夫

報 告

そ もそも超流動 とは何か ? 或る粒子系の作る匪体が超流動を示す とい うことは,こ

の蹄体 を トーラ､スの中にいれて, トーラスかその frameに固定 された不純物 を含んで

トーラスの回転に-ついてゆけずに, とり残されてしまうとい うことであ.る.

久保理論 (線型応答)′の範囲でこのことを数学的に表現すると,以下のようになる｡

A - ml - Li- 孟 < JLXjix J>
1

N

を定義する1. 但 Lm は粒子智者, N.は粒子数, J… ∑
j-1pjX/rnは totalcurrent

の x-成分,-U-恒三2/2rn･Ⅴ(71∴ r)N= まノ､ミル トニアンでVは不純物ポテ
J

ンシャルを含む｡ × は久保の記号 で 〟×-… 〔〟,･-〕,Q は射 影 演 算 子 で
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