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配 向 相 転 移 と揺 ら ぎ の理 論

関学大 ･理 納 繁 男

結晶内で分子 ･イオン ･基などが多方位の配向の乱れを持っ場合がある｡このような

秩序一無秩序系の相転移理論 をrandom phaseapproximation(RPA)で取扱 う｡配

向相転移で も,その乱れが2方位に限られる簡単な場合 には ,適用 される理論は本質的

にIsiJlgス ピン系のそれ と同じであ り,従来よ りよく研究 されている｡とくに熱平衡系
1)

のIIPA理論 とそのX線散乱に関してはBroutの理論があ り,またcritica】dynamics
2) 3)

などに関 してはGlauber,鈴木 ･久保 らの理論がある｡これらはNaNO2,NarW)3 ,TGS,
4)

etc.に山田らによって応用 され',その静的 ･動的ふ るまいの研究 ･解明に驚 して来た｡

しかし多方位 の配向に関 しては ,理論 ･実除ともその研究は 2方位配向の場合程進展は

していない｡多方位配向の熱平衡統計理論 としては古 くX線散弾散乱に関する松原の研
5)

究があ｡,N2 ,C(N(㌔).6)に応用 された｡最近ではNIもNO 3 (NO｡基の12万位の配向
7)

),CsHF2(HF･2の 3万位配向 )などの実験的研究例を見 ることができるが ,この複雑

な多方位系の問題 を簡潔 に取扱える理論が未だないように思われる｡ここに述べる多方

位配向系のRPA理論 とそのdynamicsはこの意味で進められた一考察であり.これは

強 (反強 )誘電体におけるような双極子型 ･長距離相互作用系の場合に特に有効であろ

うと思 われるC

Brout理論の多方位配向系-の拡張8)※

各格子点 分子は∫通 りの配向をとりうるもの とする｡いまノ格子点の分子に関して,

それが∠という配向をとるとき1,さもなければ Oであるよ うな配向 (ゆらぎ )変数pj

を導入 する｡

※ この詳細はJ.Phys.Soc.Japan37(1974)340･に報告されている｡
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p,4 -(

1 (配向がlのとき ) (pje)2-p]4

0 (それ以外 の とき ) ′- 1,2,-･- ,S.

配向相転移と揺 らぎの理論

(1)

するとjおよびIk格子点分子がそれぞれ配印 .- をとる時 の分子間相互作用を),iT と

して ,系のHamiltonianは

1 ノ-

H-揖 嘉 p,FJ鋼 -す ヲ 宕pjJj kPk (2)

で表わせる｡ここにpj は p,Fを成 分 とす る碩 元- ク ト ルで当然真 弓 -1でなければ

ならないか ら･qjで, - 1 と規格化 され る｡ またJjktiJ,iTを要素 とす るS次元行列

である｡(2)をFouriLer変換 して

"pq= =干 ,GPT;i∴ (q)=j_" keiq(Rj一札 , ト 3)

配向が多方位である場合 ,その相互作用エネルギーを各分子 の配向を示す物理変数 (例
9)

えば分子軸 を示すベ ク トルなど )で直接書き下 した り,あるいはス ピン変数などを借用
10)

して有効Hamiltonianを構成 した りすることもできるが ,これは一般 にはそ う簡単でな

いし ,また得 られ るHamiltonianの形 も必ず しも一定 しない｡これに較べ上記 の (ゆら

ぎ変数 による )扱いは ,分子間相互作用の複雑さの如何に関せず ,常に系のHamilton-

ianをJLjについての2次形式に定式化 し,従ってFourier(モー ド)解析を容易ならし

めるので都合 がよいO

さてBroutにならって各 モ~ ドの早 ま独立にゆらぐとい うRPAの取扱い をする｡ こ

の ときpqの確率密度分布P(pq)揺

p(pq'-吉 町 1 exp仁毎町 1nqi･(qt0)

p(Jb)-(2W)昔 lMo-11与exp仁‡ (p7-<p～0,.)- 1)(po一軸 0,.)iI(q司 )

′-ヽノ

ここにMqは2次 のモ~ メン ト行列 :Mq≡<JLqoFEq言 であって
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納 繁男

1 I

Mq-言(ト 音Ⅰ)… M ･(q≠0)

N
Mo-M+- I,(q-0)

S2

1:S次元単位行列

Ⅰ:全要素 1の行列

と求まる｡従 って(2),(3),(4)より状態和計算は

Z-∑ ･･

iJL)I)

CIO
=J･- Jexp

- (:X⊃

･∑exp卜i堅 pjJjkPk)

ノ■■■ノ

しそp粥 J(q)pqinHPuLq)dpq-null+PMJ(a)I2q I iq I 1 q
(6)

と実行できる｡自由エネルギー ,内部エネルギー ,比熱 ,ゆらぎ等 もまた以下の如 く求

まる｡

F-÷β~1 =logll+PMJ(q)上q

E-吉弓TriM (q'〔1'PM 'q'〕~lI･

C-÷kP2ETri〔- (q)〕2〔1･PMJ(q)〕121g′ヽ■.′
< pqopq>-lMl +βJ(q)〕~1

転移は(7)の特異点 ,即ち行列式 :

1+ ⊥ M (qo)

kTc

(7)

(8)

を満たす温度Tc と波数qoにおいて起 る｡これ らの結果(6),(7),(8)は1sing 系 に対す

するBrout理論の多方位配向系-の拡張に相当する｡

多方位配向のDynamics(Masterequation)

j格子点分子が時刻 ≠に配剛 (～-1,2,････S )をとる確率をPj4(i)で示す (当然

左p,4(i)-1と規格化され る )DこのときP,4(i)に対する-スター方程式は
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配向相転移と揺らぎの理論

霊p,4(i)- - 打 率 )-<4(i"ei

∫
協 )alnlpT(i)-<PT(i), ｡ i (9)

ここにalm は配向状断 からl-の遷移の確立 (aln-aml･孤島,･anl-all),

また< ･- >｡は局所平衡値 を意味 し.9)は分子配向の確率緩和が ･配向間の遷移 をll)
ともないながら,その局所 平衡値 ‥<4(tb eを目標 として緩和 してゆ く事を表わす｡
･4 (tb eはノ■分子 と相互作用するZ個の周辺分子の配向によ-て支配 される筈である

が ,いまこの評価をZernikさ2)･松 威 従 って

･p,b >e-lZl ･･･F W,･'llZl･････Zz )Pit(" ･･･pzlz'" I flo,Z

とお く｡但 しWj(頼 1,- ,Jz)は ,周辺の Z個 の分子 が配郎 1,････Zzをとっ

た とき･中心のノ●分子が配向∠をとる条件付確率 である｡P,l･(i)をその熱平衡倍 (-Jf)

とそれか らのずれ (-中 ))に分ける :

p,4(り -雪+ R,4(i) I

これ を(10)に代入すれば ,R]4(i)について
Z S

･R,4(i),｡-k=Ei皇 lWjk(lI-)RT(i)+0(R)

(ll)

(12-)

をうるoここにWjk (Z]- ) 揺(1蟻 のWj(lJll ,･- ,∠Z)を締約 して得 られる(j･k

分子に関する)2体の条件付確率であ ｡･0(R)はRjF(i)の高次項 を-まとめにしたも

のであるo (ll)を(9丹こ代入 し(12)の関係 を用いれ ば (行列の記法で ),確率緩和の基礎方

程式

∂

TiRj(i)= ~a IRj(i)一号Y･kRk(i)-0(R)) ･ (13)

をうるoこの式で∂Rj(i)/at-0(熱平衡状態 )とすると,当然X線散漫散乱に関す る

松原の式が得 られ るO(13)tまこの意味で松原理論のdynamicalな場合-の拡張を表わす｡

揺 らぎのRPA緩和方程式

(13)&実際に用いる際には行列Wjkを分子鞘 目互作用で具体的に表現する必要がある｡
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多方位配向の場合 ,この評価をあま り厳密に しようとすれば式は必然的に繁雑 となる｡

我々は双極子系のよ うな長距離相互作用が主要であって ,RPA乃至は分子場近似の評

価が許 されるもの としよう｡このとき･T2Tc の無秩序相 (分子場-0)では

wjk(頼 -wjT -志 茂 雲 丹 = i (1璃 ) I1

あるいは行列形で

wjk-i(I-βJ,･k)I

3)
た｡

1

仕蛋

と表わせ る｡ここでBrout･鈴木 ･久保 らの場合 と同様Tc近傍ではβJ-二であ りZ

o(i)以上を無視す る近似 を用い

一方 S通 りのすべての配向が同等であり,且つ簡単のためこれ らの配向間の遷移確率

がすべて等 しい (この仮定は必ず しも必要でない )とす ると,行列αは

a-i (1-iI)-÷ M,(T :緩和時間 )

佗.I1-i

(16)

とまと＼められる｡

次 に P(p,4;… こよ-て配向変数 が時師 で憤p](0または 1)をとる確率を導

入す予 (これは(9)のP,4(i)と異な り･み ｡p(p,4:i)-1で規格化 される )｡明らか

の時刻 までの平均値は

` 中 )> -島 14p'p,4･'i)-P'p,4-1'り (17-

ここでP(p,4-1:摘 ま時刻 tで弓 の値が 1となる確率であり,これはノ.分子が配剛

をとる確率 :P]4(i)と全 く同一の意味 をもっo同様 に熱平衡 の場合について も･<〃]4>

-p]行 うるo従 って

<pj(i)> - <JLj> - Pj(i)i j-Rj(i) (18)

以上3つの関係(15),(16),(18は (13)に代入 ,この際0(R)の項 を無視す る線型近似 を採

弔すれば ･Fourier変換 してモー ドqのゆらぎ< JLq(i)> に対す る次の緩和方程式 を
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配向相転移と揺 らぎの理論

うる｡

旦 oq(i)>-｣ tl+PMJ(q))<pq(i),I(qtO)∂≠

芸 {軸 (打,-o o,}-寸 1･PMJ(o" {功 o(り- o o,},(qj,,

但 し･これは線型緩和の近似 であ り･もし(13)7:･高次項0(R)∝0(O q(i)>)を考慮す

るときは当然 ゆらぎのモー ド間相互作用が現われる｡
8)

(19)が先に述べたRPA理論に該当するゆらぎの緩和方程式になっている事は ,Ons-
13)

agerの関係 を用いて容易に確 められる｡即ちOnsagerによれば ,ゆ らぎO q(i)>の

緩和は運動方程式 :

土 <pq(i)>--TXq(i)d≠
即

で記述 されるo ここにXq(i)は ≠流 れ 〝<pq(i)> に共役な ≠力 〝であって ･これは

また "流れ 〝と次の一次関係で結ばれ る (rはOnsagerの相反関係 をみたす輸送係数 )｡

筈 l=--Tq蒜 こくpzq･(" ∂郵 ト 21,

但 し3qは自由エネルギーのモー ドqのゆらぎであ り･これは(6)･(7)を参照 して

3q - kT<pq(i)HMll+pJ(q)i<pq(i)>

従って

p - iM ll+pJ(q))q.

C2)

田)

であ り,またTとしてr-M Tの対称行列 を用いれば ,(201からま さに緩和方程式(19)が

得 られ ることがわかる.

なお 2方位配向の場合は

･牢 ),-F:I: ' t(t',',],M -号 11 l J (q,-[-;告 ;:qq,']
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納 繁男

であ り･p,4(i-±)は Isingスピン変数 sj (-±1) と 巧 -i (1±sj)の関係にあ

にあるから

･ 中 ),-i I1± < sg(i),) , (25)

と書 け,荏-て(19)tiト ドqのス ピンの期 待値 < sq(i),-<中 )>-<pq(り>

の運動方程式

∂
- <
∂t sq(i)>- -‡ il-βT(q))<sq(り >一

3)

を与 えるが ,これは鈴木 ･久保の式に他ならない｡

Dynamicalsusceptibility tensor

揺動散逸定理に関す る久鮎 盆 tC4iれば ,_椴に動的感専率テ ンソルは

I (q･W)-x(q･o上 空 ∫<xq(0- g(り >e-iwidt

la) oQ ～

kTo

投圏

で与 えられ る｡但 しガは外場に共役な物理景例えば電気的 ･磁気的分梅のような任意の

ベク トル量 (X線 ･中性子線等のdynamicalfrom factorの場合には散乱振 幅の如 き

スカラ一畳 )であ｡,<Xq(0 )o 言q(i)>はそのFourier成分 xqに関する時間相関テ

ンソルを表わす｡いま 1つの分子が配向Jをとった時 ,その分極 を表わす 3次元ベクト

ルをおlで表示するoす るとノ潤 子点分子 の時刻 - 分極 :xj(頼 欄 向変数 pj4(i)を

使 って

xj(i)- 皇 諭 ,4(i)I/=1

よって

･xq (i)-何 行 pzq(i) ･J=1

<xq(o)o xTq(i)>-NTrtX軸 q(0)｡p～q(i)>I

(x )lm =x∠.言Tn

rD74-
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配向相転移と揺らぎの理論
′ヽ■.′

即ち<X･q(0 )o=(i)>は ･ゆらぎの時間相関の行列<pq(0)opq(i)に帰着せ しめられ る

が ,これはRPAの下で運動方程式(19)か ら容易に求めることができる｡

′ー′
～ ′■ヽ′

<pq(o) opq(i)> -<pq(0)opq(0)>e1 (q)yT

Il(q)-〔1+βMJ(q)〕

糾戚

ノ■■l■.′

ここに<pq(0)oJLq(0)>はゆらぎ行列の熱平衡値 (7Pこ他 ならないO(30)I(31)を(27)k代入 し

て ,結局感受率テンソルX(oa))は

<

x(q,W)-旦-T,lAll+PJ(q)+i･wTl〕l l )

kT

とまとめられ る｡但 し,

意-nixM; ･Ĵ(q)-MiJ(q)M2i ･ 巌 i (1号 )

∧

あるいは J(q)を対角形 にする表示では (Az(q)をその固有値 として )

町嵐 戸 〕zl

kTJ-1 1+PAL(q)+iwT
x(q,W)=旦 S:

鋤

脚

(341

とな り,一般 に多分散 ･Debye型 となる｡(341は勿論 2方位配向の場合には ,鈴木 ･久保

の導いた感受率の戴 こ一致 し,一方静的な多方位配向の場合は,.松原のⅩ線散漫散乱の

強度品 こ全 く類似の式 となるO

電気双極子 の三方位配向モデ/レ
※

単純立方格子 (格子定数a)とに ,電気双極子 モーメン トPがあって ,これ らがⅩ ≡

〔100〕,y…〔010〕,Z…〔001〕の 3方向のみ を取 りうるものとする｡

双極子モ_メン トが自由回転するモデルについての計算はあるAll'5,)･16iは電荷雲の重な

りのよ うな隣接分子間の反僚力 のために ,結晶内分子 (に固定された双極子モーメント)

※ このモデルについての計算は,堺由紀夫氏によってなされた｡前述の理論を含め,その詳細

は近くJ.P.S.∫.に発表の予定｡
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納 繁男

の取 りうる方位が上記のように 3通 りに指定 され るとい う想定の1モデルである｡

(8武 によればTc とqoを決定するためには ･J(q)従 ってdipolarsum の値 を必要 と

する｡ このよ うなdipolarsum に対 してCohen&Kefferの結果を用い ,(81の行列式

を数倍的に解いた結果 ,波数qo はqo-(da･Qa･o)のantiferro型 ,TcはTc =

1.784lp12/ka3 ,最低 エネルギーEは Eニー2.676NIp12/a3 と求まった｡これらの結果

は例えば Luttinger&Tisza,Lax らのそれ と比較されるべきものであろ う｡一方ゆ

らぎの緩和 と感受率 テンソルは ,とくに興味のあるモー ドq｡(‡･芸o)に注 目するとき･

Tc近辺で次の如 くふ るまうO

S芸｡̀り …`p罠'り >~̀p-q:(巾 -Sも(0,exp卜(1+0･892楼)i,I,i

syq.'り …`pも'i)>-̀坑 )>-S冒｡(0,expl-(1+0･892β92)i,T′i0

sZ.(t,- <僻 )>-<p-q.Z(i,,-szq｡(o)exp卜 (卜 1･784β鮪 t,T,i0

xxx(q,a)-xyy(q,a)-0 0

x zz(q,a)-0

NIpt2 1

(.･1･784P雲 )+iwT′

xl(qo･W)-o I T′…号T

(35)･(36)ではⅩ,y･Z成分間に相関がないが ･それはこの特定波数 q｡-(言･言･o)の

モー ドの場合だけであ り,一般には必ず しもそ うでない｡またゆらぎのCriticalslo-

wingdownおよび感受率テンソルのW-0の発散 がおこるのは ,いずれもZ 成分 (分極
18)

の横波成分 )のみであ り,これは双極子 ･相互作用の異方性 の特徴 を表わ している｡な

お(35)･(3腔 緩和時間がT′…喜Tとなったのは ･双極子モーメン トのSOo回転に対する綬
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和時間をでとし,その180 0 回転 (反転 )に対する直接の緩和素過程を無視 (禁止 )し

たためである｡

まとめ

多方位の配向相転移 の統計理論 とそのdynamicsとを,ゆらぎ理論の立場に立 って

RPAで考察 した｡ Ising系に対するBroutのRPA理論 ,Glauber,鈴木 ･久保の

dynamics,多方位配向系に対す る松原のⅩ線散漫散乱理論 など,従来の理論 との関係

を明らかに しつつ ,これらを統 -1的に含む簡潔で一般的な理論 を定式化することができ

た｡多方位配向とい う複雑な対象に対 して ,≠理論の簡潔 さ〝は好ましい事である｡ し

かし近似度 の点では ,(i)RPA乃至は分子場の近似 ,qi)Zernike･松原の近似 ,Qii)級

型緩和の近似など,改良すべき箇所がまだ残 されている｡なおTc以下の秩序相に関す

る議論 もまた今後に必要な考察である｡

一方この種の間静 では ,分子配向 と格子変形の間の相互作用が ,本質的に見逃 し得な

い課題の 1つ となる｡この問題に対 して ,我々のゆ らぎ理論 の立場は ,Hamiltonian(2)

を

′ー.′

H-‡雪雲〟jJ'Rj+pj･Rk十pk'pk

と置 き

J(Rj+pj,Rk+〟k)-J(Rj･Rk)+VJ(Rj･Rk)(Pj-JLk)+- ･

=Jjk+Jjk(LLj" k)+''･,

1

pj-qう 扇 e(q･りQqleもgR, ,(Qql :｡hononの基準座標 )

とすれば ,Hは

H-Horient･+Hphon･+Hcoup･

′ー′

H｡ri｡n..-‡ ∑ ∑pjJjkPkI

rD77-
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納 繁男

Hphon･ 慕 (pq*Apql'W2qlQJq*}Qq})

′■ヽ.ノ
Hc｡｡｡･-告 ぎ字音pq･q′Gqq′絡 ′Qql,

1

Gqq′ス…一元 U,'･keiq'nka(-e-iqnka )

削 ち ,2方位配向系に対するspin-phononcoupling理論 と同様に ,多方位配向一格

子変形の相関の問題 を定式化できる点で注 目してよい｡そ してこれはplasticcrystal

や液晶の問題などにも応用 しうるであろ う｡
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