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§1. 序 論

指数格子は戸田格子 とも呼ばれ,その運動方程式 h･u- eun-1+ eu山 -2eun は微分

差分方程式の一例となっている｡ §2ではこのような微分差分方程式に対 し,変換によ

って当該力模式を導出可能な別の一元内至多元連立の微分差分方程式 を当該方程式の原

方程式 と呼び,種々の原方程式を求め,更にその特殊解 を調べる｡ §3では,一般には

特別の場合に限って二つ (以上 )の独立な方程式を分離する様な連立方程式 を二つ (以

上 )の当該方程式の結合 と呼び,文脈 に沿って結合 を求め,更にその特殊解 を調べる｡

§2. 分解法

§§2-1,一般論

(1) Ni- f(Mi)g(Mi-～)によって

●

旦 - Ai芝葦 + Ai+ I 7両 計 5'(M i)-

f(Mi+I)
Ni

の形になるならば,原方程式は,

Mi= Ai
)9(M

f/(Mi)g/(九I:li)
である｡

dg(Mi)

dMi

(2) Ni-(fi_1- fi+I)g(Ni)の型の方程式

1, 変換 vi-J葦 轟 によ-て
●
vi- Fi-1-Fi+lに変わる｡

従って(2)では葦にこの型に直 されているとする｡ ここで例えば fi_Iは fiの陽な表

現に於 ける変数の添字 を全て i- i-1に変えたものを指す｡
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1)-i) 変換 vi- wi_I-Wi+lの時

原方程式は

●

wl=Fi+C である0

1卜 ii)変換 vi-wi-Wi+1 のとき

原方程式は

●
wi- Fi-I+ Fi+ C である0

1)-iii)変換 vi-Wi+wi+R の時

原方程式は

●
wi-Fi-1- Fi である0

2) fiがNiだけの函数の時,変換

vi-∫Ni
9(N;)

dN;

Gi(vi)- (fi一丑(Ni-1)+ C)(fi(Ni)+ C)

●
によ り, vi= Gi-Gi+ 1 となるo

変換 vi- wi-Wi+I の時

原方程式は

●
wi-Gi+ D であるo

§§2-2 戸田格子の原方程式及び特殊解

戸田方程式 Vi- eワト1+ eui+1- 2euiは,§§2-1と同様な方法又はそれに属 さない

方法のいずれによっても原方程式 を求 め得る｡

(1) 前者に属するもの

1) 変換 ui- Ⅴ卜1+ vi+I-2vi の時

原方程式は

vi- eui十 C である0

2) 変換 ui- vi-Vi_1 の時
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原方程式は

vi-eu i+1- euiであ るo

(2) 一階化の方法
●

1' 片指数型の~階化o これは こi-∑cjpj pj-5:Djeuj の形を指すoJ

Cj,Djは次のような演算によって求め得るo

1 - 1

十 ) - (1 -1)

1 -2 1

1)- i)

iui= pト1~pi+1

pi-eui-L eui+1
●

1 -2 1

iii) 2×(1-2 1)

十) .1 -2 1

0- 2 01

eui-Ni,pi-Miと置 くとVolterra類似の式

●
Ni=(M卜1-Mi+))Ni
●
Mi=N卜 1- Ni+8

*) 特殊解

Ⅹ = αi+βt:N;-
COShX+C1

が成立っ｡

十 CHMi

⊥2 β2

GoshX +Dl
+D3

と置いて係数比較により未知数 を求めると,係数比較式中に恒等式 を生 じ結果的には,

α, β,B を任意 として

+P_2

coshX± 1 4Slrlh2α

芋βslrlhα
coshX+_cosha+I)3 と求まる｡

これは周知の戸 田 Solitonに接続する｡

1)-ii)

ui= pi+I-Pi

pi-epi - epトZ

●
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1)-i')では奇数番号の上の戸田方程式であるが, これは全番号上の式 となる｡

1)-iii)

千
ui- pトl+ pi+1+2pi

pi- er卜1+ eri十1- 2eri

●

これはHamiltonian H-冒(pk' pk+1)2+≡(erj- erj~l)2上の運動であるo∫

§§2-1の方法 を適用すると, pi-mi一mi+lJ ri- ni+ ni十1の時,

原方程式は

i
mi=(eni-L eni+1)eni
●

品i-m卜1-mi+l となる｡

eni-Ni,㌔ i- Miとお くと, Voterra類似の式

●

Mi= (N卜1-Ni十】)Ni

丙i- (Mi_1- Mi+.)Ni が得られる｡

*) 特秩解

Ⅹ=αi+βt:Mi
p 2

COShX+D.
+D,, Ni

C 2

COShX+C1
+C3

と置いて係数比較により未知数 を求めると,係数比較式中に恒等式 を生 じ結果的には,

α,β,D3を任意 として

α
㊨ Psirlh盲α

coshX㊨ cosh首
α

@ PsinhT

+D,

2 β

coshX-･ COSh; 2Slnh;

(㊥ は同順 )が求まる｡

2)双指数型の一階化

2)-i)

(
vi-eWi+I- Wi●

wi-eVi-eVi-1

●

ui- vi十 wiに対 して全番号上の戸田方程式が成立するo eVi-Ni,eW i-Miと

置 くと,
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Ni=(Mi+1-Mi)Ni
●
Mi-(Ni-Nil)Mi

対応 した線型方程式 は

I ki-Mi'1-Mi

Lhi-Ni-Ni_l で

Ni,Miに対 して独 立 した格子振動の式が得 られ る｡

*) 特殊解①

Mi
D】

αi十βt十D2,Ni

る と, α,βを任意 として

Mi=β(

Ni--P(

αi+βt

l

αi+βt

@ X- ai+Pt:Mi-
D2

C,

αi十 βt

eX十Ⅰ)1

+C2 と置いて係数比較 によ り未知数 を求 め

+吉 ) が求まるo

十 D‥ Ni
C2

eX+c l

+C3

と置いて係数比較 によ り未知数 を求めると, α,β,Cl を任意 として二つの分岐

Mi- ♂(

Ni-β(

i :ii== pP ('

-Cl

eX+c l

CI

eX+ cl

+ 丁㌔ )1-e

α

十 i1 -g )

(:αct . eα
+

cX+ eacll i- e

-C. . 1
十

eX十 Cl I1-ea

訂 )

)が求まるO

2ト ii) もi- eVi-I- e Vi+I

ui- vi+vi+tと置 くと,奇数番号の上の戸田二方程式 が成立す るo eVi-Ni とお

くと
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●
Ni=(Ni_I-Ni+1)Ni

以後この式 を単にVolterraの式 と呼ぶ｡

一般化 された式

●
Ni= (Ni-.- Ni+)+ fi(t))Ni

の時に,戸田方程式が uiに対 して成立する為の条件は,
●

Ri= fi- (Ni+lfi+1-NトIf卜1) に対 して, Ri十Ri+1-0で与えられるo

又,

‡

qi=v2i+v2i-2 + -,o

pi=v2i+ 1

で座標と運動量 を定義すれば

H-∑eVil
に対 して qi,piはHamiltonの運動方程式 を満足す る｡

*) 特殊解

X- αi十Pt:Ni-
C,

dnX+C1
+ C2 と置いて係数比較 によ り未知数 を求めると,同

数 の係数比較式 を得, α,β,kを任意として四つの分岐

十 ( 1- dnα)

- (1-dna)
dnX 芋 ノ手二手 dn'~1筈

dnX±JT二才 dn-1箸

を得 るO第二式は α+2K-α′に対 して第-式 と同型になる｡ ここにKは第一種完全

楕 円積分｡ k- 1の極限で次の式になる｡

2slrlhα (第一式 )

(第二式 )
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2)-iii)

vi-eW卜 1-eWi+1
●

wi- eV卜 L eVi+1
●

′ 2 1
ui-vi+wi+1,ui-wi十 vi+1と置 くと, ui,u;の各 々に対 して奇数番号の上

の戸 田方程式 が成立する｡ e'i-Ni,㌔i-Miと置 くと,

Ni- (M卜1-Mi+1)Ni
●
Mi-(Ni-1-Ni+I)Mi

以後 この式 を二元 Volterra式 と呼ぶ｡

*) 特殊解①

X-αi+βt:Ni=
C2

snX+Cl

+C= Mi=
D2

snX十 Dl
十 D3

と置いて係数比較によ り未知数 を求めると,係数比較式の中に重複 した式 を生 じ,結

果的 には α,β,k,Cl を任意 として次式 を得 る｡

1 瓜 1-I)12k2sn2α

snx+c l 廿 2snα (kDl-1)(DIE-1)

1 △ 1- k2sn2α

ここに△ ,㊤ は同順｡ただ しClとDlの間には次の関係があるo

(C.2-1)(D;-1)- (CIDldnα-cnd)2-o

k- 1の極限で次の式になる｡

cI2-1 1十hh2a

tanhX+Cl ) 2hnha

.ー

′_
ノ

F
Jr;

C田

Mi- ㊨
cosh2α(1匡ICltWhα)

A1同 CltaJla
2tanha

② X-αi+ βt:Ni=
C2

dnX+Cl

C;-1

(1回 Cltanha)tmhX十C.団 tmha)

+C3, Mi=
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と置いて係数比較 により未知数 を求めると,係数比較式 の中に重複 した式 を生 じ,結

果的には α,β,k,C.を任意 として次式を得る｡

Ni-盆β (1-C12)(C12+ k2-1)
D…sn2α+cn2α

dnX+Clてツ2snαcnα (1-D;)(D:+k2-1)

1 < C;sn2α+cn2α

ここに△ ,㊤ は同順｡ただし, ClとDlの間には次の関係がある｡

(C12-1)(D.2-1)cn2α- (cIDl- dnα)2-o

Cl-I)且の時 2ト ii)の特殊解 に一致する｡

k- 1の極限で次の式 になる｡

･i-㊥β沌ロ (chX+C1 2sha(CIShα㊤軒 ｡h｡

Mi--P(CISha㊥ J6F Tcha)×

ただ し(∋ は同順｡

§§2-3 Volterraの式の原方程式及び特殊解

(1)§§2-1(1)の方法による｡§§2-1(1)に於 いて

f(Mi)=Mi, 5(Mi)=1-Mi, Ai=Mi+I-Mi-,

とお くと,

=Ni-,- Ni+1

=MiJ 1-Mi)-Mi+I(1-Mi+2)

=(Mi-I-Mi+1)(1-Mi)-(Mi-Mi+2)Mi+I

-Ain ',･Ai･ 1
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したがって原方程式は

Mi= Ai
f(Mi)g(Mi)

f/(Mi)g/(Mi)

= (Mill-Mi-～)Mi(1-Mi)- - ①

この型の式は Cowan によって神経回路網 の方程式 として調べ られたので,以後この

式 をCowan方程式 と呼ぶ｡

温 今①式が成立っとし, Si-MiMi+1, Ti-(ト Mi)(1-Mi+I)と置 くと,Si,

Tiに対 して次の二元 Volterra式

(Ti+.-Ti- .) Si

( Si+I-S卜 1)Ti

*) 特殊解①

X- αi+βt:Mi- C2

dnX+Cl

が成立っ ｡

十C3と置いて係数比較により未知数 を求めると,同

数の係数比較式 を得, α,β,kを任意として次式を得る｡

W-C,(1-C3) の時

cl-△

C2-巴

こ こ に,

W -

ただし

β1-
2

β/2

cnα

snα

2

(p-W-3la)snα

βdnα
snαcnα

ノ1-4W~~

dna _1+dn2a

snα-2βcnα

(二三一βcnα snα

snαtdnα十 k2-1±

@ k2sna (P-P.)(P-P2))

(dnα十 k2cnα+k2-1)(dnα-k2cmα十 k2-1)I

k2cnα(1十 dnα)
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k- 1の極 限で次の式になる｡

p(coshα-1)ノ2(COShα-βslnhα-1)

sirlh2α(sinhα - 2β)2

COShX±
2(COShα-βsirlhα-1)

smha(smha- 2j9)

･i(1回
slrlhα-2βcoshα

nhα(Slrlhα-2P)

時珠解(2)

･i-sA ･ B :X- ai･Pt

と置いて係数比較によ り未知数 を求めると,

･i-喜 (1±sSX )

♂-一書sinhα

△,直 は同順｡

を得 る｡

(2) §§2-1(2)の方法による｡

1) 1ト i)の方法O も- evト1- eVi+Iの時 vi-W卜1-Wi+1に対 して原方程式は

wi- eW卜l~wi+1十C
●

Mi- eWiと置 くと

Mi- '& 'C'Mi

●

Mi+I

特に C- -1の時Mi- (M卜1-Mi十1)

*) C--1の時の特殊解

･2i-A農 芸 Mei-I-A2

eX+Bed

eX +D
X- αi十βt
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と置いて係数比較により未知数 を求めると, Al,A2は式中に現れず, B,D に対

して二元連立の同次方程式 を得,行列式-0の条件からαとβの間に分散関係

β- ±2sinh号を得る｡ この時複号の各々に対 して

-Btanh

-BCOSh筈 を得るo

2)1-ii)の方法

a) ち-evi-I-eVi+I の時 vi- wi-Wi+lに対 して原方程式 は

wi- eW i-1 ~ W i十eWi~Wi+l十C
●

Mi- eWiと置 くと,

Mi=(些二 十-Mi

Mi Mi+I
+C)Mi

b) Ni-Ni-1Ni-NiNi+1の時 Ni=Mi-Mi+1に対 して原方程式は,

●

Mi= (Mi-1-Mi)(Mi-Mi+1)+C

この時

Mi= (Mi-2+Mi+2- 2Mi)(Mi-.- Mi)(Mi-Mi+ )
●

-(Mi-2+Mi+,- 2Mi)(Mi-C)

又は

去 log(Mi-C)-Mi-2+ Mi･2-2Mi

●

従ってMiは戸田の論文中に言及 されている S｡と本質的に同一である｡

*) C-0の時の特殊解

Mi-子(ai2+bi+C,と置いて係数比較によ ｡未知数 を求めると, bを任意 として

次式 を得るo c-

･i-‡(一言i2十bi+116- b2 ,
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3) 1)-iii)の方法

a) vi-wi+ wi十1の時･ もi- eVト 1- eVi+1に対す る原方程式 は

ふi= (eWト 1- eWi+1)eWi

Ni- eW iとお くと,

●

N･- (Nト 1-Ni巾 )N;1

以後この- 式 をN2方程式 と呼 ぶ o Li-N式 と置 くと lJiに対 して

Li-⊥ --i が成立っ｡

●

Li+I L卜1

以後この式 をL二方程式 と呼ぶ.

*) 特殊解①

Ⅹ- ai+ βt:Ni-Adn 2x+ B と置 いて係数比較によ り未知数 を求めると, α,i,

kを任意 として次式 が求 まるO

Ni-△
-βsn3α

2dnαcnα

e X- ai+Pt･ Ni

cn2α
(dn2Ⅹ+ - )

sn2α

C2

COShX+Cl

+C , と置いて係数 比醸によ り未知数 を求める

と, α,β, を任意 として次式が求まる｡

･i-息忘完
COShX㊤coshα

coshX(9 1

① に於 いて α-2α′とし, k- 1の極限をとると,②の㊥ 分岐 に一致する｡

(診 L力程式の特殊解

Lt i-Aea ･2i+ Pt , L2i+I-Ae-a(2i+1)-Pt

と置 き,方程式 を分簡 して未知数 を求めると, A-㊤ 1, β- ㊤ 2slrlhα を得 る｡

((妻は同順 )

b) 1)-iii)の方法の拡張 伸

1)) vi-wi十W* の時, もi- eVi-L eVi+･ に対す る原方程式 はi十l
*

wi- (eWi-I- eWi+1)eWi
●
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従 ってNi-㌔iと置 くと

●
Ni-(Nト1-Ni十1)NiNi*

ここで *印は必ず しも複素共役を意味せず,単に**-*な しとい う規約 しか用い

なかった｡尚

●
Ni-(札 l-N芋+I)Nl?に対 しては,

Mi-NiN芋+l の満 足する方程式は

●
Mi-(叫_.一咋 +1)Mi であるから,

Mi-Si,叫 -Tiに対 し二元 Volterra式が得 られ る｡

2) V｡lt｡rra方程式 として も-′evrr-e-evn+Cの形 を措定すると§2-2(2)1)

に習って種々の拡張が可能であるO例えば C-2の時次のような演算を考 える｡

I) 1 1

-(1 1)

1 1

-(1 1)

1 ()0()-1

iii) 1-1 1 -1

1-1 1 -1

1 0 0 0 -1

1 1 1 1

-(1 1 1 1)

1 000-1

1)からは, vi-wi-Wi+1+wi+2-Wi+, の時

原方程式は,

wi-eVi-2十eVト1十 C
●

ii)からは vi-wi-Wi+lの時,原方程式は,

wi-eVi-2十eVト1十eVi+eVi+1+C
●

iii)からは vi-wi十wi+Ⅰ の時,原方程式は
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wi- eVi-2+ eVi-1+ eVi+ eVi+1 となる0

●

3)) 2) と同様 な方法で,更 に原方程式が,周期刃な番付けの際にセクシ ョン毎

に異ってよいも0)とす ると,更に広 く拡張 される｡ その応用として 3)a) の原方

程式の右辺に, i- 2jの時 Cを, i-2j-1の時に-C を加えたものを新たに

原方程式 として採 用できる｡

4)§§2-1(2)の方法｡

f(Ni)=9(Ni)- Niにより

vi-Ni十 ClogNi

とな りNiは viによって解析的に表現できない｡

5) ÷i- eV卜L eVi+1 に対 し, vi- Xi+ yiと置 くと

i)÷i- eyi+I(eXi-1- eXi+1)十 eX卜1(eyト1- eyi+I)

ii)Ii- eXi+I(ey卜1- eyi+I)+ eyi-I(eXト 1- eXi+I)

従って i)からは原方程式

xi-(eXi-1- eyi+I)eyi+ I

●

yi- (eyi-1- yi+l) eXi- I

●

xi-(eyi-I - yi+I)eXi-I
●

yi- (eXi-1- eXi+1)eyi+1
●

又は

が得 られる｡ ii)も同様である｡ この操作は無際限に続 けることが出来,一般 に右

辺に (eVト1- ｡Vi+1)を含 む方程式全部 に適用可能である｡又直ちに三つ以上に分

解することも出来るo例えば vi- xi+ yi+ zi に対 し,

evi-1- eVi+I - ey卜l+ zi+I(eX卜1- eXi+1)十 eXi+l十 Z卜 l(eX卜L eXi+1)

+ exi+1+ yi+1(eZト L eZi+I)

§§2-4 N2方程式の原方程式及 び変形
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N2方程式

●
Ni-(Ni-I-Ni+I)Nil

は変換 Li-完 によ ｡L- 式に変換 される｡

Li=

類似の次式

i

1 1

Li+. Li-I

Li=
1 1

M卜 I M汁 l

1
Mi=- +

Li+.

を調べると, Xi=LiMi+ ., Yi=MiLi+l に対 して次式が成立つo

-(Y卜l十Yi+I-2Xi)Xi

=- (Ⅹト1+Xi+1-2Yi)Yi

次に二元のL方程式

1
l + -
Mi+1 Mト 1

⊥ + ｣ _

Li+I Li-I

1
に対 してQi=可, Pi=Liと置 くと

Pi=Qi+I-QトI

QiニーQぎ(孟 一丈 )

●

が成立っ｡
●

ここで Pi-Ei+1-Ei-1, Qi- Eiと置 くと軒 一式は恒等式 とな り,第二式より

■

Ei- i;(
1 1

Ei-Ei-2 Ei+,-Ei

-279-



成田和明

従 って

i.(i )

Ei+,+E卜 2-2Ei

(Ei- Eidl2)(Ei- Ei十2)

が成立っ ｡ これをE方程式 と呼ぶ｡

*) E方程式 の特殊解①

Ei-CteX+C2 : X- ai+Pt

と置 いて両辺 を比較す ると恒等式 となるので, Cl,C2,α,βは任意である｡

②

Ei -孟官 +C3 : Ⅹ- ai･ Pt

とおいて両辺 を比較す ると恒等式 となるので, Cl,C2,COa,βは任意である｡

(2) L方程式 の原方程式

1)§§2-1(2)1)-i)の方法による｡

Li- wi+1- Wi-1 と置 くと原方程式は

●
iSへ ii

Wi+1~ Wi-1
+C o｡｡0.-･･･(診

以後C-0と置 く｡ mi-wiWi+l と置 くと次式が成立つ0

. mi+1- mi-i
riil【~

(mi一mト 1日 mi+.-mi)
●mi

これ をm方程式 と呼ぶ. これは mi- fi･t(fi は時間によらない )の形 の解 をもつo

又, Volterra式 のNiとの関係 は

Ni=
け廿日

mi(mi+.十 m卜1-mi)一m卜 Im汁 l

で与えられ る｡

次に形式的 にmi- wi(1-wi+1), ni-wi+I(1-wi) と置 くと次式が成立っo

n卜l~ ni+1

(mi-ni-I)(ni+1-mi)
m̀i
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ニ●ー
●nしヽ

mト1~mi+1

(ni一mi-I)(mi+1-ni)

②式の解の様子 を探 るために類似の次式

W i+1~ W卜1

2

Ⅴ卜1~Vi+1

●ni

を考えると,特殊解は vi-㊨ (i2 -1)JT ,-i-㊤ 字 であるO

2) m方程式の原方程式

m方程式は次のように書換 えることによりその原方程式 を求め得る｡

i

(Ami十2B十 王 )ふi- fi+ fi+I

iTlR

fi=
Amim卜1+B(mi十mi-I)+C

mi- m ト 1

vi-普-;･2B-i･ClogImiIに対 し vi--i十-i..と置 くことによ｡原方程式

は,

. Amimト1+B(mi十mi-I)+C

rni~mi-1

と求 まる｡次の場合 miの表式が簡単に求まる｡

6) B-C-0,.A≠0の時, -i-JT vi

① A-B-O, C≠0の時, mi-㊥ eニ｣C
6)A-C-0, B≠0の時, mi-ユL2B

2

6)の場合 hi=方wiと置 くと hiに対す る式 は

hi=2
(hi+hi+1)(hト1十hi)

ノhi十h仙 - ノhト1十 恒
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となる｡ これ をh方程式 と呼ぶ｡

⑥の場合 W 'i-e竺L と置 くとwHこ対す る式はC

Jv/l二二
可 十1-可_I

となる｡

㊤の場合 Qi-竃 と置 くとQiに対す る式は

Qi=
Qi+1十Q卜1十 2Qi

Qi+1-Q卜1

となる｡ これ をQ方程式 と呼ぶ｡

*)Q方程式の特殊解

Qi-AX 2十B:Ⅹ-αi十βt.と置いて係数比較により未知数 を求めると, α,βを任

任意 として

α

Qi- 志 x2- 41 と求まる0

3)1)-ii)の方法による｡

I｣i-gi+1-giと置 く原方程式は

ei -

1 1
ei+1-2i ei-eトl

gi+1-g卜1

(Ci-Ci-I)(ei+1-Ci)

+C

十C

であ る｡ これ をβ方程式 と呼ぶ｡

4) e方程式 の原方程式

e方程式は次のように書換 えることによ りその原方程式を求め得 る.

(Aei2十 2Bei+C)Ai-fi十 fi+I

Aeie卜1+B(ei十eiI_1)+C

ei-Gil-I

vi-告ei3十BCl'+CeiQこ対 しvi--i+-i.1
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とお くことによ り原方程式は,

血Riii!
Agigトl+B(gi十gト11+C

ei-2ト1
と求 まる｡

次の場合 giの表式が簡単に求まる｡

(∂ B-C-0,A≠0の時,

⑥ A-C-0,B≠0の時, gi=
6) A-B-0,C≠0の時, ei-ヱ LC

3
④の場合 Hi-A-Wiとお くとHiに対する式は,

Hi=3
(Ili+Hi+I)(Hi-1十Hi)

緬 i+H仙 一瓶

これをHl方程式 と呼ぶ｡

⑥の場合 -'i-苛 とお くと W' に対する式は1

.′ ノ両 ト1十 JLJ i_I+ W'i

山門こ

JW l-

これをw′力程式 と呼 ぶ ｡

6'の場 合 -'i-苛 とお くとW'i(,1対する式は

/
Wi= / ′

Wi+I- Wi-1

と求 まる｡

5) i)-iii)の方法による｡

Ⅰ,i-e:+e'i+1 と置 くと原方程式は

?･fニ1
1 1

CI十 e:十, e:_1+el

e:_1-8;+I

(e;+Cl_1日 e;十l+e;)
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である｡ これをβ/方程式 と呼ぶ｡

C,i･-e;i,C2i+--e:i十1という変換によりP′方程式は e方程式 にかわる｡

*)C′方程式の特殊解

(･I/-
coshX十B

coshX十A
: X-αi十βt

と置いて係数比較によ り未知数 を求めると,

α
A-㊨ cosh言

B-㊨ (義 - cosh箸)

βニーをsinhα

を得 る｡

6) e′方程式の原方程式 e′方程式は, i)ii)のように書換 えることによ りその原

方程式 を求め得る｡

｢

･･･-1く-
し

(A'e:2-C)を;-fi-fi+.

fi=
Aeてe'i+(fi十fi+1)+C

e/i+C/i-I

2'ib'i- fi+fi十1

1e/i-1-eて1
liニラ

2e上l+e'i

i)か らは, vi-告 牛 c c,i K対 し,

. AgigLl十 C
Lu円≠

e'i+ e'i-I

vi-wi-Wi+lと置 くことによ り原方程式が

と求まる.次の場合 eriの表式が簡単に求 まるo

･ C-0,A≠0の剛 ,i- JT viで H,i-孟-iと置 くとHJiK対 して
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● ノ

Hi二
H/i+ll(H/i-I-H/i)

荷二面 二十 3-H:i_1-H;

となる｡ これ をH′方程式 と呼ぶ｡

6, A-0･C≠0の時 e'i-一号 で -;-号 と置 くと -'iK対 して

●/
Wi= ′ ′

Wi+1~Wト1
と求 まる｡

ii)か らは vi-喜C'i2に対 しvi-wi十-i+I

Lu門
18/i1-I-6/･1
28/i-I+e/i

と求 まる｡

Wi-2wiと置 くとWiに対す る式 は

Wi-
ノwi_lq -ノwi+W仙

Jwト1+両 十ノ

これ をW方程式 と呼ぶ｡

*) W方程式の特殊解

Wi=
c h X 十 1

と置 くことによ り原方程式 が

+1 : X-αi十βt

と置 いて √- の中が完全平方式 になる為に

C1--4tmh2箸
この時

1･
P･-一首Slnhα

が成 立 てば よいことがわかる｡

§§2-5 Cowan方程式の原方程式 と特殊解

(1) Cowan方程式 Ni-(Nト1-Ni十1)Ni(ト Ni)は,変換 Ni-⊥ によ

●

1十ayi
って
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1 1

1+ayi+I 1+ay卜l

となるo これ をy方程式 と呼ぶ｡ yi-eVi と置 くと

1 1

1+aeVi十1 1+aeV卜1

(2) §§2-1(2)1)- i)の方法による｡

vi-wi+1-Wトlに対 して原方程式は

1+aeVi

十C

(1十C)eW卜.+caeWi+1

特にC-一書の時

. 1 ㌔i-1-aeWi+1
Wi=~●2 ewi-1+aeWi+1

ewi-viとお くと, a-㊤ 1に応 じて

1 V卜 l㊤Vi十 1

Vi= 号 ●

2 v卜1㊥ Vi+1
･Vi

･･-･･････@

これ をV方程式 と呼ぶoこれは変換 V'i-aVi,

なる｡

又, Vi-姓 と置 くと, a-+1か らは
1-Fi

1 Fi-I-Fi+I

Fi=二･4

a--1からは

1-Fi-1Fi+1

1 1-Fi-lFi+I

4 F卜1-Fi+1

V;-vii(こ対 し, 同じ型の- 式 と

(1- F;)･････････@

(ト F;)-･--⑤
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と変形 される｡これをF方程式と呼ぶ｡

これは変畔 -量 に対 して同 じ型の硝 式 となるo又 a-+1の時, Ni-logviと

すると, Niに対 して

･i-喜 血 を(Ni-I-Ni.1)
●

が成立する｡

*)特殊解①③式の解

i)ewi-AeX･.x-αi+Ptと置いて両辺を比較すると,

(i+C)e-a+Caea
♂ -

e-~a+aea
, Aは任意

を得る｡

ii)ewi-AXeX :x-αi+βtと置いて比較によ り

log;1-2(1十2C) の関係がある時

2β-α-1十2C, Aは任意 と求まる｡

(診 V方程式の解 (a-+1)

i) Vi-AdnX:X-ai+Ptと置いて両辺を比較すると,

p--i
snα●cnα

dnα

を得る｡ k- 1の極限で

Vi→

A

COShX

, Aは任意

p･-一書hnha

を得る｡

ii) Vi-AsnX:X-ai+Ptと置いて比較により,

I-一号

snα

cnα･dnα
, Aは任意

を得る｡ k-→1の極限で

Vi-AtAnhX

βニー÷sinh2α

を得る｡

iij) vi- AcnX :X-ai+βt と置いて比較により,

β-
1 Snα･dnα
2 cmα

Aは任意
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を得 る｡ k- 1の極限で

･･- A忘1

β ニ ー‡加 α

を得る｡

iv)vi- ai+βtと置いて比較により

β=一旦α2
を得 る｡

③ F方程式の解 ①②に対応 した解 とILて,例えば i)④式からは

Fi-AeX:x-ai+Pt

β-一書sinhα,Aは任意

日)④⑤式に対 して

Fi-tanhX,Ⅹ- ai十Pt

但 し④式に対 して p--与tanh2a

⑤式に対 して p--i-cosh2a

を直接確かめることが出来る｡

(3)§§2-1(2)1)-ii)の方法による｡

1) vi-wi+1-Wiと置 くと原方程式は,

1 1
Wi=

1+aeV i ■ 1十aeVト 1

Xi- eWi とお くと

●

Xi _

Ⅹi

Xi . Xト 1

+C

十C
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2
Ⅹト1~ aXi+I

(xi+ axi+I)(Xi-I+ axi)

これ をⅩ方程式 と呼ぶ｡

a-㊧ 1の時,形式的に

Li-1 @ l
Xi十1 Ⅹi

Mi- Xi㊥xi十l

と置 くと次式が成立つ｡

｡ 1

L i-Mi-1

. 1
M i=- -

Lト 1

l

Mi+I

1

I-i十,

pi- Li,Qi- 遠 と置 くと

Pi= Qi._r Qi+I

Qi-Q;(孟 - ⊥ ,

●
Pト1

2
●Xi

こ こで Pi-Ei_1-Ei+I, Qi-Eiと置 くと第一式は恒等式 とな り, 第二式よ り

oii- 吉日

従 って

1 1

Ei-Ei+2- E卜2-Ei

Ei+,+E卜2-2Ei

(Ei- Ei_2)(Ei- bPi+i)
ヒコ

が成立っ｡

又, a--1の時, xi- 葦 と置 くと, Siに対 して
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昌 i- 与 ･
Sト1-Si+1

4 (si-Si+I)(Si-1- Si)

を得 る｡ これ をS方程式 と呼ぶ｡

同様 にして a-+1の時 xi-

昌; - i ･4

1十Si

1-Si

sL1-S;+..

･(1-Si2)2

と置 くと, S;に対 して

(1-S:si+I)(1-S:sLl)
･(卜 S;2)2

を得 るo これ を S′方程式 と呼ぶo S,S′方程式 は変換 T-吉,T′-打 こ対 して同

じ型の方程式 となる｡

*)特殊解① Ⅹ方程式の解

i)xi-eX:Ⅹ-ai十βtと置 き両辺を比較す ると,

βニ ー

α α

eち _ ⊥ e 2
a ､

賢. 1 a
2

,A は任意

を得る｡

ii) a-+1の時, xi-ACOSX+B:X-αi+Pt と置いて未知数 を求めると, A,α

αを任意 として

α
B-±ACOSh言

p--tanh筈を得るo

② S,S′方程式 の解

①に対応 して次式 を得 る｡

i

t

Si-j=tanhX:X-ai+Pt

β-一書coshα

S;-±tanhX:X- αi+Pt

p-一書tanha

x方程式の別の変形 として, M2i-x2i,M2i･1-志 と置 くと, a-㊤ 1に従 い次
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式 が成立つ｡

●

Mi=
㊨(Mi+I- Mト 1)

(1㊥ MiM卜1)(1⑳ MiM卜h)
･叫

3)Ⅹ方程式の原方程式

Ⅹ方程式は i日i)iii)のように書換 えることによ り,その原方程式 を求め得 る｡

i) a-+1の時

(A-i )L i - fi- fi.I
Xi

h ii
AxiXト1十B(Xi十xi-I)+C

Xi十 x ト1

十与 妄i- fi十 fi.1

ii) a--1の時

(A+旦旦
Xi Xi ` ■ ▲‥

AxiXトl十B(Ⅹi十 Xi_1)十C

Xi~ Xi-1

iii) a-十1の時

●
i i- fi+ fi+1
Xi

Xi-1~ Xi

i)からは vi- Axi+且 に対 し vi- Yi-Yi+1と置 くことによ ｡,原方程式が
Xi

Yi=
AxiXトl+C

xi+ Ⅹト1

+B

と求まる｡ 次の場合 xiの表式が簡単に求まる｡

C
④ A -0,C≠0の時, Ⅹi- -

Vi

⑥ A≠0,C-Oの暗, Ⅹi-ユLA
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6) A-Cの時, vi-A(Ⅹ3+ i )
Ⅹi

④ AニーCの時' vi- A(Xi一土 )
Xi

④⑥の2つの場合 Yiに対す る式は

･ (Yi- Yi-1)(Yi+1-Yi)
Yi

Yi-1-Yi+I

B-0のものをY方程式 と呼ぶ｡

㊤の場合原方程式は連立式で

Yi-Yi十1- A(Xi+⊥)Xi

Yi=A
XiXトl十 1

Ⅹi+Ⅹ卜1

と書け,特殊解 として

Ⅹi- eX (Ⅹ- αi+βt)

A

Yi=~sq ●Sinh(X-

p--tanh!

yi-一三丁 ･Sinh(X一貫)

が求まる｡

④の場合原方程式は

Yi-Yi.1- A(xi寸

･ XiXi-1- 1
Yi= A

Xi+ Xi-1

と書け,特殊解 として

｢Ⅹ i- eX

十 B
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yi-一哉 cosh'X一号,

p--tanh;
が求 まる｡

ii)か らは vi-Axi一旦+2Blodxitに対 し,
X i

原方程式が

il:-
AxiXi-1十 B(Ⅹi+Xi-1)+C

Xi ~ Xi-1

と求 まる｡ 次の場合 xiの表式が簡単に求 まる｡

6) A-0,B-0,B≠0の時,
C

Xi=~-
Vi

_Vi
⑥ A≠0,B-0,C-Oの暗, Xi一一

A
Vi

⑤ A-0,B≠0,C-Oの暗, Xi-±e頑

④ A- C,B-Oの暗, vi-A(Xi-⊥)
Ⅹi

④ AニーC,B-0の時' vi-A(Xi十 ⊥ )
Xi

④⑥ の2つの場合 Y;に対す る式 は

(Y;+Y;_I)(Y;+llY;)

Y;_)-Y;+I

vi-Yl+Y'i+1 と置 くことによ り

これ をY/方 程式 と呼ぶo これは変換 Y2i-Yr2i, Y,i+I-Y,li+1 によって Y方程式 に

かわ る｡

①の場合, vi-e雷 と置 くとViに対す る方程式は a--1の時の V方程式

I:二三

Ⅴト 1+Vi+ 1

Ⅴト1-Vi+1

である｡

④の場合原方程式は連立式で
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千

YI+Y:.1-A(xi-i)Xi

i;--A
XiXi-1十 1

Xi~Ⅹ卜1

と書け,特殊解 として

Ⅹi- eX (Ⅹ-αi十βt)

A
Y;-- sinh(Ⅹ一号)a

COSh言
α

β=~ coth言

が求 まる｡

⑥の場合原方程式は連立式で

Y'i+Y;.I-A(xi+i)Xi
Ⅰ;ニーA

xiX卜1- 1

Xi~Ⅹト1

と書け,特殊解 として

Xi- eX (Ⅹ - αi+βt)

A
Y'i--一 言 COSh(X一号)

cosh言

α

p--c oth言

を得る｡

4) Y方程式及びY′方程式 について

i)Y,Y/方程式 は次の三つの変換④Xi-aYi,X'i-aY'i,①Xi-Yi+C,

㊤Xi-Yil,x'i-車 に 対 して 同じ型の硝 式 となるo
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*)Y,Y/方程式の特殊解

① Yi-AeX:Ⅹ-αi+βtと置いて両辺を比較すると,

p--tanh筈, Aは任意

が求まる｡

② Y;-AeX:Ⅹ-αi･十βt と置いて両辺 を比較すると,

β-- coth筈, Aは任意

が求まる｡

ii)Y,Y′方程式の変形

⊥ と置 くと,
6) Z2i-Y2i , Z2i+1--Y2i+1

(1-ZiZi-1)(1TZiZi+I)

(Zi-1-Zi+.)

が成立する｡これ をZ方程式 と呼ぶ｡

･ 去2'i-Y2i,Z'2i･1一意 と置くと･

乞'i-
(1+Ziz'i_.)(1+ZてZ'i+I)

(zL1-Z;巾)

が成立す る｡これをZ′方程式 と呼ぶ｡

① vi =
YトI YL l

Yi_ I-Yi Y:_I+Y:
と置 くと

(vi小一Ⅴト1)vi(1-vi)

(1-vi-Vi-I)(1-vi-Vi+I)

が成立する｡これを Ⅴ方程式 と呼ぶ｡

5) Z方程式及びZ′方程式について
1 1

i) Z,Z′方程式は変換 Xi=訂 X'i=可 に対 して同 じ型の硝 式 となるo Z′

減 は変換 Xi-轟 に対 して同じ型の方程式 となるが, Z方程式は変換

Y'i三 号 を行 うと, Y'iK対 してY′方程式が成立するo
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*)Z方程式の特殊解

Zi-tanhX:Ⅹ- αi+Ptと置いて両辺を比較すると

1p-~言 cothα

を得る｡

ii)Z,Z′方程式の変形o Z,Z′方程式に対 して各々 pi-

pi=
i+Z'iZ;+1

と置 くと, piに対 して次式を得るo

(pi+1-pトl)

(pi-pトl)(pi+1-pi)
･pi(1-pi)

1-ZiZi+1

これを p方程式 と呼ぶ｡

6) Ⅴ方程式について

i)V方程式は変換 vli-1-viに対 して同じ型の方程式 となるo又, yi=

又は世 王王 によって ｡-+1の時の y方程式が得 られ る｡
Vi+2

*)Ⅴ方程式の特殊解

vi-CICOShX十C2:Ⅹ-αi十βt

と置いて係数比較 により未知数 を求めると, Cl,αを任意 として,

C,- 与 (1±

p--tanh;

coth2㌢ 4C:cosh2; )

を得る｡

ii)vi-去月 -i と置 くと次式 を得るo

●
LuiHii

Wi+1~Wi-1

(wi+wi-i)(wi+wi+I)
･(1-W;)

Vi+2

vi+1-1

これを-方程式 とよぶO変換 p2i-喜(.1--2i ,, P,i.I-喜(1+-2i.I) によ｡pi

に対 して p方程式が成立っ｡ W方程式は④①のように書 き換えることによりその原方

程式を求め得る｡
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C-Aw?i

1-W?i

㊨

･wi= fi- fi+I

AwiWトl+B(wi+W卜l)十C

2wi

wi-1

fi=

wi十 wi-1

●
wi= fi+ fi+1

W i~ W i-I

wi+Wト1

･か らは vi-A-i･Ci A log･莞 匿 対 し,2

原方程式 が

･ AwiWi-1十B(wi一十wi-I)+C

wi十 W卜l

vi- 甲i- 甲i+1と置 くことによ り,

と求 まる｡ 次の 2つの場合, wiの表式 が簡単になる｡

⑦ C-Aの時, wi-当A

㊥ A-Oの暗,wi-

2vi

㊥ e c -1
2vi

(∋eT ~十1

①の場合, 町 こ対する式は

･ (甲i一 甲ト1)(甲i七一qi)十A2
+B

甲i･-1一甲i+I

となる｡

㊥の場合複号の㊤に対 して Y;-e%可iと置 くと,

(Y'i_1+Y:)(Y;+Y:+I)

yLl-Y;+1
･ 掌 Y;

とな ｡,複号のOに対 して Yi-e%可iと置 くと

Yi=
(Yト1-Yi)(Yi-Y什l)

Yi-1-Yi+1
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となる｡

⑤か卑 まwi-△√ 有 言 に対 して vi- qi+ qi.1と置 くと方程式 が

Wi-Wi-1
甲i=

wi+wi-1

と求まる｡

ui-e甲iと置 くと uiに対 して次式が成立っO

●

ui=
Jl㊥ ｡i叫→ - ノ1

ノ1㊥ uiuh 十 ノ1
ui

こ れ を u方程式と呼ぶ｡

7) p方程式について

i)p方程式- 換 y2i- ㊤ 聖 y2i-1-㊤ = ltlを行 うと yiに対 して y- 式 がp2i

成立する.又変換Ti-Pi二 によって
pi+I

1 Ti+1-Ti-I
Ti=-=云
⊥1 2(Tト1-Ti)(Ti-Ti+1)

に変る｡ これをT方程式 と呼ぶ｡

*) p方程式の特殊解

pi=ACOShX十 B :Ⅹ ± αi+ βt

と置いて係数比較により未知数 を求めると

COShX

･Ti(1-Ti)･(卜 TIL:)

が求まる｡

ii) p方程式の原方程式. p方程式は次のよ うに書 き換えることによ りその原方程式

を求め得 る｡

Ap;十 2Bpi十C

pi(1-pi)
pi- fi十 fi十1
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Apipi-1十 B(pi十 pi-I)+C

viニーApi十lng

pi~pi-1

pilC

1-pilA + 2B +C

に対 し

vi-wi十wi+1と置 くことによ り,原方程式が

. ApiPト1+B(pi+pi→ )十C

pi~p卜1

と求 まるo 次の 2つの場合 piの衰式 が簡単 となるo

ヱi㊧ec
⑤ A-0,B-0,C≠0の時, pi=1㊤｡〕

■⊇n

㊨ A- 0･B≠0,C-Oの暗,l Pi-l㊤ e-2B

④の場合複号の㊦に対 して Z'i-eC と置 くとZ'iに対 して Z′方程式 が成立す る｡複

号のO に対 して zi- eW+ と置 くと ziに対 して Z方程式が成立す る○

⑥ の場合 Ui- e-Wi/2Bに対 して次式が成立っo

l
一2ニ

･Ui
可

Ui_1十Ui+1㊥
Ui-1-Ui+1

これ をU方程式 と呼ぶ｡

*) U方程式の特殊解①複号の㊦ をとった時 Ui-ASlnhX:Ⅹ-αi+βtと置いて比較に

より

1

A-±面 ～

1

p-一言cothα を得るo

② 複号のOをとった時

Ui-ACOShX:Ⅹ-αi+βtと置いて比較により

A-±
廊 ~'

1
p-一言 coth筈を得るo∠ノ

8) u方程式について

u方程式は次のよ うに変形できる｡
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1 1 .㊨(uト1-ui巾)
･一円

ui-iu'i ui十 iこi 2̀㊧ ui(ui_1+ui十l)
(iは虚数単位 )

*) u方程式の特殊解 (複号の㊤をとった時 )

ui-CICOShX十C2: Ⅹ- αi+βtと置 き √ ~の中が完全平方式になることを条件 と

して用いて未知数 を求めると, Cr.Laを任意 として次のように求 まる｡

ui=CICOShX±

p=二一hnh筈

(4) §§2-1.(2)1)-iii)の方法による｡

1) vi-wi十wi+1と置 くと原方程式は,

1 1
Lu口重

1十 aeVi~ 【 ~1+aeV ト1

a(ewi-I-eWi+l)㌔i

(1+aeWi+wi+1)(1+aeWi-1+wi)

Mi-eW i と置 くと

●
M丘=

a(Mi_I-Mi+.)M;

(1+aMiMi+1)(aMiMト1)

これをM方程式 と呼ぶo変凱 i-Mi･ 完 二 又 はti-Mi十五 を行 うとLiに
対 して次の形の L方程式が成立つ｡

｡ 1

Li-吉(玩 .- -⊥ )Li-!.

*) M方程式の特殊解① a-十1の時

Mi=A
COShX+B

coshX+C
:Ⅹ-αi十 βt
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と置 いて係数 を比較すると,次の 4つの条件が成立てばよいことがわかる｡

B2+C2-2BCCOShα+slnh2α-0- - -･⑳

2slnhα
ニーβ- - -･⑥

(2(B+C)mshα+Ai2(2ccOShα-B+C)+A2(2BCOShα-C十B)I

-B+C---㊦

t2(sinh2a十BC,･妄 (2ccOSha-B)十A2B(2BCOSha-C)チ

-BC ･････････@

l}
Al:OShα-1

(∂よ り C-
A2-cosha

⑥ を④ に代入 して

B2=

(Dよ り

･B 又は B-

(A2-cosha)2/A2

BC-@

A2-cosha

A2cosha-1

, ピ-

･C --･-㊨

(A2cosha-1)2/A2

)-2COShα (A2+

(A2-coshα)(A2coshα-1)

A4-2COShα･A2十1

A2)-2COShα

･---･@

--･-(D

①@ を① に代 入すると,Aに関す る方程式が導かれ る｡

i)㊤で複 号の㊦ を入れ た時恒等式 となる｡従って α, Pを任意 に選んでよ く, この

時Aは⑥ よ り

A2-喜(-(p･sinha,± sirlhα(2P･=,,irlhaH

と定 まり, これ を① に代入 して B,Cを得 る｡

ii)@で複号のO を入れ た時,次の形式解 がある.

闘
A-△ 廊 ~

B==0,C-匡】iSlrlhα

p--tanh号(1功一h2号,
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(診

③

1
A-△J扇言

B-国 isinhα, C-0

p〒-tanh箸(1十tanh2筈,

A-△√~｢

B2-1国
slrlh2α
2iCOShα

βニーsinhα

ここに iは虚数単位｡

② a-±1の時

A血lX+b
Mi=

dnX+Ac

, C2- 1昆

:Ⅹ-αi十βt

slrlh2α

2iCOShα

と置いて係数 を比較す ると, a-㊥ 1に応 じて次の 4つの条件が成立 てばよいことが

わか る｡

･b2-A2)(C2-Ahcn2a-(bc-dnα)2-･･･-④

㊤2snαcna

･C㊤ b)Zsn2a･(A㊤主)2cn2a

----㊨

bc(bb c)sn2a+(A2cn2a@ dna)C@ (AilCn2a@ dna" -0･････････O

bc(b2十C2)sn2a-(b2+C2)dna･(A2･妄)bccn2a
㊥ (b2C2sn2α十cm2α-drPα)-0---④

2) M方程式の原方程式｡ M方程式は i)ii)のよ うに書換 えることによ り, その原方

程式 を求 め得 る｡

lノ

｢｣ ･A.針 3 ,Mi- fi･1-fi

●
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A(Mi+Mト 1)十B

1+aMiMト1

+C

一- 義 ,Mi- fi十 fi+.

●

Mi-Mト 1

1十aMiMi-I

i)からは vi-A(Mi+aki)十Blog町 に対 し vi--i･1--iと置 くことによ｡,
原方程式 は

A(Mi十M ト1)十B
in【こ

1十 aMiMi-1
+C

1 _聖
と求 まる｡ A-0の時 Miの表式はMi-±eB とな り, Vi-eB とお くと

:,_ (1十g) vi-1十呂av i.1

Vi-1十aVi+ 1

掛こCニー署の時 Viに対 しV方程式 となるo
1

ii)か らは vi=可 十町 こ対 し vi=Wi十 wi.1

1

wi十wi+ 1=可 -Mi

. Mi-M卜 1

1+aMiMi-1

を得る｡ これを単にM方程式の原方程式 と呼ぶ｡

*)M方程式 の原方程式の特殊解 (a-+1の時 )

Mi-!二 至 と置 くと次の連立式 を得る.･.11T
1十Ⅹi

Ⅵi+W汁 1=

4Xi

1-X;
Xi-1-Ⅹi

1十XiXi-1
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Ⅹiに次のような形 を仮定 し,未知数を定 める0

α
1) Xi-As'n(X十言):Ⅹ-αi十Pt

wi=BsnX

とお くと

α
A-㊥ksn言

α

B-㊥ 2k 一竺L

cnidni

snicn! dni

卜 k2sn号

k→ 1で

xi-A- (Ⅹ十喜,I-i-BtanhX

A-@tanhi
B-(∋sinhα

αp-一与tanhαCOSh言

2, Xi-Acn(X･冨):Ⅹ-αi･Pt

wi=BcnX

とお くと

A-㊤ ik
Sn

dn

B-㊥ 2ik

p- -

α
ラ
戻
2

snidn;
Cn

α α
Sn2-Cn亨

血 筈
1-k2

2α 2α
sn亨Cnラ~

dn2%
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A

kー 1で

Xi→

∫

-
1
ヽ

13

cosh(X+i)

A-㊥ iSinh音

B-@2itanhi

β-一書slnhα[･

B

Iwi→蒜 訂支

_α

xi- A dn( X+% )

wi=f;dnX

と置 くと

k→ 1で

X i→

α
sn言

A-㊥ i-.一一･一百一
cnす

B-㊤ 2i

βニー

cosh(X+%)
｢

1

し

:X-αi十βt

α α

sn亨■Cn亨
dn亨

α

cn言
1-

B

･ wi→占冠~支

α
一2h

･slr臥ニA

a-@2itanhi

p-一書sinhα

ここに iは虚数単位

(5) §§2-1(2)2)の方法によ るO

2α
cn言
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この方法は直接 Cowan 方程式 に適用可能であるが, ここでは等価な方法 として y方

程式-の応用を論ずる｡ y方程式 は i) iii) のように書換 えることによ り,その原方

程式 を求め得 る｡

(aB-A)yi十(aC-B)

ayi(1+ayi)
･yi- fi+I-fi

Ayiyi-I+B(yi+yi- I)+C

(1+ayi)(1+ayト1)

fi十 fi+ I

-a(yi-yi-1)

(1+ayi)(1+ayi-1)

i)か らは vi- (C一書)loglyil･主(2BA-ac)logil十ayilに対 し, vi--i.Ia a
-wiと置 くことによ り原方程式 が

. Ayiy卜1+B(yi十yト1)+C
LuJr ∴

(1+ayi)(1+ay卜1)

と求まるo 次の場合 yiの表式が簡単 となるo

④ C-昔 の時 yi-i (㊤exp(義 )-1'

① B-書 の時 yi- V.1

lLAa exp(手 首 )

⑥C-÷(2B一書)の時 yi - 巴 exp(

Wi

④の場合 Ki-eB-A と置 くと,

｡ 1

Ki=-KT l'Ki･･㊥Ki)(Ki㊤Ki-1"

となる｡ これ をK方程式 と呼ぶ｡

aV,

BI昔

aB
aB -A

1306-
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W.
①の場合 Ki-eXp仁

C -Aa2
)と置 くと,

. 1

Ki-一転 l(Ki･lA aKi)(KiA aKi-I)+謹 言 Ki-･.･-⑦

となる.⑥⑦式は Ki-AeX :Ⅹ- αi十βt(α,Aは任意 )の形の解 をもつ

⑤の場合 Ⅹi= eXp(~芹 ) と置 くと,

Xi=( 十xi . Xi-1 . A

Xi国 axi+1 Ⅹi-1団axi aB-A
)Xi

特に B-0と選ぶ と xに対して x方程式 が成立っ｡

ii)からは vi-loglyi‖こ対 して vi-wi+ wi+lと置 き,Mi-eWiとす るとMiに対す

る原方程式な

@a(Mi_I-Mi+1)M:

(1㊤ aMiMトl)(1㊤ aMiMi+1)

となる

SS2-6 ランダム格子

ここでは§§2-1の応用として初期条件によって定まる定数 Ciを含む方程式に還元

できる 4つの方程式 を考察する｡

R

U

F
nu
1nⅦ凡u

(2)

(3)

(4)

Ni- (Ni+1-Nト 1)NTMiMi_1

.-
Mヽ1/N

■■一+N(二
･Mi

･i- (Ni+1-Ni一･1,NT若

●

●

Mi= (Ni+1十Ni+d)Mi

･i- (Ni･1-Ni-I,NF駐
●

●

Mi=(Ni+d)Mi

･i-(Ni十1-Nil,NT是

●

●

Mi- ((Ni+B)(Ni+ l十B)+AIMi
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(2)の場合NTα&i-孟 rMiM i-ll) が 証明で きるo従 -て

･i-(Ni. I-Ni-I,(王 冠 Ni･CiNF),(α-1)

●

1) α-Oの暗

●
Ni=(Ni+1-Ni-I)(Ni+Ci)

2) α -2の時

●

Ni=(Ni_A- Ni+I)Ni(1-CiNi)

'2'の場叫 aAi- ft(丑 )が 証明できるo 従 -て
｡ 1

Ni-(Ni･1-Ni-1)(千二㌃ Ni十CiN㌘)I(α≠ 1)

1) α- Oの暗

●

Ni=(Ni+1-Ni-I.)(Ni+Ci)

2) α-2の時

●

Ni=(Ni-I-Ni+1)Ni(1-CiNi)

'3'の舶 NTani- 孟 (計 が証 明できるO従 -て

･i-(Ni+ I-Nト1)(t a Ni･CiNデ,,(α≠1)

●

1) α-Oの暗

●

Ni=(Ni+1-Ni-I)(Ni+Ci)

2) α-2の時

●

Ni= (N卜1-Ni十l)Ni(1-CiNi)

(4'n場合NTα(Ni･ B)Ni- 孟 (患 )が証 明 で きるo従-て

●

･i-(Ni+1-Ni-1,(孟 N汁 lTf6 Ni+CiNH ,(α≠1,2)

●

1) α-Oの暗
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Ni-(Ni.IlNiJ (iN;+BNi+Ci)

●

2) α- 1,B-0の時

●
Ni-(Ni十l-N卜･l)Ni(Ci十Ni)

§3結 合法

(1) 単純 な多元化

これは単に元の徴差分方程式の中に現われ る変数 をす りかえて多元連立式 に変えた も

のであ り,二元 Volterra式などがこれ に相当する｡ その他次のような ものがある｡

1)三元 Volterra式

i,i= (Mi_I-Ni+1)L.i

■

Mi= (Ni_llLi+.)Mi

●

Ni=(Li-1-M1--1)Ni

変換 vi-logMiNi+.,Wi-logNiLi+I,Xi-logLiMi+lによ り,次式 が成立する｡

v i- eW i-2+eX i+2-2eVi

wi- eX卜2+eVi-卜2-2eW i

xi- eVi-2十 eWi+2-2eXi

2) 二元 Cowan方程式

(

Ni=(M1-1-Mi+1)Ni(1-Ni)
●

Mi= (Nト1-Ni+1)Mi(1-Mi)

これは次のような特別の場合 を含む｡即 ち

i) Mi-Niの時,一つの方程式

●

Ni= (Ni-1-Ni+I)Ni(1-Ni)になるo

ii) Mi-1-Niの時,一 つの方程式

●

Ni=(Ni+1-Nトl)Ni(1-Ni)になる｡
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(2) -時的結合法 .

方程式① とその原方程式鴫 -fiに対し fiが商xTf,のみ を含 む時･ これ を孟

ヱ 土 に書換 え, Si-- , Ti-岩 と置 くことによ ｡, Si,Tiに対する連立方

Xi

X i+ 2 Yi+1

程式 を得るが, Ni-SiTi+I,Mi-TiSi+lに対 しては再び独立に方程式①が成立っ｡

例 として次のよ うなものがある｡

1) Xi,Yiに対 して独立に

･i-(忠 -1,Xi

●

Yi-(是 -1)Yi

●

が成立つ時, Si-

(

Xi Yi~ ●I
Yi+ A Xi+I

に対 しては

Si=(Si-1-Si+.)SiTi

■
Ti=(T卜1-Ti+I)SiTi

が成立ち, Ni-SiTi叶 MiaTiSi+.に対 してはそれぞれ独立に Volterra式 が成

立っ｡尚類似の次式

(Ti-1-Ti+I)SiTi

(S卜1-Si+1)SiTi

に対 して Ni-SiSi+1ノMi-TiTi+1とす るとNi,Miに対 しては二元 Volterra式

が成立っ｡

2) Xi,Yiに対 して独立に

Ⅹi_Ⅹi-2

Xi Xi
●
Yi_Yト2

Yi Yi

･孟 +C

十f2･C

Ⅹi Yi

が成立っ時･ Si=亨完 ･ Ti=更 言 に対 しては,

JSi-Ⅰ(Si-2-Si)Tト2+(Sー Si+!)Ti+liSi
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しそi- ((Ti_2-Ti)Si_.+(Ti-Ti十王)Si十IITi

が成立ち, Ni-SiTi+I, Mi-TiSi+1に対 しては

Ni-(N卜2-Ni+2)Ni
●
Mi=(Mi-2-Mi+,)Mi

が成立っ｡

3ト Xi,Yiに対 して独立に

Xi_1Ⅹト1-Yi+I
Xi 2xト1+Yi+1

Yト1-Yi+I

Yi 2Yi-1十Yi十1

1 1

1 1

2 1 十託

Xi Yi
が成立っ時, Si-- , Ti=-

Yi+1 Xi+I

Sト1-Si+1

に対 して,

(1+TiSi+I)(1+Tis,･i-1)

T卜.-Ti+1

(1十SiT汁1日 1十 SiT卜1)

●TiSi

ヮisi

が成立っ｡これ を2元M方程式 と呼ぶ｡この時, xi-SiTi+I, yi-ヮisi+ t に対 し

てはそれぞれ独立に y方程式 が成立つ｡

4) 同様にして異種の方程式間の一時的結合 も可能である｡例えば volterra式 と

cowan式間又は変数の逆数をとった線型方程式 とVolterra式間などがある｡

(3) 内挿法

① e'方程式の拡張 として次式 を考える｡

●
mi=

ei十ei+1十C等 ei'ei-1'C竿
1 1

｡i十…i十1+C竺旦 …ih i_1十Cniei
mi - t mi
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これ を三元 e'方程式 とよぶ｡

1) ei-0の時 mi,niに対す る方程式 は独立な e/方程式に還元 される0

2) Bi-mi- niの時

i) C--1に対 しては,一つのL方程式に還元 される.

ii)C--2に対 しては一つの B方程式に還元される｡

iii)C≠-1,-2の時, ei-ACOShX:X- ai十βt と置いて未知数 を求 めると次式

が求 まる｡

α -㊤log卜 (1+C))

A 2β-㊥
4(C+1)

C(C+2)

(2) Ⅹ方程式 と線型方程式の内挿式

次式

qi~qi-

a2qi+b2

qi+I-qi

a2(qi-q卜･1)2十b2 a2(qi+1-qi)2+b2

を考えると

1) a-Oの暗, ai-q卜1-qi+I

2) b-Oの暗, qi=

(qi_1-qi+.)

(qi+1-qi)(qi~qト1)

となる｡ これを qプラ程式 とよぶ｡

*) q方程式の特殊解

qi-CIChX :Ⅹ= αi+βt

と置いて係数比較により未知数 を定めると,

'q言
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1
cl-±旦･r

a slnhα

α

p-- coth言

を得る｡

(4) 複号の一括

一般 に運動方程式が

. f手 g
V= _. _

fj=g

と表わ されている時

Ⅴ=
f2-9 2

2(5 2+f2)+(9 2- f2)ち

が成立っことを利用 して複号を消去 し,一つの方程式にまとめることが出来る｡ 例 と

して次のようなものがある｡

1) Ⅴ方程式

Vi
1Vi-1羊Vi+1

2 vト1±Vi

Vi-I Vi+1

は, vi-2logvl f-e 2 9-e 2 によって上の形式 となるo Wi- eVi とお く

とWiに対 して

Wi= (W卜 1~Wi+1)W;
2(Wi+I+Wト1)Wi+(Wi-ト1-W卜1)Wi

が成 り立っ ｡

2) u方程式 を更に一般化 した式

. ノ1㊤uiui二 手 ､
ui=

uiui+1

石 由uiu言 ± ノ1

は 行i-iogui, f-Jl㊤ eqi'ワi-IA. 9-

-3 13-

●ui

eqi+7i+1 によって上の形式 となる｡



成田和明

この時次式が成立つ｡

ui=

㊨ (u卜且-ui+1)u2i

2(2㊤ ui(ui-I+ui+1))㊨(ui+1-ui-1)Li

3) W方程式 を一般化 した式

Wi=
Jwi十W卜1㊨ V･偏Ji+Wi_.1
布 +W√ ㊥ 柵

に於いて f- 柵 g- 帆 であるか ら

Wi=

が成立っ｡

W卜 1-W汁 l

2(2Wi十W汁l十Wi-1)十(Wi+I-Wi+ 1- W卜l)Wi
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(終 )


