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§1. 緒 百

先月と今月,物性研究-の投稿皆無の月がつづいた｡しばらく前までは月 1,2篇づ

つ投稿が来ていたのでこの傾向がつづく事を予想し原稿を集める努力を休んでいたので

あるが,こう云 う.事になると又考え直さなければならなくなるo物性研究編集の一つの

むづかしさは,運転資金が殆 どないので投稿に見合った原稿の集め方をしなければなら

ず,このように投稿の見通しがたたない時には載せる材料が殆 どない事もおこりうーる｡

｢素粒子論研究｣の方ではこのような問題は殆どないようである｡聞く所では ｢素研｣

に出た論文は批判 しないのが原則だそうで,放っておいたら紛失してしまうような計算

結果をメモ代 りに ｢素研｣にごく気軽に載せているとの事です｡物性の人は皆整理整頓

がよいのか,或は何か書こうものならやっつけてやろうと待っているこわい先生の目を意

識 して居るのか,とにかく投稿が少ないのは編集に関係している者にとって大変残念に

思います｡そう云 う事で,以下ではメモのつもりで紙面を利用 させていただく事にしま

す｡メモですから論文の体裁にはなってないし,文献もいいかげんである｡

§2. 本 論

mult卜timescaleの方法,或は特に最近では reductiveperturbationの方法は,元々

気体運動論で使われ,最近では流体力学,又は化学反応等の不安定点近傍を論ずるのに

よく使われている｡ しかし今までは主にマクロな平均の運動について議論されて来たし,

又ゆらぎの効果を入れる時 もマクロな運動に randam farceを入れた形で論 じられた｡

ここではいきなりFokker-Planck形の方程式に応用する方法をvandorPol振動子に

ついて例示する｡ randam forceを入れてやる場合 と本質的には同等であると思うが,

こまかくは調べていない｡先づ vanderPotoscillatorとして

'1-E(1-Px2)Wo主+wo2Ⅹ-o
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を考える.但 し0<e≪1, β>0.

lxlが小さい時には振巾はγ-ea･｡/2なる成長率をもって増大する｡二つの特性時間は

a,0-1とγ-1で

r-]/W.ll-2/E≫1

そこでmulti-timescaleTo,Tl,72, を

dT｡/dt-1, dTl/dt-E, dT2/dt-82,

で導入するo (1)の解を

x-x(o)(To,Tl,･･･)+ex(1)(To･Tl････)+82x(2)(To,Tl････)

の形におき,時間微分についても

- -一 ･E珂 +82荒 十･-

d ∂ ∂

dt ∂To

とし,これらを(1)に代入 L Eの各オーダーをくらべて

[∂2/∂702+wo2]Ⅹ(0)-o

[∂2/∂702+'0.2]x(1)--26∂2/∂Tl∂T｡･x(0)

+[1-β(Ⅹ(0))2]W.2/∂Ⅹ｡.x(0)

(6a)の解

Ⅹ(o)(To,Tl)-A(Tl)cos[woTo+め(Tl)]

を(6b)の右辺に入れて整理すると

(2)

(3)

(4)

(5)

(6a)

(6b)

･計 wo2,x'1)(To,Tl)-2wo[若 一箪 A(1-響 )]sin(woTo･Q)

･2woH IAcos(woTo+め)+iPA3wo2sin3(wo- )

ここで右辺第 1,第 2項は左辺の振動子と同じ振動数 woもっているので共鳴をおこし
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て,これからⅩ(1)に ToCOS(αoTo+め), rosin(∽oTo十¢)のように振巾が早い時間To

に比例して増大する寄与を生ずる｡ この方法ではmulti-timeを導入 した事によって生

じた余分の自由度を,丁度この様な困った寄与 (secularterm)を消すように選ぶ｡即

ち

葦 一号 A(卜 誓 )-o

j旦 =o
∂rl

これを解いて元の式に入れると

Ⅹ(t)三A(et)cos(a)｡t+め)

但 し¢は一定で

A(et)-Sll･(義 -1)exp(-woeで)]~1

(8a)

(8b)

(9)

(10)

即ち振巾は長い時間をかけてゆっくり変化する｡

以上はDavidsonのプラズマの本に出ているものの要約である｡ 以下ではこの方法を,

(1)が Stochasticな場合 と拡張してみよう｡そこで (1)に random forcef(I)をつけ

る｡

妄-E(1-βx2)a,o妄+wo2x-f

ゆらぎの影響が小さいとして

(I(t)i(t'))-2ED6(t-t')

とする｡これを,速度 Ⅴを導入して書き直そう｡

;≡ :｡1_Px2)W.V_W.2x.f i

これを分布関数 P(V,x,t)に対するFokkerPlanckEq･の形とかく｡
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∂
前P(V,x,t)=H(X,V)P(V,x,t)

∂2 ∂ ∂

H(Ⅹ,V)…ED諦 一武 [e(1-βx2)wo v'wo2x上 前 V

-H｡(x,V)+EHl(x,V)

但し

∂
H｡(x,V)--£W.2x一亮 v

∂2

Hl(Ⅹ,Ⅴ)-D盲手 一芸 (卜 βx2)a.V

(4)に対応して

p (',X, I)-p(o)(,,X,70,71)H P(1) (',Ⅹ,7 0 ,71)+ -

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

とおき(14)に代入する:

∂

[詰o･ 8両 +･-]lP(0'+ep(1'+･･･]-[Ho･EHl][P'0'+EP̀1)+-･]
(19)

Eの各オーダーであわせて

･∂
BT.P(0)-Hop(0)

(諾.-Ho)p̀1'-(諾1-Hl)p(0),etc
これらを To,71,- を独立変数 とみなして解 くと

p(o)(To-s,Tl)-e-SHop(0)(To,Tl)

p̀1'(To,Tl)-eToHoJ Todse~SHo[HIP(0)(S,Tl)宣 p(o)(S,Tl)]0

(20)

(21)

(22)

∂
-ITodseSHo[HIP(0)(To-S,Tl)一両 P(0)(To-S,Tl)] (23)0

(22)を(23)に代入 して
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但 し

p(1)(To,Tl,-TotilTo一 岩 )p'o'(To,Tl)

BITo…To-1I.TedseSHoHle-SHo

(24)

(25)

これまで何 をやって来たかと云 うと,H(X,Ⅴ)を,α｡の特性振動数でおこる早い運動

H｡及び ew｡の特性振動数でおこるおそい運動 eHlに分けると,早い変化は(22)で記

述 されその他にゆっくり変化する部分が (24)に含まれる｡しかし(24)はそのままでは

早い time-scaleToに比例 して増加 してしまう(但しHlの平均HIToが T｡≫Tlで有限な

operatorHlに近づくと仮定 )のでこの secularterm を除 くように余分の自由度をき

める｡即ち更に T｡≫TlでP(0)(T｡,Tl)もある有限な Tlの関係至(o)(Tl)に近づ くとす

ると

謹f'o'(Tl)-白lf'o'(Tl) (26)

このおそい変化をきめるstochasticoperatorHlはHlをHoであらわされる早い運動に

ついて平均 したものに他ならないo Hoでの運動は,これがゆらぎを含まない単純な調

和振動子になっている事から直ちに求められる :

V- 妄 -[x,H｡]

÷- [ V,H ｡]-a .2Ⅹ

esHoxe-SIL,…Ⅹ(0)(-S)-Acos(-dos+め)

esfL,ve-sHo…V(0)(-S)ニーwoAsin(-Mos+め)

A-[x2+(V/wo)2]%, め-〕 an-1(V/xwo)

SIIlαos
x(o)(-S)-Ⅹcosa,os-V-

αo

V(o)(-S)-xwosinwos+vcosa,os
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同様にして

(27)
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(29)

(30)
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sinGdos ∂ ∂

esHo孟 e-sHo- TT 有 +coswos一両

これらの結果を(25)に代入 して で｡→- ととると

(31)

il-冒lb志+蒜十票(去 x+芸 Ⅴ)[1-i(x2†i)] (32)

これがおそい運動を記述する stochasticoperatorである｡ x,Ⅴの代 りに変数A,¢を用

いればより見通 しがよくなる:

白1-義 (芸 十三 品 +表 芸 )一昔 ( 1･ 芸 A ) (11iA2) (33)

A,¢の分布関数 P(A,¢)は

P(X,Ⅴ)dvdx-P(Ⅹ,Ⅴ)α｡AdAd¢-P(A,め)dAd¢

即ち

P(A,め)-a,OAP(x,V)

したがって

芸p(A,め,t,-自(A,¢)P(A,め)

H(A,¢)-AHIA~1

(34)

(35)

(36)

蒜 (芸 一芸 三･i 蒜 ) -30品 A ( 1-iA2) (37,

これは正に rotatingwavevanderPoloscillator(RWVP)として知られているもの

でLaser発振1)の問題や回路の発振2)に関連して議論されている｡特にP(A,め)が位相

射こついて-様な時 [P-P(A)]には

芸 p(A)-fA壕 (孟 一三)一芸 A(1-iPA2)]p(A) (38)
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この定常解は

pst(A)-const･AexplaA2- rA4]

a…W.3/2I), γ … W.3p/16D

これはαが負から正に移る時不安定になる.2)

ここでは空間的変化のある場合を耳考えなかった.しかしその様な場合,特にB昌nard

の問題や化学反応系にも応用できると思われるがまだ考えていない｡

§3. 結 論

ここに書いた様なっまらぬ話でも結構ですから気軽に投稿される事を期待 します｡
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