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｢生物系-の統計物理学の2,3の応用｣
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第五 回 6月 17日

§5 制御 と調節

高度に秩序づけられた生体系内では,物質の合成等の制御の調節は,次の二つの方法

がとられる｡

1.最終生産物阻害

例えば,Cワp (シチジン三リン酸 )は,それ自身の合成経路の一つの反応の触媒,

ATCase(アスパラギン酸 トランスカルバミラーゼ )の作用を阻害する｡これについ

ては前に述べたことがある｡

これは負のフィー ドバックといってもよい｡Cワp;An,ATCase;EI

Al - A2 - -- → An

EI E2

｣ 一一薫i
Endproductinhibitor

Negative feedback

2.遺伝情報による抑制

これは最終生産物が,反応経路の-つの反応に作用する触媒を合成せしむるmRNA

のDNAからの転写を抑制する場合である｡

DNA → mRNA - El - → An

D.NA からmRNA を転写を抑制する方法としては,通伝子に,構造遺伝子 (Struc-

turalGene ,sG)と調節遺伝子 (RegulatorGene,RG)があり,後者が前者

によって生成 される分子と共に,前者の "Operator section" と呼ばれる部分に結
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びついて,この機能を抑制することが考えられる｡

これらの生体の機能をモデル化するにあたっては,

(I) 定量的7:i,モデルと現実との一致

を考えなければ7:fらない.これは実験データと比較すればよい｡また,

(2) 定性的な,一致

(正確なデータのない場合は,定性的な一致を求めなければならないが ) を要求

することによって,考えられるある可能性を取除くことができる｡

〔lJ 最終生産物阻害のモデル

Al - A2

EI

Al+El こ EIAl - A2+El

簡単化 して

dAi
- - Fi-1(Ai-1･)- Fi(Ai)dt

i- 2,3,---,∩

Michaelis-Menten近似によって

FirAi)
vii)Ai

Kii)+Ai
= KiAi

とする｡

ここで考えなければならぬ問題点は

a)この方程式は危点 (Criticalpoint)

を持っか｡この点は,平衡または定常状態に対応する点,即ち

d _

dl Ai= 0

を満す LAi,i=1･･･,nh
更に,

b) もし危点が存在するとすれば,それは安定か不安定か｡つまり場合として,次の
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どれが起るかである｡

今 iAiiを t-0で EA-iiの近傍からスター トさせた時

i) t- - , Ai- Ai (漸近安定 )

ii) t- -, lAil- - 不安定

iii) Aiは有界な振動を保持するo

モデルのうち, i)ii)を示めすのは生体系では "死''の平衡状態か,意味のないも

のであるから,排除せねばならlない.従って iii)の,ある危点の回 りを巡る周期解を持

っモデルを考え7:fければなら7:2い｡その中でもさらに次の二つの場合が考えられるo

a)周期,振幅とも初期条件による｡

b)周期,振幅とも,最終的には反応定数のみに依存する｡安定な極限周期解

a) の場合は,現実に則して考えてみれば,外部の条件によって系の性質が変化する

ことになるので,実際的ではないから排除する｡

以上の事を判 りやすく図示すると,

d
dl xl- f(xl,x2)

d

d-t X2 - g(xl, x2)

なる系で,

(xl,x2)を危点とするo

i)

安 定 xl 不安定(有界でない場合 ) Xl
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iii) a) iii) b)

周期振幅ともに初期条件に

よる周期解

極限周期解を示す例として,

dx
dt
= y+xrl-x2-y21

安定な極限周期解 Xl

d

dl y--x+y(- x2-y2)･･.･･.-･･-･･･ ㊨

O x x+ @ Xy

dx

xT.+y芸 -去ft,x2+y2･,- ,x2+y2,,- (x2+y2))

極座標で表示すると,

1dr2
-- = r2(1-r2)
2dr

-aT- r(1-r2)

また, tanO=且 の両辺を tで微分するとⅩ

dβ

dて

従って

r=

- 1

ノ1+k｡-2t ~

♂ -rto-t )

-→ 1 ; t 一一一 -
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これは最終的には初期条件によらず, r-1,♂- rto- t),なる解に漸近する｡

y1

-1 0

ここで,先の最終生産物阻害のモデルに戻ろう｡

d

dtAl-frAn)-KIAl

Ai
d

lI;
= Ki -1Ail1 - KiAi

危点の安定性を,線形安定性の解析によって調べるために,この方程式を危点の回り

で線形化する｡

危点は,

i

I(An)-KIA1- 0

Ki-1Ai-1-KiAi= O i=2,---,∩

の解である｡

線形化するために,

Ai= Ai+Ⅹi

と置き, Xiの一次の項だけ残すと,
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d

dl xl= aXn ~ KIXl

d

dl xi= Ki-1Xi-1 ~ KiXi

a- f'(An), a<O
a>0

負のフィー ドバック

正のフィー ドバック

-般に

ditAi- fi･(Al, , An) i- 1, ,n

の系で,危点は, firAi, , An)-0 Ai-Ai+Xiと置き線形化すると･

d n

d-tXi - ∑ aijXjj-1

∂fi

'lij ニ可lJ A『A-K

線形化 されたこの方程式の解は,

xi-∑ ciZellt 鳥 蕊 aij)の

もし,LRelm>0 (lm-Max(lL))ならば,

xi～ Cim eknt - - I; t - -

となり,局所不安定であるo故に,局所安定であるためにtj:I (aij)のすべての固有

値は負の実部を持たねばならない｡

例として, ∩- 2の場合を考えよう｡

d

d-tX1- -KIXl+ax2

d

㌫ x2= KIXl ~ K2x2

行 列 了 Kl a )
Kl -K2
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固有値 }1三 上 ,Kl･K2,+ノ

}2-を〔-(Kl+K2)J

(Kl-K2.)2+4aKll

(K1-K2)2+4aKlつ

解は

xl-Cl ellt+Dlel2t
i t

x2- C2 e l+D2 el2t

この場合の可能性 として,

i) 12<jl<O

ii)12<0<jl

iii) llも 12も複素数で負の実部を持っ

があるo i),iii)の場合,Al,A2は局所安定,即ち, t→-,xl,x2→ 0 ∴

Al,A2- AIA20 ii)の場合は,Al,A2 が局所不安定であることのみ推察でき

極限周期解になる可能性もある｡

さて,負のフィー ドバックの場合 (a<0)には,

(Kl-K2)2-4IaJKl<0

この時にはjij)の場合,又は

(K1-K2)2-4JalKl>0 でも

Kl+K2> (Kl-K2)2-4ZaHく1

であるから, ii)の場合は起 りえない｡故に極限周期解が要求される場合には,この様

な二段階の阻害又は直接阻害

Al → A2

E ,｣
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の可能性は排除しなければならない｡

線形安定性の議論に対する注意をしておく,例えば

票 - x- etx3

線形化すると

票 -Ⅹ ∴ x- Get

故に Ⅹ-0は局所不安定と推論するかもしれないが,厳密解は

→ o (t→- )

で,Ⅹ-0は安定な危点である｡これはこの方程式が自励系でないからである0

〔2〕 遺伝情報の抑制のモデル

I)NA mRNA

G - M -

LO求
G-M -の翻訳の阻害が起るためには,抑制子 Rがm分子必要と仮定する｡

G - M

k l

G+mR ≠ G‰
k 2

dit〔GRm〕- kl〔G]lR]m - k-1lGRm〕
m求NAの転写の速度は抑制子の結びついていない遺伝子の濃度に依存する｡

〔GRm 〕 kl
= 〟

〔G〕〔R〕m k_1

〔G〕｡-〔G〕- 〔GRm〕
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〔(仁lこて
〔Gつ｡
1+krR〕m

dM a

dt 1+ERm

G - M -→ E

L 一命__ ｣

直接阻害,E-求

B) O - M - E - P

L _令 ｣ p-R

④ の場合

i

dM a

dt 1+応Em
- bM

dE
- - cM - dE
dt

⑧ の場合

dM a

dt 1+HPm
- bM

cM - dE

eE- fP

A の場合 極限周期解はない

B の場合 数値的に調べた結果 m≧ 8

以上でなければ多分存在しないであろう｡

最後に,極限周期解の非存在についての結果にふれる｡

Bendixon の NegativeCriterion
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d
d-tX- I(x,y)

d

dl y- 9(x,y)

が位相空間内のある領域fl内で,閉じた軌道を解 として持っための必要条件は,

af a9

B(x,y)= aT;+ 8-y

がfl内で符号を変えるか,又はまったくOに等しいかのどちらかでなければならない｡

証 明

0 内に閉じた軌道 C が存在したとするO

S〔f(X,y)dy- 9(x,y)dx〕
C

T

- ∫ 〔 f (x,y)dd-r- 9 (x,y)t= o

一方,平面上のGreenの定理によれば

∂Ⅹ ∂y

dd器 l d t- 0

i (Mdx+Ndy.)= //(讐 一 讐 )dxdy
C′ n′

"0 ,88-:+88-:,dxdy- " B(x,y,dxdyfl
=0

証 明 了
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第六回目 6月 24日

§6 集団の個体数の消長と相互作用

6.1 個体数の消長

間隔のある繁殖の場合,即ちある季節のみ繁殖する｡

Ⅹ1,Ⅹ2,--,Xn,

を一期目,二期目,-･- ,n期日のメスの数とする｡ 一回出産した後,親は死ぬもの

とする｡Rを一匹のメスが産みだす平均の子の数とする｡

Xn十1 = RXn

一般には, R-R(Xl,x2,･･････,Xn)であるo

a) R(Xl,･･W ,Xn･)- R,constの場合

Xn十1- RXn-R2Ⅹn_1- --･･- RnXI

R> 】 指数的な増加

R< 1 指数的に減少,死滅 してしまう｡

R- 1 Ⅹn十1- Xn- ･･--- Xl

平衡状態

b) R- R(Xn)の場合

Xn.1- R(Xn)Xn

R(Ⅹ)

ⅩB

R(XA.)- R(XB)- 1
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もし,Xl-XAならば,常にXn-XA, 同様にⅩ1-XBであれば, x1--XA ｡

XA,XBは平衡状態であるo

平衡状態の安定性

i)XA について

Xl<XA,ならば

x 2-RrXl)Xl< XI

Xl>XA (XB>Xl)
ならば,

x 2>Xl

となり,XA は不安定であることが判る｡それに対 して,袖 は安定となることが期待

される｡XBの回りで線形化 して安定性 を調べる｡

Xn十1-RrXn)Xn

Xn-XB+x｡,X｡は小さいと仮定して一次の項のみ残す.

xn- (1-bXB)Xn

- rト bXB)nxl

bニーR′rXI∋)>0

]-bXB>】とはなり得ないから｡

i) 0<1-bXB< 1, xn - 0 (単調)

XB は安定

ii)-1<1-bXB<O

xn- 0,但 し符号は変化しつづける｡故に, []-bXBl<1ならば,xB は
局所安定である｡

iji) ト bXB<-1,xnは非有界な振動的増大を示 し,XB は局所不安定な点で
ある｡

また,
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X｡十1-R(Xn)Xn-f(X｡)

と書替えると, これらの条件は

y-f(追

f(XA)- XA,f(XBl- XB

i) ]>f'(XBl>O

ii) -]<f'(XB)<O

iii) f′rXB)<-1

Xl x2X3XB

この具体的な例は,

XIX3XBx2
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Ⅹn

xn十1=言 嘉 ≡ f(Xn)

Ⅹ*=(トa)% 0<a<】 とする｡

f′(x*)- 3a-2

前記の結果より

tf′(x*)J<1 のとき

即ち,

‡<a<1
のとき, Ⅹ*は局所安定

f′(x*)<-1

即ち

1
aくす

のとき, x*は局所不安定であるが,振幅が有界な振動を続ける｡ この振動が周期的で

あるかどうかは問題である｡

最も単純な可能性 としては,
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･ ｡ - ∫

X,nが偶数

y,nが奇数

Ⅹ,y は次の解

y

2-サイクル

安定な極限周期解のこのような離散的な場合の形は

Ⅹ1,x2, X,y,X,y, X,y･

Ⅹ-f(y)-f日 (Ⅹ))-f(2)(Ⅹ)

〔 f(k)(Ⅹ) = f 日 (k - 1) (x)) , f(1)(x) = ∫ (Ⅹ)〕

より,安定な 2-サイクルの極限周期解が存在するためには

f(2)′(Ⅹ)>-1

即ち,

空 士 <｡<土
3 3

の時である｡他の aの範囲については下に示す｡

a

‡<a<1
空 士 <a<去3

0.095- 0.1

0.080

0.070

n-サイクル

1

2

4

8

16
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0.0695

0.0693

0.06925

0.06923

0.06921

0.069】38

32

64

64?

128

256

2048

しかし,いかなるnに対 しても, a< a｡であれば, n-サイクルの周期解が存在す

る様な a｡が存在するか, という問題は未解決である｡

以上は (b)の場合,即ち XnH - R(Xn)xnの時である｡

C) x｡十1- R(Xn_llxn

の場合 を考えてみよう｡

RrXE)- 1 となるXEが存在したとする｡XEの回 りで線形化すると,

Xn-XE+xn

xE+xn+1- (]+xn_1R'(XE))(XE+ xn)

Xn十1- Xn- bXEXn_1

b--I( (XE)

故に

xn+1- Xn+bXEXn_1- 0

解 をxn-A jn の形に求めると,

A ln十1-A }n+bXEA ln-1- 0

}2 - A+ bXE- 0

･1-‡ (,+石 和
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･2-‡ (ト J7m )

従って一般解は

Xn-Al lln+A2 12n

安定性 (局所 )の要求は, X｡- 0 となることであるから,

lAll･J}2Ⅰ<1
N

- 方 , dAtXi- ∑ aij Xj
j-1

の解の安定性にっいては,一般解

xiニ ラ ciZelLt

より, Reli<0が要求されることと対比してみよ,

l

/

階差方程式

i) 0<bXE<‡
0< ll,}2< 1

よって,安定

ー

微分方程式
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ii) bXE> i

Alと }2は複素数

Xn-(bXE-n/2｢acos(ne+β-〕

β=arccos r

6.2 重なりのある,集団個体数

繁殖期のない場合

Ⅹ(t)を,時刻 tのときの集団の大きさとする｡今 x(t)は, この場合微分可能 と

仮定する｡

単位時間あたりの平均の繁殖率をb とする｡

x(t+△t)= x(I)+ b△tx(t)

x(I+△t)-x(t)
- bx(t)

△t

△t- O

d
d-tX(t)- bx(t)

x(t)= Ⅹ(o)ebt
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b>0 , x(t)†-

b-b(Ⅹ)とする｡例えば

b(Ⅹ)-C(XE-Ⅹ)

とすると,

d

d-tX-CrXE-XIx

この方程式の解は,初期条件として,十分小さくとると,指数関数的にXEに向って増

大する｡

平衡状態は,

諾 - 0 , x*- XE

BXE eCXE t
Ⅹ(t)-

1+ BecXE t
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第七回目 7月 1日

§7 Voltera-Lotka方程式

現実の生物集団の間には複雑な相互作用が存在する｡このような種の間の相互作用 を

考えよう｡アドリヤ海のある2種類の魚の数が時間的に同じ振動数,かつほとんど逆位

相で変化することが観察されていた｡大きい種の魚(predator)は小さい種の魚 (prey)

を食べ,小さな魚の量が十分でなくなるまで増殖 した｡その後,大きい魚は数が減 り,

小さな魚が繁殖するという具合になって周期的変化が始まった｡Volteraはこのような

振舞いを記述する次のような簡単なモデルを提案した｡

dN1
- - -alNl+ llNIN2dt

dN2
- - a 2N2- ]2NIN2dt

(7.1)

ここに,Nl,N2はそれぞれ大きい魚と小さな魚の数であるo AlN2 は大きい魚 1匹

あたりに捕食される小さな魚の ｢平均数｣を表わす｡ (7｡1) において非線型項がない

ときN2は指数関数的に成長し現実的でない｡ a2N2はたとえば a2(k-N2) とい う

形におきかえられるべきである｡方程式 (7｡1)はVoltera以前にLotkaにより, 化

学的な議論において提案され解析 されていた｡

voltera-Lotka方程式 (7｡])には二つの平衡点が存在する｡

(日 N芋- N2*- 0 (trivial)

･ii, Nl*-筈 , N2㌧ ‡

(7｡1)においてパラメーター al,α2,ll,人2はすべて正とするo

方程式 (7｡1)の特徴の1つは,運動の定数が存在することである｡ それをみるため

に,

Nl- Nl*expvI N 2 -N2* expv2

- 301-



Prof.C.J｡Thompson

で新 しい変数 vl,V2 を定義 しようo (7｡])に代入することにより,

dvl

dt

dv2

7丁

- al(eV2-])

- a2(eVl-1)

(7｡2)

(7｡3)

を得るo (7･2)にα2(- eVl)を, (7｡3)にα1(- eV2) を乗 じることにより,

･ 2( 1-eVl, 崇 +αlr1-e V2肯
-dit〔α2(vl-el)+ αlrv2-eV2)〕

Ⅴ

-0
故に,運動の定数

V

G≡ α2(vl-eVl)+ αlrv2-e2)-const･ (7｡4)

が存在することがわかる｡すなわち(7｡1)の解は初期条件に依存する｡ それゆえ,方

程式 (7.1)において,

(日 limitcycleは存在しない｡

(ii)解は ｢構造的に不安定｣であるQ

の2点が結論される｡

このような性質をもつものをFragilemodelという｡ 運動の定数を次のように表

わすこともできる｡

NI N2

fl=育 , f2= N2･

を定義する｡ (7｡4)より,

G al(logfl-fl)eal2(logf2-f2)eα1α 2 = e 1

- ulu2 - COnSt･

ー302-
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ここ に,
1

ui-(fie-filai

(7｡6),(7.7)を使 うと解の様子 を簡単に調べることができる｡

(7.7)

まず (7｡6)よりu1- u2のグラフ (a),(7｡7)よりu2-f2, f1- ul のグラフ(b),

(C)を書 く｡ (b),(C)において, ul, u2の極大値があることから･ ul, u2はA,

Bの間 しか動けない｡ ul の極大値Ml に対応 して図 (b)よりf2の2点 al, a2が決

まり,図 (d)において x,yが決定される｡A とBの間の任意の点に関 しても同様に

して,図 (d)の軌跡 を決定することができる｡

prey-predator相互作用のデータとして, UngavaのMoravidnMission によ

って,野ウサギとヤマネコの捕獲数 を記録 したものがある｡図はわなに掛ったり,皮に

されたり,売 りに出されたものの数 をあらわす｡
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(ノート作製者はこの図に少しく疑問を持っ｡以下の議論を理解するのに.次の文献が

役立っであろう｡Amer･Nat･L7(1963)209,An er･Nat･191 (1973)727)0

0

cxu

6

4

2

1

voltera-Lotka方程式 (7｡1)の解はこのデータと合わない｡ただ,Nlと N2を入

れかえる (即ち,野ウサギが predatorでヤマネコが prey)と, 1875年から1905

年ごろまでのデータとよく合 うことがわかった｡この理由として,ヤマネコには致 命的

だが,野 ウサギには影響のないある病気のためであるという説が出された｡しか し,そ

のような病気は存在 しない｡記録 をよく検討 してみると,それは, 自由に生きている動

物の数ではなく,捕獲数の記録である｡そこで,猟師 (わなの仕掛人 )自身が ｢病気｣

の役割 を果 していると考えるのが合理的のように思われた｡すなわち,より高価なヤマ

ネコが先に捕獲 されたのである｡

n種の系ではVoltera-Lotka方程式は次のように一般化 される｡

: 1-Ni ,ki･ P;1,;1ai,Nj , (7.8)

taij} は反対称行列であると仮定するo以前 と同様に,運動の定数が存在するo ま
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ず正の定常解･Nl*,-･････Nn*が存在するとしようo
nが奇数のとき反対称行列A-(aijlにおいて detA-0であるから, non-

trivial平衡点はない｡

vj- log rNi/Ni♯) i- i,2,･･･n

を定義すると,簡単な計算により,

d v･

Tt亨 βjNj* (eVj-vj､-∑aijNi*NT(evi-1''eL l)i,j

aij は反対称1-I-一宇虹 あるから右辺はゼロo

故に,

∩

G-J-flPjN,!(eVL vj)- COnS t ･
(7.9)

KernerはGをHamiltonianとみなして統計力学的議論をした｡ しかし,このよ

うな運動の定数の存在は,我々の仮定の結果であって,たとえば,より現実的な記述を

するため (7耳 目こおいて Laijiを反対称行列でないとすると,運動の定数は存在しな

い ｡

§8 安 定 性

まず Voltera-1Jotka方程式の平衡点の安定性を調べよう｡

It＼1
- --αユNl + jlNIN2dt

dN2
- - a2N2- 左N言上,dt

Nl-Nl*+ xl , N2 - N2*+x2

を代入 L xl, x2 について線型化すると,
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dxl

dt

dx2

dt

- (llN2*-al)xl+llNl*x2

- 12N2'xl+(a2- 12Nl')x2

まず trivial平衡点Nl*-N2*-0の場合, (8･2)は

ニ ー α1Ⅹ1

dx2
- - α2x2dt

このとき,平衡点は saddlepointである｡

次にNl*-α2/}2, N2*-α1/ス1のとき,
dxl α2}1

- = T x 2dt

dx2

dt

となり,係数行列

a i
1 2

T xl

(8.2)

の固有値は ±i何 であるoこの場合を, neutralstabilityとよび,平衡点を

centerという｡

次に種がn個ある場合の安定性を調べよう｡方程式,

dNi n
- -Nl (kl+ Pi-1∑aijNj )dt j-1

のnontrivial平衡点Ni'(i-1,-n)は
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n

pi-1E aijNj*- - ki
j-1

より,決定される｡この平衡点のまわりで線型化することにより,

; i-pIlj=;1Ni･aijX, ,xi- Ni-Ni告

新 しい変数

1

yi- (βi//Ni♯)2xi

を導入すると,

dyi n

dt=J至lbijyj1 1

bij-蘭Taij(X)2- - bji
と書ける｡反対称行列 (∩-even)の固有値は純虚数であるから,今の場合の平衡点は,

centerであり,安定性は neutralstabilityである｡

もう一つの例を考えようO 生態学においてFolk law theorem とよばれる正 しいと

信 じられているが,その証明のない定理がある｡その内容は本質的に, ｢生態系におい

て系が複雑であればある程,その系は安定になる｡あるいは安定化する chance が増加

する｡｣ということを主張する｡ しかし,このことは数学的に正 しくないように思われ

るoその例を以下で示すo二つの trophic levclを考え, hostをHl,･･･,fL ,

prasiteをpl,-･,Pnで表わそうoこのような系は次のような方程式で記述 される

であろう｡

ddI;i- Hi(ai - j蔓laijPj)

dPi ∩

- - Pi(-bi+ ∑ βijHj)
dt j-1
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平衡点Hi*,Pi*のまわ りで線型化すると,

Hi- Hi*+ hi

pi- Pi*+ pi

で定義される変数 を使って,

n

-- ∑Hi*αijPj
j-1

dpi一- .ll.-.■-
dt

∩

Z pi*pijh･
j≡1-1 一一J ∫

あるいは,

zi-i phii
を定義すると,

1-1,-,∩

i- ∩+1,-,2m

dzi n

- - ∑ AijZj
dt j-1

I-
-

1_
J

.._1_1

I
(

一A
～

o～

＼
IJ

ai*j-ポ αij, βlfi - Pi*pij

となる｡安定性の必要条件は TrA<0 である｡

TrA- 0のとき, Aの固有値 をAzとすると･

戊elz-o すべてのBに対 して (neutralstability)

もしくは,

LRele> o 少なくとも1つのi‖こ対 して (unstable)
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である.今の例では TrA- 0であり系は安定でない｡ n-ユはVoltera-Lotka 系

であるが, trophic level間の相互作用を複雑にしても系は安定にならない｡

再びVoltera-Lotka系にもどろう｡現実の生態系の周期的振舞がある時点の情 況

(初期条件 )に依存するとするのは不自然である｡ 周期的変化は iimitcycleでなけれ

ばならない｡生態学において広 く次のような方程式が使用される｡

ニ ーbNl+ β町 - e-dN2-

慧 - rN2,1-"k2ト kNl,1言 C"2)

Voltera-Lotka系はこの方程式のある極限の場合である.｡ 上の方程式は安定なlimit

cycleを解 として持っであろうか｡ stable limitcycle に関してKolmogorovの定

理があるO (N｡Minorsky "Non-LinearOscillations''p｡69)上の方程式は,

K >N;

ならばKolmogsrovの条件をすべて満足する｡ Kがpredator (Nl) のいないときの

prey(N2l の最大平衡量であることから,上の条件は生態学的にも妥当な条件である

ことが首肯されるであろう｡
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