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§1. はじめに

単振 り子の方程式

X 二二 - Sln X (1)

はJacobiの楕円関数 を用いると厳密解が得 られる.1)(1)の形に帰着 される例は多 く

あ り, sine-Gordon方柱式の進行波である単純解は有名である｡そのときは符号がプ

ラスの ものも要求 されるが,位相のずれを考えるとどちらか一方のみでよい｡同様 に

x ニ ー sinhx (2)

もJacobiの楕 円関数 を用いると解が得 られる1.)

(2)の例 としては,当然 sinh-Gordon方程式の定常的な進行波 を表 わす解があるo

物性 の例 としては,戸田格子の最短波長のモー ドに対応する振動の時間変化があげ られ

る｡ このことは戸田先生の論文に詳 しく述べ られている2),.3)

以上の2つをそれぞれ 1次の sin一振動子 , 1次の sinh一 振動子 と呼んでおこう｡

以下では sin2x, si血 2X の項が加わった場合 を考 える｡すなわち,振動の原因 とな

る力 に2次の harmonicsが含 まれている場合である0

2次 までならJacobiの楕円関数で解 が表わされ ることがす ぐ分かるのだが, 1次だ

けの場合に比べると,パラメーターが 1つ加わるため,解の形が複雑になる｡そのため

か,著者 の知 るかぎ りでは explicit にすべての場合の解 を表わ した文献 はない｡ 3次

以上 の harmonicsかさらに加わるとJacobiの楕 円関数で解 を表わすのは無理のよう

である｡

}1,12を任意定数 として ,

x -- i sin-i+ 12Sin 2xl
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x -llSinl- +12Sinh2x (4)

を考える｡ (3)を2次の sin-振動子, (4)を2次のsinh一振動子 と呼んでおこう.

2次の振動子は 11,人2の符号によって,4つの場合に分けられるo変数の scale変

換により,係数は比だけが問題 となる｡それで,一般性 を失なうことな く, A - ± 1,1

12 -±γ(γ>0)にえらんでおくことができるO

§2. 2次の sinh一振動子

rl〕‥
Ⅹ - sinhx - γsinh2Ⅹ(γ> 0)

を考える｡ポテンシャル関数は

U(Ⅹ)- 1-coshx十

十 γ(cosh2Ⅹ-1) (2)

となる｡グラフは図 1のように表わされる｡

E をェネルギー とすると

k2- 2lE-U(x)]

1
- 2亘 -co sh2Ⅹ十一 co shx+γ

E-1+γ
十

が第 1積分である｡

〕 (3)

coshx ≡ y

とおき, 完2-0とな･る y を求めると,

y - 2lr 〔1±

Uく苫)

( 1)

図 1 〔口 の振動子ポテンシャル

(2 r - 1)2+4E r]

となる｡

(4)の 2根 をβくα とする｡ (3)の積分を求めると
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2次の sinh-振動子と sin一振動子

dy

(y+1)(y-1)(y-β)(α-y)
- √巧了~′dt

平方根の中の4つの根の大小関係はEの値により異なる｡

(1 ) E > 2

(2) E - 2

(3) 2>E>0

(4) E -0
(5) 0>E>Umi｡

次に解 を列挙する｡

(1) E> 2

y - coshx -

α> 1>- 1> β

α> 1>- 1-β

α> 1> β>- 1

･> ]-β>- 1 (r<‡)

a> p> 1>- 1 (r<i)

2

1+alSn Wュt

1-a sn2 wlt1

こ こ に ,

al- aaH , wf- 与 〔 (2γ-1)2+4Eγ+E+2γ-1〕

snは Jacobiの楕円関数であり,母数 kは

k2-

である｡

(2) E- 2

y =

(α- 1)(β十 1)

(α+ 1 )(β- 1)

(2γ+1)+sin2 (√喜子TT t)

(2γ+1)- sin2(√す｢芋T t)

k- 0 , W;-W…- 2γ+1 , al - a2
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(3) 2> E> 0

1-βa2Sn2α2t
y = 2

1-a2Sn W2t

a2- 芸 諒 , W2- '2γ一日 2+ 4Eγ

k 2 =
(a-1)(P+1 )

2(a-Pl

(4) E-0(γく‡)
この ときは t-0で y-α にとる｡

2(1-γト (1-2γ)tanh2 (ノ手=盲7t)
y =

2γ+ (1-2γ) tanh2 rJTT rt)

t- ∞ で, y- 1 が (ll)からでる｡

(5) 0> E> Umin

β - a3 Sn2 Q)3t

2

1- a3 Sn a) t3

a3 -言等 , W2,-÷ 〔ノ(2γ｣1'2+ 4Eγ+- 2γ-E〕

k2=

II口

2(α-β)

(α-1日 β+1)

Ⅹニー sinhx +γsinh2x(γ>0)

ポテンシャル関数は

U(x)- (coshx- 1ト γ(cosh2x- 1)

であるOグラフは図 2に示す｡

●2
Ⅹ - 0 となる yは
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2次の sinh-振動子と sin一振動子

Ucx:)

図2 〔1】〕 の振動子のポテンシャル

1
y ≡ coshx-2γ

である｡

(5)に対応する積分は

dy

〔1± (2γ-1)2- 4Eγ〕

(y+1日 y-1)(y-α)(y-β)
-√すFJ.dt

(16)

(17)

α> β は (16)で表 わ される2根 である｡

Eの値 により分類す ると,

(1) E> umax α,β虚杖

･2) E-U-ax (γキ÷) α-β- 2LT烏 (';≡≡ 三

･3)U-ax>E>0 (rキ‡)1>α>β>-1 (γ>‡)

･> β> 1>-1 (γ<i) (2種類 )

(4) A- 0 r>i
･くi

l
r= -2

α-1>β>-1

α> 1- β>-1

α-β- 1 ((2),(3)と同じ｡ )
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(5) 0> E>-2

(6) E--2

(7) - 2>E

となる｡ しかし,物理的に興味のある

の 1種類 だけである｡

1-blCnα1t
( 1) y

-bl+cnaJlt

α>1>β>-1

α> 1>-1- β

α> 1>- 1> β

t州 まで続 く周期解 は(3)のうち γ<‡

(18)

b l - ∨信て前 石 - (E+1), W;- 2ノ前 面手打

k2=
E-(2γ-1)+ノE(E+2)

2JE(E+2)

(2) γ>‡ のとき｡ k- 0 となるか ら

1-bl COSWit

-bl+cosa71t

･< 与 のとき｡ k-1 となる｡ b1--2γ｡

t-O のとき y｡- 1となる解は

1+ 2γsecha)lt

2γ十SeCha)1t

t-Oのとき y｡> 左 となる解は, y｡ニ

ト 2γsech(a,1t+e)

2γ+sech(a,1t+E)

となる｡

(3)γ>Ⅰ の とき

2
1-αb2Sn α2t

2
1- b2 Sn α t2

1-2γseche

2T+seche
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2

b2=訂T｢ ,

k 2 =

2 1(Ll =.
2 2

2(a- P l

(1- 8 )(a + 1 )

2次の sinh-振動子と sin-振動子

(23)

1

γ くすのとき

t- 0 のとき y- 1 となる解 は

2

1+ b3 Sn a)3t

1- b3Sn2 a73t

(24)

b3 - 富ま wz- ‡ 〔 (2γ-1)2- 4Eγ+E･ 1-2γ〕(25)

k2 =
(β･-1)(α+1)

(α-1日 β+1)

t-0で y- α となる解は

α - β b4 Sn2 u 3t

b 4 =

(4) γ>÷
y =

1

γ = 2

y =

1 - b 4 Sn2 W3t

芸‡ 11 k, W 3 は (25)と同 じ｡

2(γ-1)tanh2(W2t+ Eト (2γ-1)

(2γ-1)- 2γ tanl12(W2t+e)

(t+ E)2+ 1

(t+E)2- 1

(26)

(27)

(28)

もちろん t-0で y - 三 土 > 1 にえらぶ ｡ (28)は (27)で γ一言としても
62- 1

得 られ る｡

･く 与 の場合はつぎの (5)で E-0にした ものであるo
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(5)
2

sn α 4t-α b 5

2

sn a)4t- b 5

α+1, a)42- (2γ-1)2- 4Eγ

(1-β) (α+1)
2 (α-β )

(29)

(30)

(6)グラフから明らかなように, (5)と (7)の場合の解で E--2 にすると得 られ

る｡関数形は双曲線関数であるが,有限の短い時間の間に粒子が y- - となるから不

思議ではない｡

(7)
2

sn a)2t- αb6

sn2 602t- b6

1-β

α-β
k2 =

2 (α-β)

日 ･-β吊 α+1)

〔m]
Ⅹ - sir山Ⅹ +γsinhx (γ>o)

ポテンシャルは

U(x)- - (coshx-1)- r(cosh2x-1)

である｡グラフは図 3に示すb

｡2
X - 0 になる yは

y ≡ coshx 一

一去ト1±高 言 i~上 4Eγ〕

である｡

(35)の2根をα>βで表わす｡

Eの値により,積分の中の根の大小

を分類する｡
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(32)

(33)

図 3 〔m]の振動子のポテンシャル



2次の sinh一振動子とsin一振動子

α,β 虚根

(1) E>

(2)

(2γ+1)2

4γ > 2 (rSil

E>2 (r-il
(2㌢+1)2

4γ > E> 2 (γ幸吉)

(3) FJ- 2 ,>‡

･く÷
1

γ ニ ラ

(4) 2> E> 0

(5) E - ()

(6) E く 0

積分は

dy

1> α> -1-β

1>α--1>β

α - β--1

1> α>-1> β

α - 1> -1> β

α> 1>-1> β

(y+1)(y-1)(y-α)(y-β)

以下結果 を列挙する｡

(1)
1-c cnaJltl

1> α>β>-2

1>-1> α> β

- Idt

cnwit-CI

cl - fj-- √百m ) , u12- 2ノ看て盲=~訂

FJ-(2γ+ll+ノE(FJ-2)

2JA(E-2)

(2) ,> i

y =

2

1-αC2Sn W2t

2

11 C2Sn GU2t
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C2 エ ム , W2-‡〔2r･1-E+ (2γ+1)2- 4Eγ〕2

k 2 =
2(α一一β)

(1-βl(α+1)

2
1- C3Sn α3t

2
i+ C3Sn α3t

1-メ

C3 = i十 β , W32 - ‡〔2r･1-EJ と2言 1)2- 4E7･〕

(1+α )(1- β)

(1-a l (1+P)

(･lO)

(41)

(42)

(3) この場合はポテンシャルの形 か らわかるよ うに定性的には特異なことはおこらな

い｡定量的には (2),(4)の解 の lim でよいが,楕 円関数が双曲線関数 に変わる｡

有限の短 い時間で質点は- に達す る｡

2

1- α C4 Sn a74 t

1 - C4 Sn2 W4 t

C｡-諾 , W｡2- (2- )2- 4Eγ , k2-

(5)

(6)

(2γ+1)tanh2 (ノ訂二百 t+e)- 2(γ+1)

2γ-(2γ+1)tanh2 (ノラアキr t一十日

り

sǹ̀ α2t-α C5

sn2a)2t- C5

C5 - 1嵩 , W2,k2は (40)式に同 じo

〔Ⅳ〕
Ⅹニーsinhx - rsinh2x (γ>0)

ポテ ンシャルは

U(x)- (coshx- 1)+r(cosh2x- 1)
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(α+1)(1- β)

2(α-β)

Ll･1)

(L45)
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2次U)sinh-振動子とsin一振動子

である｡ グラフは図 4に示す｡

丈2- o になる根 y は

y ≡ coshx-iT,ト1± (2r･1)+4Er]

であ.:さ｡2根 をα>β とする｡

E>0の場合だけを考えたらよい｡

解は

1+ d sn2 wt

1--d sn2 wt

k2=

(49)

(50)

W2 -‡〔2r･1+E･ (2r･1)2+ 4Eγ〕 (51)

(a -1)(β+ll

(α+1日 β-1)

となる｡ α>1>-1>βであるからxに

ついて も相異なる2実根 をもつ｡振動解で

ある｡

以上 4つの振動子 とも解 の中に Eが現わ

れていない場合は t-0で y-1, x-0

にとってある｡ Eが現われている場合は

x-Oが平衡点になるときで,初期条件 を

原点以外のところにえらび t- - で原点

に達する解 を現わ している｡この解は他の

解 の,,10ラメーター を変 えても得 られない｡

U(貰)

図 4 lfV〕 の振動子のポテンシャル

§3. 2次の sin一一振動子

=コ
'i - sin_'ニー γSin2x (γ>O)

ポテンシャルは

U (x) - cosx - 1+ T(1-cos2x )

- I l l -

(52)

(53)



(3)
(2γ･-1)2

4γ >E>0 (γ幸吉)

･> 与

rく与

1>α>β>-1

α>β>1>-1

E-0,Eく0は〔m〕に含まれる｡ sin-振動子は ポテンシャルが周期関数であるた

め,E>0の場合だけを考えればよい｡ E≦0は他のタイプの振動子の E>0 に対

応するからである｡

sinh一振動 子と異な り有限時間で- になる解はなく,周期解か, t-- である有

限の位置に近ず くか2種類だけである｡

y- cos x とお くと積分は

- ∫
1

dy

(1-y)(y+1)(y一一α)(y-β)

である｡以下解 を列挙する｡

(1)

y ≡ COS X =
cn a) t - ell

1-elCnα tl

-112-

t
- JrfT/dt

O

(54)

(55)



2次の sinh-振動子とsin-振動子

el - √訂前 石 -(餌 1), W12- 2ノ着て前 罰

(2γ11)1.1斗 ノFJ(A+2)

2ノE(E+2)

1+2γsechα)lt

2r+scch w tl

ここで α -
1

･く‡

y =

1
(3 ) γ>盲

4r2- 1

2γ

2γ+ cosαlt

1+2γcos(i)lt

2

1+ e2 Sn W2t

2

1 - e2 Sn a72t

(56)

(57)

(58)

e2 - 言註 , W22 - ‡ 〔/-(-;";1 )2-4Er･2;I- E〕 (59)

k2 =

r <-を

y ニ

(1-α日 β + 1)

( 1-β 日 α +1)

- β e3 Sn2 W3t

2

1- e3 Sn W3t

e3- 才iT ,W32-‡〔/(2γ⊥1)2-4E;-H j･- 2γ〕

k2 =
2(a-P)

(α- 1日 β+ 1)

-1 13 -
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目口
Ⅹ ニ ー sinx+γsin2x

ポテンシャルは

U(x)- (1-cosxl+r(cos2x-1)

図示すると図6のようになる｡

妄2- 0 とするyを α>β と

する｡

積分は

となる｡

Eの値により分類する｡ 〔D]だけ

例外的にγ>与 のときE≦0を考え

る必要がある｡2根は sinh一 振動子

の〔月 と同じである｡

(1) E - 2

(2) 2> E> 0

(3) E - 0 γ> ‡

･≦与
(4) 0> E> Umin

･>‡のみ｡

つぎに解 を列挙する｡

(1) y

(62)

(63)

I｣+ ー'_i 忙̀

図 6 〔D]の振動子のポテンシャル

α> 1>-1- β

α> 1> β>-1

α 二二 1> β>-1

平衡点のみで可動範囲は存在しない｡

l>a>P>-1

(2γ+1ト 2(γ+1)tanh2 (I-訂 了了 t)

(2γ+1)- 2γ tanh2 (√詐TT t)
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2次の sinh一振動子とsin一振動子

y 二二

(2) 2
1- α flSn Q)lt

2
1- flSn GOtl

i

fl-三等,W12-[(2γ-112+ 4E,〕2

(α+1日 1-β〕

2(α-β)

(3) γ>与のときのみo t-0 で y-β に とる0

2(1-γ)+ (2γ1-1)tanh2 (ノ茄=Tt)

2γ- (2γ-1)tanh2(√訂=T t)

2
α- f2Sn a72t

2
1- f2Sn α)21

W2-を〔 (2γ-1)2+4Eγ+E･2γ- 1〕2

2(α-β)

(1-β)(α+1)

室町

x ニーsinx - γsin2x

(71)

ポテンシャル関数は

し7(x)- (1-cosx)

+ γ(1- cos2x) (72)

グラフは数 7である｡ IiijI

U(T)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

≠

立2- 0 となる y ≡ cosx の根は

slnh一振動子の LuJ] と由 じである｡ 2根

をα> β とす る｡

･>与のときの FJ>UM x, γく-主の∠一
ときの E> 2 は 〔I]で考察ずみの解 に含

まれている｡

ー 1 1 5 -

図 7 〔m]の振動子のポテンシャル
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( 1 ) γ>与

(2) γ >‡

(2r+1)2

4㌢

(2r+1)2
4γ

- E 1> α- β>-1

>E>2 1> α> β> -1

(3) E- 2 1>rl--1≧ β (γ≦÷1 1> α> β--1 (γ>言う

(4) 2> E> 0 1> α>-1> β

上の4つの場合の解はつぎに列挙される｡

( 1) )∫

a)

(2) y

(2γ+1ト (2r-1)tanh2a71t

(2T+1)+ (2r-1日 anh2･i)lt

2 4;′2- 1

1 8γ

2
1- 91Sn W2t

2
1+ グ1Sn a'2t

W2- ‡〔2r･1-E･ (2r･1)2-4FJγ〕
2

(1-α 日 β+1)

(1-β 日α+1)

(3)γ>i

y =
(2γ-1ト ー sin2(ノ弄=r t)

(2γ-1)+sin2 (ノち7=T t)

(2γ-1)- 2(γ-1)tanh2(√す｢7 t)

(2γ-1)- 2γtanh2 (ノ2㌢-1t)

1- t2

√ノ
1+l~
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2次の sinh一振動子とsin一振動子

1+βグ2Sn2a)3t

1+ダ2 Sn2 W 3 t

ダ2-去 ㌃ W32- (2r十1)2- 4FJ,

k2 =
(1--α1(β-1)

2(♂-α)

(4)

;巾
'i = sinx + γsin2x

ポテンシャルは

lJ(x)- (cosx-ll

+ γ(cos2x一日 (82)

グラフは図 8である｡

支2- 0の根 α>β は sinh-振動子

の llV〕 と同 じである｡

積分は

y dy
(1-y2)(α-y)(y-β)

-√汀~t

である｡ y≡ cosxで, t-0で

U(3=)

(79)

(80)

(81)

図8 〔川〕 の振動子 のポテンシャル

y- 1(x-())である｡

IllJく0の場合 は LH]の解 に含 まれているので, E>0 のみ を考 えたらよいo γに

よる分類 も不要 となる｡ 解 を書 くとα> 1>-1>β なので

1- αhsn2w l

1- h sn2a)t

α+1,

(83)

W2 - を [2γ+1･E+ノ(2r･1)2+4Er~〕 (84)
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となる｡

2 (a- P)

(α+1日 1- β )

§4. お わ りに

計算が意外に長 くな り,2次の sinh一振動子の熱膨張-の応用は次の機会 になったJ

公式の羅列になってしまったが,公式は万古不易のものだから,計算 してお くことも必

要だろう｡

おわ りに図の作成について,大阪教育大の中野恵子,木村貞弓両君にお世話になった｡
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