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§1. まえがき

1953年にAtkinsDによって液体 4H｡の表面張力の温度依存性の理論(a,(k)～k警

a(T)～T%)が提出されて以来,液体4Ileの表面素励起 (Ripplon)や表面張力などにつ

いて多くの研究がなされてきた.最近fklward達2)はAtkinsINarahara3)の理論に圧縮

性, fhononの分散,及びGibbsの surfacemassの効果を取 り入れて表面張力と表面

ェントロピーを調べた｡その結果,ReutとFisher4)が前に指摘 したようにRipplonの

スペクトルがrotonと類似の最小値を持っことを明示した｡一方, EtnerとSaam5)は

密度汎関数の理論を使って,かなり精密に4Heの表面を取扱っている｡ 従がって液体

4Heの表面励起の問題は量子力学的多粒子系の運動と考えられるので,このノー トでは

それ等の集団運動の取扱いとしてTomonagaの方法6)を応用して3次元の場合に対して

集団座標と運動量を作ることを試みる｡

§2.集団座標と集団運動量

液体-リウムの表面は平衡状態で Z-0にあり, Ripplonの波はそのⅩ-y面上に伝

わり, Z<0の方向に次第に減衰してゆく｡ そこで速度ポテンシャルとしてⅩ-y面内

の振動とZ一方向の減衰を含んだ形を取るので,一般的には3次元の振動を考え,後で

複素ベクトルの式で書換えることによりRipplonの場合の関係式を導くことが出来る｡

単位体積中にN個の粒子を含んだ系で,非圧縮性で渦の無い流体において2体力によ

って互いに作用し合っている集団状態を考えるO▽ 2¢-Oを満足するdisplacement

potentialとして¢-exp(ik･r)を考えることが出来る｡ ここで集団座標として次の

式をとる:
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Ek-意吉Qk(rn)-妄言eik'rn;E-k-Ek*

今集団運動量演算子としてTomonagaの方法により

wio'-結 ▽血 (rn)･Pn

を作 り(1)と(2)の交換関係を調べると

[万Lo',Ek･] --iL6k,k･-ih 雫 fk･-i ,

(1)

(2)

(3a)

1
[桝 k･'0']- -i(-)2言妄言評 言e-i'k'k''･rn(k･kr)(k-k･,･vn.

(3b)

となって明らかに正準共役な関係を満していない｡交換関係を検討するに当って(3b)

を次のように書換える｡

[wk(?)打k･(0)] - -iB(k･k')f(k2-k'2)打k(+0)k･+2(kxk')･¢k.k月, (4)

ここで

一一i

7rk+k-
l~-.･.･.･..̀

¢ k+k･

lk+k'l2

-i
k+k'12

∑expト i(k+k')･rnl(k+k')･Pn,n

∑expf-i(k+k')･rni(k+k')×Pn.n

更に(句の内容を調べるために

A-(kxk')expトi(k+k')･rnl

というベクトルの式を考えると(6)は rotAを使って表わすことが出来る｡ すなわち

(kxk')･¢k+k'=
lk十 k'L2 ㌔∑rotA･Pn
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この(8)をみると,最初のモデルである渦なし流体 という集団運動に対 して,新たにrot

Aという量の自由度が付加 したことがわかる｡この項は我々の集団運動の中では,なに

か摩擦的な力が生 じたことと解釈出来る. それ故 rotAJ>-Oを仮定する. この仮定

が成 り立っために,ある状態ベクトル I>に constraintl>=0という条件を付け加え

る｡ すなわち

Ok+t･Io>-o

これにより [孔 ,a)kr]I>-0･
これ等のcnnstraintを付加条件とする限り,(8)は任意の状態に対 して明らかに消去さ

れるo 次に粒子の運動量Pnは集団運動と内部運動 (B)の部分よりな り立 っているので,

次の式に表わすことが出来る｡

Pn=∑vnfk･方上+与▽nqs･Dsn (9)

ここに甲Sは内部運動の座標 を表わす. 7rk-∑ fn(rn)･Pnとして(9)k代入 LWkと可kとn

の直交条件を考慮するo 得 られた積分方程式において 花kを㌔(0)と置きなおし(3a)の

関係を使 うと,ぞ詔こ正準共役な運動量として結局次の式を求めることが出来る.

打k--qk'oLF者 fk･-k打k･

[打上･fk]- -ifi, [7rk,打k･]=0

(10)

(ll)

§3.結 論

Tbmonagaの方法は集団運動を記述するのに非常に有効な理論であるが,それを3次

元の場合に拡張しょうとするとEに正準共役な運動量を作ることに困難な問題が生じる｡

§2で述べたような constraintを考える範囲では Elとarkとを正準共役な形に求める

ことが出来る｡ ここでRipplonの場合に対 して §2のはじめに述べたことを考慮 して

式を求めると次の関係が得られる｡

打k-nk(OL 三 ･lk
(k･k'+kk')

2k2r2k
Ek･Ikal{
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-一一i机言古元 首e~ik●pn-kzHl e n(k+ike3)･▽nl

- 捕 ∑'l
k

(k･k'+kk'). 1

2k2γ2k 7k-A-2k'2γ2k･LB
∑ek-pnekzn(k･+ik･eJ･Vn十-

(12)

ここでγ2k-1/2k(1-exp(-2k∂))を表わし8は原子間の平均距離である. Harniltonian

の中の集団運動部分H｡は

H -Tc+Tin(2)+vk(2)f-kfkC (13)

vi2)は Eにっいて級数展開をおこなった時のポテンシャルの部分の係数である. T(2)1n
は内部座標から内部運動エネルギーを求めた時日こついて2次の項を含むものである｡

(13)よりRipplonのェネルギー,表面張力などを求めることが出来る｡Vi2),及び内部

座標を得るために,一般の関数 f(r)にたいして

f(r)-f̀0'十%fil'fk･kB･fk･'k2'Ek･-Ek
の展開係数 fil),f釦 まそれぞれ

ff'-‡ [wk,i(r)]+妄号[wk･lwk,f(r)]]fk･

f2)

fk'tk-′二面 [wk'[打k,f(r)]]･

の形に求まるので (15),(16)を使って内部座標は f(0)の頃より

甲S'の- 句･rs十号

･‡kq｡

( k+ike3)一ee
2k2T2k

i(q･k-qk)

2q2r2k

e- ik.pseRZJsEk

(k+ike3)lee

2k2 r2k
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(14)

(15)

(16)

e-i(q+A)･pse(q ik)z sfqfk. (ユ6)
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荏-てTin'2'ki B:I(宕Vn甲:･･Vn甲S)亀 の項を計算してEの2次の項を集めればよい.

e2kzの項は ∂で平均をとると近似的に次式を得る｡

･iL2'-去 写-
5R 7C2k

+
♂(1-exp (-2k∂)) ■12∂3･N∂lB',93 (17)

一方ポテンシャルVk(2)も(16)より求まる. Tcは㌔ -%m∑nVnE_k･▽nEkW_kWkよ り

得られるのでこれ等の式から,ポテンシャルの形 を与える事によってα｡を計算す るこ

とが出来る｡
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