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ブラウン運動と量子力学の類似性については,昔からいろんな立場から研究されてい

るが,ここでは,簡単なフォツカー ･ブランク方程式をシュレーディンガー方程式に変

換することにより,量子力学でよく知られた豊富な概念が,確率過程の理解に役立っこ

とを示したい｡

§1. ブラウン運動と量子力学

筆者はこの方面の専門ではないので正確な知識は持たないが,既に30年代には, ブ

ラウン運動の不確定性原理が論じられている.1)その後も,いろんな立場から研究されて

いるようであるが,少くともふたっの立場があるように思える｡ ひとつは,全く形式的

な類似性を追ったものと, ｢隠れた変数｣の問題と関連して量子力学そのものをブラウ

ン運動から導こうとする立場である｡ Nelson2)の研究は,後者 と考えられるが,岩波現

代物理学講座 ｢古典物理学｣に詳 しく紹介してあるので,ここではこれ以上立ち入らな

いことにする｡

この論文で扱 うのは,あくまでも前者,すなわち,形式的な類似性を具体的な問題に

利用する立場である｡

§2. フォツカー ･ブランク方程式

確率変数ひとつの簡単なフォツカー ･ブランク方程式

碁 p(x,t)-告孟 (霊 +孟 )p(x,t)

から出発しよう｡これは,定常解

P｡(x)-exp[-F(Ⅹ)]
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を持っ｡この放物型偏微分方程式はXについて自己随伴ではなく,次のような変換によ

り自己随伴型にすることができる.3)すなわち,

P(x,t)-Q.(x)サ(x,t), Q.(x)- expト F(x)/2]

とおけば,方程瑚1)は,

一志釦 (X,t)-上 品+Ⅴ(x)]… ,t)

1∂2F
V(x)- (書芸 )2 1宮野

(3)

(4)

(5)

と,シュレ-ディンガ-型に変換される｡以下では簡単のため D-2 としよう｡ ポテ

ンシァルⅥⅩ)は次のような性質をもっている｡

(i)F(x)の極小 (F'(x)-0,FP(x)>o)では

Ⅴ(Ⅹ)<o

(ji)ス ピノダル域 (F′′(x)≦0)ではⅤ(x)>0

(lii)F(x)の勾配の急な所でV(x)は大

また,大ていの場合

(iv)x- ±- で Ⅴ(x)--

性質 (IIv)を持っ限り,方程式(4)は,束縛力の下で

の一次元一粒子の量子力学と全く類似してお り,節

散的固有値間題

卜 蒜 +V(x)]Qn(x)-lnQn(x) (6)

を考えることができる｡ 固有値ス詔まここでは緩和定

数である｡ この固有値問題は,(3)で定義された¢o(x)

が,規格化可能,すなわち

J∞¢.(x)2dx- finite-OCl

iL ____ ∫F(x) ,.恥 ),/Iー■ー◆◆ ＼ ､ノ

___●●一一一一 0 XI一ヽヽ_(a)l一一●一一一IV(x)桓 ′′′II_●一_一一一

(図1)(a)自由エネルギーF(x)

と定常分布Po
(b)ポテ ンシ ァル Ⅴ(Ⅹ)と

基底状態 ¢or

なら,基底状態として,)0-0,¢｡(x)を持ち,他の固有値はすべて正となる. そう

でない例 としては,

F(x)--!x2( g ,o),V(x)-i2x2･f

ー 245 -



冨田博之

を考えれば,)0-g>oとなり,これは,フォッカー ･ブランク方程式(1)が安定な定常

解を持たないことに対応している.ここでは,安定な定常解,すなわち基底状態 (lo-

o,6.)を持っ場合に話を限定し,規格化直交系 日 n,Qn)で展開可能なものとする｡

すなわち,

∞
+(x,t)-nS｡anon(x)e~}nt,

an-I∞少(x,0)Qn(Ⅹ)dx ,一一〇〇
00

p(x,t)-n!.anQo(x)¢n(9e-Ant ･

但し確率分布函数P(X,t)が,いつでも規格化されているものとすれば,

a｡-J∞p(X,t)dx-1-00

である｡

§3. 準安定状態の崩壊過程

簡単な例として,図1に表わされるような2つの底をもつ自由エネルギーの下での準

安定状態の崩壊過程を考えてみる｡始状態として,左側の底に局在した準平衡分布

+(x,o)- 面転Qo(x)0(-x)
(10)

を考える｡♂(XHま,階段函数

1 Ⅹ ≧ 0
β(Ⅹ)-(

0 Ⅹ> 0

であり,平衡分布の右半分を切捨てる役割を果している｡またW(-)は, 規格化するた

めに持込まれたもので,

(X〉
W(-)- /¢｡(xアo(-x)dx-･(:×)

であるO この場合の展開係数は:(8),(10)を用いれば,

an-両誌!J .(x)Qn(x)0(-x)dx

OO

-246-

(ll)



確率過程-の量子力学の応用

で与えられる｡ ここで,崩壊過程の進行度 として,左側の底での滞在確率

∞

W(t)- ∫P(x,t)♂(-Ⅹ)dxI-(X)

を導入 してやれば,W(t)は,(9日11)を用いて

W(t)
爾 - 1 - ≡ an2 e-lotn=1 DH乳

となり,励起エネルギ tAn)を求めておけば, 崩壊の様子を完全に知ることができる｡

もっと簡単な場合には,次のように,第一励起状態だけで,崩壊過程を論ずることが

できる｡すなわち,F(x)従ってⅤ(x)が対称で,Ⅴ(x)の中央の障壁が十分高い場合には,

基底状態 ¢Oと第一励起状態 恒 ま, 左側,右側の底に局在した基底状態+L,QR を用い

て,

め.-淳 (互+鶴)
は監

¢1-淳(4,L-4rR)

と近似できる｡ この場合,エネルギー レベルは, 2原子分子

の計算でよく知られているように,

}1-10～=0, 人2≫ス1-10
である｡この時,始状態 として,

少(x,0)- ¢o+¢1- Ji+L

をとれば,

両 x,t)- ¢o+ ¢1 eJlt

p(x,t)- ¢02+QoQle~llt

(図2)ポテンシァルⅤ(Ⅹ)

と波動函数 ¢.,¢1,¢2

v(Ⅹ)の中の太線は,局在ポ
テンシァルでのエネルギー

レベルを示す

となり,第一励起状態 ¢1が減衰することにより,¢｡の右側のピークが回復 し,平衡分

布が実現される,と考えられる｡ 量子力学の言葉で言うなら,この過程は,一種の トン

ネル効果 と言えようo崩壊定数 }ltま,+Lまたは+Rのエネルギーを例えばWKB法で求め

てやれば,

ll≡ 2旨 F′(a)げ〝(o)le-△F , AF- F(0トF(a)
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と与えられる｡これはNucleationの間啓でLangerが求めたもの4)と,定数因子を除い

て完全に一致する｡

F(x)が対称でない場合,例えば,kineticWeissJsing モデルで磁場が加っている

ような場合には

F(x) - Fo(x)- Hx

v(x) - V.(x)一号 F.,(x)･Hi

とすれば,摂動計算が適用できる｡ 実際2次までの範囲で計算すれば

･l(fD- ll(0)(1+掌 +o(H4)

となり,磁場が小さい限 り本質的な変化は起らない｡

(17)

次に,F(x)の中央の山から分布が出発した場合 を考えてみよう. 簡単のため,これを

スピノダル分解 と呼ぼう｡一般には,中央に局在した波動函数には,あらゆる励起状態

が必要であるが,

IFd(o)i≪F〝(a) (18)

の場合,すなわち,F(Ⅹ)の中央の山が比較的緩かな場合には,次のように,第 2励起状

態を用いて論ずることができるo(18)の条件があれば,+L, サRに加えて, 中央に局在し

た基底状態少Cを用いて,

･｡-巧 +諺(九十㌔)

¢2 -P+C一芸(+L･賎)

α2十β2-1,β≫α

と近似することができ,

12芸 JF〝(0日

と考えられる｡ この時,始状態 として

少(x,0)-Qo･望¢2- 吉+C
をとれば,スピノダル分解過程は,

両 x,0)-¢｡+豊42e-12t
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と表わされる｡

§4. System-Sizeの導入

久保 ･松尾 ･北原5)により導入されたSystem-Size展開の理論を今回の簡単な場合に

持込むことを考えよう｡ これは(1)において,

Ⅹ- βX, F- βF, D- βD

と置くことに対応し,シュレーディンガー方程式(4)は,E- D-1を用いて

-濡 M x,I)- [- 2a;2･VE(x)丹 (x,t)

となる｡ここではポテンシァル自体が

vE(x)- (言張)21ぜ旦2∂x2

はgE

(20)

控fIE

と,E依存性を持っていることを除けば,Eは,量子力学でのプランク定数と同じ役割

を果たしている｡

先程,Nucleationとスピノダル分解に現われたふたっのレベルについては,この場合

ll≡了 か (a)lF 〝(0)ie~△F/8- 0
人2 ≡ tF 〝(0)J ～ o(1)

となり,t2--の極限では,準安定状態は安定になるが,スピノダル分解は先程の始状

態から出発する限り有限時間内で起 ることになる｡(本稿末尾の註参照)

ここではこれ以上立入ることはやめて,久保達による-ミル トン･ヤコどの方法を,

今回の立場で論 じておこう｡ シュレーディンガー方程式が与えられた以上,量子力学 と

古典力学の対応関係を忠実にまねることもひとつの試みであろう｡ ただし,今の場合,

波動函数は実数であるから,eO)の随伴式を求めておく必要がある.これは,フォツカー･

ブランク方程式1)の随伴方程式,すなわち,コルモゴロフの後退方程式 (Appendix参

照 )

一孟 p'(x,t)-雪(-蛋 +孟)孟 p'(x,t)

から出発 し,

-249-
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P+(x,t)-少+(x,t)exp[F(x)/2]

とお くことにより求められる｡ Eを含めて書けば,

-濡q (x,t)--He(x,8品 )4,･(x,t)

となる｡但 し,

He(x)--E2832･ VC(x)

とおいてある｡随伴式伽)′は,(20)において,

E→ -E, F一 一F

とお くことに対応 している｡

さて,ここで,CO)の解として

少 ∝ exp[¢(x,t)/E]

を仮定し,¢(x,t)を,VE(x)の中のE以外のEについて展開して,

¢- Jo+eJl+82J2+ --･･

(3r

(20)′

但2)

と仮定する｡この時,随伴方程式のひとつの解 として,8- -8 とすることにより,

o+- Jo- EJl+ 82J21 ･･･---

少十∝exp[-¢+(x,t)/E]

が得 られる｡ ここで,

J- Jo+82J2+C4J4十･･････････

R- exp[Jl+82J3+E4J5+.I---]

とおけば,

:十l
- R(x,I)explj:I(x,t)/E]

但2)′

となり,これ を対として採用することにするoこの形にしておけば,eO),eO)′は,量子力

学の場合と全 く同様にして,2つの方程式

一蕗 J- It,(x溜 )+V,(x)+vQ(R)

8% R2- £ [2詰 R2]

-2 50-



と同等になるo(2略 記 に運動量を対応 させれば, 一種の

確率過程への量子力学の応用

保存則で,本質的には,チ

ヤップマン･コルモゴロフの方程式の内容を表わすo (23)のVD,VQは,Eに陽に依存する

項をとり出したもので,

V, - 言装 ,vd- ;2882xe
脚

である｡ ここで古典的極限 e- 0をとれば,久保達に対応するハミルトン･ヤコどの方程式

_壁
8.--H.(x,A )

が得 られ,その特性方程式は,運動量

p - ∂J/∂x

を定義することにより

丈 - 諾 0- -2p,a- - 8gO-

で与えられ る｡但し,

V.- (i封2
である｡(27)は,質量m--チ,iの粒子のポ

テンシァルⅥ(x)(あるいはm-班,ポテ

ンシャルーV.(x))中でのノ､ミル トンの運

動方程式である｡ この場合にも特性曲線

の図を描 くことができる｡

例として,

F(x)- i(x211)2

の場合を描いたのが図 3である｡斜線を

引いた部分は,軌道がすべて閉じてお り,

価)

q7)

悩 姦 p /,?

(図3)特性曲線 (F(x)-γ(x2-1)2/4), 分布
函数はp-∂J/∂xとxの関係式 として, ガウス分

布なら図中の点線 (直線 )のように表わされる｡

その結果 として,ノ､ミル トンの主函数,

従って分布函数そのものが,多価函数 となる非物理的領域である｡北原6)は,この困難

を避けるのに苦労してお られるが,実は,この領域は,本質的に 〝量子力学的〝であ り,

量子論的ポテンシ7ルVQが無視できなくて,トンネル効果が現われるような所である,

すなわち古典力学的近似そのものが使えない領域である,と考える方が妥当であろう｡
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§5. 定常状態アンサンブル理論の試み

｢物性研究｣ の特徴を生かし,少々冒険を試みたい｡今まで簡単なフォツカー ･プラ

ンク方程式を扱ってきたが,一般のマスター方程式

嘉p(x,t)--L[x,孟 ]p(x,t)

についても(xは多変数でよい )

(i) 唯一の定常解 として平衡分布 P.(x)をもつ

(ji) 平衡状態で詳細っ りあいが成立っ

ことを仮定しておけば,§2.と同様の変換を行 うことによ り, 相互随伴方程式

一寡少(x,t)-H(x,£)+(x,t)

諸 y (x,t)ニーH(x,孟 )y (x,t)

を導 くことができる｡ ただし,

H- Po(x)-%L Po(x)%

であり,詳細っ りあいの条件

L* - PoL+p0-1- L

により

H+-H

を用いている｡ (参考文献 7及びAppendix参照)ここでは,少,少十は各々

少 - P0-%(x)P(x巾 ｡to)

･/,L=:
P(xltl)

とする｡ この時

+I+ -

p(xlt.Fxt)po(x)%

P(Ⅹ1tl)
p(xltllxt)p(xtlx.t.)= QJ(xt)

(28)

(29)

006

(31)

勘 2点(x｡t.),(xltl)を条件づけた時の, t｡<t<tlでの確率分布である｡実際に

は tl- toを十分大きくとっておけば,系の発展はQ(x,t)で表わされていると考えて

よいであろ う｡
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さて,ここでCZg)の状態方程式に対応 して,′､イゼンベルグ表示による力学系ヲ)

[p,Ⅹ]- 1

gA-lH(x,p),A]

及び,密度行列

p-廿>くす十l

∂訂P=- [H,P]

を導入すると,分布函数Q(x,I)による物理量 f(Ⅹ)の平均値は

<f(x)>- Trf(Ⅹ)〟/Trp

題等巳

Ds壁用

鋤

と表わされる｡ ハ ミル トニアンH自体はこの力学系での保存量であるが,ここでは,そ

の固有値は,状態の緩和定数である｡

こう考える限 り.ひとつの分布函数で表わされた状態は (それ自体, アンサシブルで

あるが)(33)から明らかなように純粋状態である｡ マスター方程式が (i)の性質 を持っ限

り,非平衡定常状態を純粋状態 として表現することはできない｡そこで,非平衡定常状

態に対 しては,混合状態 として分布函数のアンサンブルを導入することが考えられる0

保存量H(X,p)が,緩和定数に関係 していることを思い起せば,非平衡定常状態は,

緩和定数の平均値<H>が一定のアンサンブル,例えば,

p - expl-r-1H]

で表現されるのではないだろうか? γは<H>で与えられ,熱平衡状態は,〝絶対零度′

に対応 し,γが,熱平衡からのズレを表わす量となる｡

熱力学的には,次のように 〝散逸的熱浴〝を導入すればよいであろう｡すなわち系S

の定常状態 を実現するのに,ふたっの,普通の熱浴Bl,B2を結合させ, (S,Bl,B2)

を閉じた系 として,マスター方程式伽)を与える｡ この時,マスター方程式は (i)(ii)の性

質を持つ としてお く｡ この閉じた系は,放って

おけば,平衡状態に落着いてしまう｡ そこで,

非平衡定常状態 を維持するために,平衡状態す

なわち,基底状態に落込むのを妨げるような

〝励起的熱浴 〝 で,この系をとり囲み,絶えず

系 を励起 し,<H>が一定となるようにするの (図4) 2つの熱浴 Bl,B2と散逸的熱浴D
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である｡ つまり,この熱浴は,温度,すなわち散逸度 γが一定であるような熱浴であ

る｡

§6. おわ りに

§1-§3は, 伊藤昭,木立英行両氏との共同研究であり,既にプログレスにレター

として投稿 したもの9)で詳細は準備中である｡ また§4のノ､ミル トン･ヤ コどの方法に

対するコメントも,投稿ずみのものである㌘)§5は以前から考えていたことを,今回の

方法 と関連 して冒険的に試みたものであり,まだ確定するには至っていない｡

(Appendix) マスター方程式の随伴型 と時間反転型について

このことについては最近,長谷川7)によって論じられているが,なかなか難 しい議論が

使われてお り,また,これまでに論 じられたことがなかったのかどうか筆者は知らない｡

ここでは,もう少し簡単な形で導き,詳細つりあいとの関係 も明 らかにしておきたい｡

マスタ-方程式を

8% p(xt)--Llx]P(xt) (Al)

とする｡Ⅰ｣lx]はxについての微分演算まで含んだ演算子であり,xは, 多変数であっ

てもよい｡条件付確率 P(xtlx｡t｡)(t≧ t.)も(Al)に従 う｡このP(xtix｡t｡)の,t｡

に関する方程式は,チャップマン･コルモゴロフの方程式

p(xtJxltl)-J'dx｡P(xtlx｡t｡)p(x｡t｡Zxltl)

(t≧ to≧ tl )

の両辺を toについて微分 し,随伴演算子L'を

Jf(Lg)dx- Jg(L十f)dx

で定義することにより,

諸.p(xtlx.t.)ニーL'[㌔]P(xtlx.～)

(A2)

(A3)

(A4)

で与えられる｡ これがコルモゴロフの後退方程式 と呼ばれるものである｡これに対 し,
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p(Xt卜X｡t｡)(t≧ t｡)を, (Al)の遅延 グリーン函数 と見た時,先行グリーン函数 P*

(xtlx｡t｡)(t≦ t｡)に対する方程式はどうなるであろうか｡これは,ベイズの関係式

p*(xtlx.t.)- P(x.t.lxt)p.(x)/p.(x.)

を tで微分すれば

-g p'(xtlxot0,--S L'lx]P(xotoJxt,

-1 p.(x)L'[x]P｡(x)~1)p *(xtfx｡t｡)

とな り,

L*lx]- Po(x)L'[x]Po(x)1

と置いて,

諸p*(xtlx.t｡)--L*lx]P*(xtlx.to),(t≦ t｡)

で与えられる｡ これを用いれば,2時点分布函数 (t≧ to)

p2(x.t.;Xt)- P(xtlx.t.)p.(xo)

- p *(xot.ixt)po(x)

の従 う方程式は,

Ap2(x.t.;xt)--Llx]P2(xot.;Xt)

(A5)

(A6)

(A7)

(A8)

(A9)

&2(x｡to;Xt)-L'lxJP2(xoto;Xt)

とな り,L*[x]は,L[x]の時間反転形 と考えられる｡詳細っ りあいの条件は, tx)を

すべてα一変数に限っておけば,

P2(x.to;Xt)- P2(xto;X.t)

と表現 されるが,これは, (A9)を用いれば,

L*lx]- Llx]

となる｡
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註)§4に関する補足

スピノダル分解過程に対 し採用 した始状態互は, 実は分布函数では,中央部分が平

担になった状態 である｡従って,∂一函数から出発する場合には, この始状態に到達

するのに既に,t～k logEの時間を要することが,次のようにして示 されるo すな

わち,x-0付近を

F(x)空F(o)-言x2,γ-IF"(o)J

p(x,t)-xp(-A ),
と近似すると,

d
訂0-2γ0+8,0(o)-0

より,

0(t)-25 (e2't-1)

とな り,0(t)～o(1)となるまでの時間は

t～-k logE

と考えられ る｡
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