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PartI:スケーリング理論

不安定点からの緩和とゆらぎを一般的に取り扱 う新しい方法を捷案するゴー4)事の起

りは,O-展開5)～7)では,丁度不安定点から出発すると,分散が時間と共に指数関数

的に発散し,正しい平衡値に近づかないという事態を救 う試みに始まる｡典型的な非線

型Fokker-Planck(F-Pと略す )方程式 (レーザー模型 )で,仮 りに 8-fr l (sl

は系の大きさ)で展開して,摂動的に,分散 eo(t)即ち2次のモーメントg2(t･E)を

調べてみると,発散の-番強い項のみを残して,

y2(t･e)≡ (eoe2γt- 3(eoe2γt)2+15(eoe2γt)3 (1)

となるol),4)但し, 0- 00+01で ㌔ は初期分散, oltま拡散項の効果を表わすパラメ

タ, γは ドリフト項の強さを表わす.第 1項がfl-展開に対応して,これは, t--

と共に+- に発散する｡ところが,第 2項以下は, Eを固定して考えると,発散が益

々激しくなる｡そこで, eOe2γt-1即ち, t一一(2r)-1log(eo)の時間領域を考え

る時には, (1)のすべての項を集めて和をとらなければならないことがわかる｡この時

間領域をスケ一一リング領域と呼ぼう. このスケー リング領域は,図 1のように,ゆらぎ

が最も大きい領域にも対応していることが後でわかる｡ 何らかのうまい方法 (これがこ

の報告の主眼)で, (1)の最強発散項を集めて閉じた解が求まったとすれば,それは,

次のようなスケーリング形をしていることになる :

#2(t･e)= fsc(T);I- OEe2γt (2)

文献 1)～4)で,すでに示されているように,実際に fsc(I)を定める一般的な方法が

見つかっており,それによると, t-- 即ち, T-- で, fsc一geq+0(e)と正し

い平衡値に近づくことが示されている｡ (2)の Tの式は, t- T の一般的なスケール
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図 1

変換 1)～4)I-S(I,E,･･･)の一例になっており, (2)式は,二次のモーメントがスケ

ー リング領域では,スケー リング変数 丁だけの関数になっていることを示している｡こ

の意味で,我々の方法は,スケーリング理論と呼ぶことができる｡ このスケーリング理

論には,文献 1)～4)にあるように,いろいろな等価な表現の仕方があるが,一口に言

うと,図 1のように, tが小さい初期領域では,摂動計算 (又は 6-展開)を行い,ス

ケー リング領域では,tを Tにスケール変換をし,Tを固定して,8-0の極限をとる

ことによって, fs｡(I) の充す発展方程式を導き,その一般解を求め,任意関数 (又は

定数 )を初期領域の解の最強発散項と接続することによって一意的に定める0

例えば,典型的なF-Peq･で平たく言えば,次のようになる :

初 期 領 域 - 線型化されたF-Peq.を解く

スケーリンク領域 - ドリフト方程式を解 く｡ (3)

二つの解を境界のところで解析的に接続するということは,また別の言葉で言えば,級

型F-Peq｡の解を境界の時間での初期条件として,ドリフト方程式を解き,その解の中

でスケー リング形になる部分を引き出すと言っても同じである｡
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そこで,スケーリング理論をアブストラクトに表現しよう｡1)～4)今,分布関数P(n,t)

モーメント,母関数V(右t)を-まとめにして, f(t,8,-)と書くことにして,次の

ような形の方程式に従うものとする :

∂
6Ttf(t･6････)エ ゴ(t,e････)f(t,E････)

ここで,一般化されたスケール変換 T-S(t,E,･･･)を行うと, (4)は,

∂

S(T,E････)aT7 fエゴ(S~1(T･6,･･･),6,･･･)f,

となる｡但し,
∂

S(T･e････)=〔FtS(t･6,･･･)〕t-8-1(I,8,･･.)

(4)

(5)

(6)

前に述べたように, Tを固定して, 8-0の極限をとる｡ (この操作は,時間を平行

移動して, t- ド (2㌢)~110g(…)とスケーリング領域に持ってきて,確率変数Xのゆ

らぎがオーダ- 1とみなし, f(t,E,･･･)をオーダ- 1 の関数とみて漸近評価すると

言ってもよい｡最初に思いついたのはこのやり方であったが,組織的に論じるには,上

のようにスケール変換して議論した方がわかり易いo)こうして,次のような fsc(り

に対する発展方程式が得られる:

fsc-gscfsc;C2fsc- _lip is(I,E･･-)I-1e27(S-1(I,8,-)･E,･･･)Ei0
Tfixed (7)

この方法を普通のKramers-Moyaleq.6)7) (その特別な場合としてのF-Peq.)に

適用すると, (3)に示したようにドリフト方程式(丁の入り方は別として)にlil･i),･.4)

∂ ∂

2γTaT7Psc+ 5Txcl(x)Psc- 0; I- Oee2γt (8)

但し, cl(x)はK-Meq.の第 1次モーメントである≡)･7)(8)の一般解は,

psc-vi f′(x,- 2(x)T-1,;f(x)-exp/Xc講 - x+-･･-･･･(9)

のように与えられる3.),4)ここに,少(y)はyの任意関数である｡ これは,初期条件即

ち初期領域での解との接続の手続きによって決められる｡

例えば,初期分布がガウス型Po(x)∝ exp (-x2(2600)-1)とすると, (3)の線型
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F-Peq｡の解がPini- (27TT)～すexpト x2(2T)-1)と求まり,これに (9)を接続し

て,少を決めると,結局,スケー リング形は

1

p s c(x･T)- 房 f′(x)expト f2(x)/(2r))

特に･レーザー模型 cl(x)-γX(1-x2)IC2-2の場合に払

1
p sc(x,T)- - eb(x･T);め(x･T)ニー

V!'27rT

これを図示すると,図 2のよ

うになる｡即ち,不安定な

singlepeakの分布から出発

して, T-T.-i(i･e･,
t-t0--(2γ)~llog(306))

で doublepeakに転移し,そ

のピークの位置は,t-∞ と

共に正しい平衡値に近づく様

子がよくわかる｡ 二重ガウス

近似に基くSaito8)の数値的

な結果は,我々のスケーリン

グ解と定性的には一致してい

Ⅹ

2T(ト x2)
-f log(1-x2)

-1.0 -0_I 0

図 2

OS'
~~〉ズ:

(10)

る｡

尚,スケー リング解を第零次として組織的に展開するには,次のようなIr_軸即191

doubleasymptolicsequence ∂n,m (e)を導入するとよい4):∂n,m(E)(0≦m≦n);

∂n,m(e)- o(∂n,m(E))for l≦m≦二rl;♂,I.1,0(e)- 0(∂n,n(E))for6-0;

6p,q(E)8mm(e)- 8p+mq+m(e) (12)

例えば, ∂n,m(E)- en(logs)mは,上のすべての性質を充しているo この ∂n,m(E)を

をベースkLて, f(t,6,.･･)を次のように展開できることが示せる4):
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… ∩

f(t･e････)- fsc(I)+nE=lmE=lfn･m(I)∂n･m(e) ( 13)

注目すべきことtj:･展開係数 fn,m(I)がすべてスケーリング形をなしていることであ

るOこの意味で, (13)は,scalingexpnsionと呼べるO fn,m(丁)に対する発展方

程式が前と同様導けて,それを初期領域の対応する解と接続して決めることができる｡

詳しくは,文献 4)を参照して下さい｡

Part丑:AnomalousFluctuationTheoremsintheExtensiveregion

p｡rtIで論じたスケーリングのアイデアは,示量性の使える領域でも役に立っ ㌔)

初期分布が,不安定点 x｡から∂だけ離れているとして,図3のように, (E･∂)領域

を不安定点領域と示量性領域の二つに分ける｡ ここでは,示量性領域即ち,e≪ ∂或

いは, 6を有限に固定して 6-0の極限5)～7)で考える｡ そこで,スケーリング変数

T としては,今度は

T= ∂eγt

を用いる㌔)文献 2)で次の結果が証明されている :

(14)

図 3
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Scaling law forthemostprobable押th:Forasmall∂(i｡e｡,回 ≪ JTJ),
wehave

y(t,a)二 ysc(T)≡ f~1(丁) ; T- ∂eγt (15)

Anomalousfluctuation theorem:Thevariance α(I) shows the following

anomalousenhancementoffluctuation

a(t･8)I osc(T･6)=
0.+ol ,C1(ysc(T)) 2 C2(x.)

i:0.0 =
∂2 r 1 2r

(16)

fora small∂in the scaling regime で-1,with(15)｡Themaximum

value of a(t) isgiven by

0--誓 C12(y-,;cl,(y-,- 0 (17)

Thatis,the e血ancement factorR (orpeak)isproportional to ∂~2,

The time tm corresponding to the peak is given by

tm- 了 llog(㌔/a);y(㌔)- ‰ . (18)

即ち,初期分布が不安定点に近い程,途中, (18)の大きさの時間で異常に大きなゆら

ぎが現れる㌘'6)そのゆらぎのprofileが cl(ys｡(丁))の 2乗で表わされることは注目

すべきことである｡文献 2)には,上のようにスケーリング解が導かれる時間領域 (ス

ケーリング領域 )のあらわな条件や高次のゆらぎに対する定理 (on∝∂-n)も導かれて
いる｡ 尚,上の結果は,次のような簡単な物理的な関係として表現することもできる :

Fluctuation-intensity relation :The fluctuation ol(t)ofan intensityI(t)

proportional to the square of the change velocity I(t)normalized bythe

initialvalue i(o):

ol(t) α (i(t)/i(o)〕2

in the scaling reglme.
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図 4 (a)

図 4 (b)

具体的な例が図4a,4bに示されている｡ 図4aが最も典型的な,強度 Ⅰ(t) とゆ

らぎの例である｡ 図4bは超放射の強度とそのゆらぎの関係を与えている㌔),9)以上の

結果は,実際に,あるモデルに基づいて実験結果を説明する際,大変役に立っものと期

待される｡

以上,partlとⅠで, scaling theoryの考え方と使い方の例を簡単に説明したが

まだ研究途上のものもあって,説明が不充分なところが多かったと思う｡詳しくは,文

献 1)～4)を参照して下さい｡
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FigureCaptions

Fig.1.0:fluctuation,(a)initialregime,(b)scalingregime,(C)finalregime

Fig･2･Distributionfunction(ll):(a)T-0･02,(b)T-0･2,(C)T- T.冒,(d)T-
0.5,(e)T= 1,and(f)T=4.

Fig.3.ど-6plane.

Fig･4･Typicalintensitiesandfluctuations:dottedlinesdenoteintensitiesandsolidlines

fluctuations.
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