
分子場のゆちぎを考慮したHeisentxrgスピン系の相転移

分子場のゆらぎを考慮 した

Heisenbergス ピン系の相転移
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§0. は じめ に

数年前,筆者らは分子場の分布をかなり直接的に考慮にいれた型でIsing系の相転移

に関する近似理論1)を捷示した｡ そのもっとも簡単な第-近似においても,不充分なが

ら,Shortrangeorderを考慮しているためと思われるが,weiss近似を越えBethe近

似にかなり近い先 の値を得ている｡ 分子場の分布を求める試みは古くはMarsha112)等

の理論から,また最近でも,AmorphousmagnetismまたはSpin glassといった問題

との関係から,様々の議論3)がなされているようである｡我々の近似理論は,これらの

問題についても応用可能であるように思われるが,一種のアンサンブルでの平均に関し

て,何らかの明確なよりどころが,今のところ見つかっていない｡この,ため,ここでは

単純に我々の近似理論をHeisenbergスピン系に応用することを考え,我々の近似理論

の意味を考えること,と同時にその応用の可能性をさぐってみたい｡特に計算の便宜上

Heisenberg模型の特徴を失わず,かつその計算が単純であるS-塊 の場合を論じてみ

ることにする｡

§1. 分子場と有効ハミル トニアン

S-鴇 のHeisenberg系で最隣接相互作用だけを考慮することにすると,その/､ミル

トニアンは,

N -一旦 ∑ Q･･ い ∑H ｡ ･ Q1
2<i,j> 1 J 1 1

(1)

J･は交換相互作用, ¢･は トsiteのパウリのスピン行列,Hoは適当な次元で考えた1

外部磁場である｡ また,くi,j> は最隣接格子点での和を意味する｡ Ising系での第

一近似に対応して, i-siteのスピンに対する有効ノ､ミルトニアンを
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deff ニ ーH･¢i (2)

ととることにし,Hを外場を含めた有効磁場 (分子場 )とする｡ このハミルトニアンか

ら i-スピンに対する密度行列は,有効磁場Hのもとで,

pH(Qi)- e-PH e ff/T r e-βd eff

iil+憲 hhPHi (3)

で与えられる｡ 但し, IHl-Hである｡

ここで,Hの分布関数が厳密に知られていれば,その分布関数P(H)で平均して,

一体の密度行列は厳密に

p(¢i)= /dH p(H)pH(中i)

‡il･Ⅹ･Qil▲.∫

で与えられる｡ ここで,Ⅹは,

･-<芸tmhPH>-′dH芸tmpH･P(H)

で定義されているO中iの期待値は

¢i- Tr〔¢iP(Qi)〕= Ⅹ

(4)

(5)

(6)

で与えられ,Ⅹは Orderparameterと考えられる｡ 以上の式は,分子場の分布P(H)

が厳密に与えられていれば,一応厳密と考えて良いものであるO

§2.分子場の分布関数

さて,分子場の分布関数P(H)を求めるために,最隣接の Z 個のスピン集団の密度行

列を知る必要がある｡ なんとなれば,Hは Z 個のスピン状態によって決まるはずのも

のだからである｡ Z個のスピン集団の密度行列は,Ⅹ以外に多くのパラメーターを含む
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ため,最終的に閉じた代数方程式の組を作るのが困難なため,Ising系での第-近似に

対応して,最隣接 Z-スピン系の密度行列を,一体の密度行列の積で近似すると,分布

関数P(H)は, (1),(2)式の対応から,

p(H)-T,〔6(H一言呈 Qj-Ho).Hp(Qj)]
Z

J=1

で与えられる｡ ここで

f(k)-/dHe-ik.Hp(H)

で特性関数を定義すれば, (3)式より

･ (k,- Tr (jile-iik ･Qjp (Q) , e-ik･Ho

-ik.Ho〔cosをk-i誓 sln喜k〕Z
= e

を得る｡ 逆変換して,

(7)

(8)

(9)

p(H)-忘 ′此 eik(H~Ho)〔co中 誓 sln喜 k〕Z (10)

を得る｡

(10)式はIsing系の場合,一次元の積分である

から厳密に積分出来て,分布関数は単純に ∂-関数

の和で書けたが,いまの場合はかなり複雑な積分と

なるo 外場Hoが加えられていさえすれば,･ⅩはHo
に平行であるから,(10)式はH-H｡を極軸とした積

分で,次のように書ける｡
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1

p(H)- 76 3INk2sin0dkdOdpeikKCOSe

xicos喜k-iX(COSOcosg+sinesino,cos再 niklz (ll)

但し,K-lHIIi.I-(H2+H喜-2HH｡COSO)y2であり,また, 図からわかるように

βはHとHo(Ⅹ)との成す角で,∂′はH-H｡とH｡の成す角である｡ (ll)式の積分は

正確に行うのが難しいため,とりあえずT｡を求めることを目的として,Ⅹの展開で満

足することにする｡計算は単純ではあるが,かなり長くなるため,結果だけを書くと,

例えば,z-2に対して,

p(H)- 一志 fK〔8(K)弓 ∂(K+J)弓 ∂(K-J)〕

･ xcoso′･41wfK〔去i6(K+J)-8(K-J)ij

･ Ⅹ21cos2∂ ′･這 芸 〔妄(20(K)-0(K+I,-0(K-J))〕

1

･sin20,走 去 diK〔妄(20(Kト 0(K･J)-0(K-J)〕1 (13)

同様に, z-4に対して,

p(H)ニ ー右京 孟 〔言8(K)弓 18(K･J)+6(K-I)∫
1

･i18(K･2J)+a(K-2J)1〕

+Ⅹcos∂′ 4 d′∂(K+I)-8(K-J).a(K+2Jト ∂(K-2J)
167TdK

･x2巨悪

+
sin28′l d

647T K dK

+o(Ⅹ3)

d2 ′20a(ト0(K+I)-0(K-J)

dK2 K

0(K)-0(K+J)-0(K-J)
し三二二
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但し,O は階段関数である.他の Zの値に対しても同様に計算出来るが,,非常に長い

式となるため,ここには書かないことにする｡ また,Ⅹ 3以上の項も必要ではあるが,

一応略しておく｡

§3. Curie温度

このようにして得られた分子場の分布関数P(H)を用いると,orderparameterの

大きさⅩ-lXlは (5)式を用いて,

x -/coso血 h紬 p(H)H2sinodH de d◎

- H410

- 27r/dH/
o IH-Hol

KdK
H2+H20-K2

2H20

加hPH･P(H) (15)

から計算される｡積分の書き換えには (12)式が用いられ,Oに隣する積分はKの積分

で表現されている｡ (15)式は,それぞれの Z の値に対して具体的に次のように書くこ

とができる｡ z-2のとき

x-i iH｡hhPH｡<(J-H.)tmhP(J-H｡)+吉(-io)tmhP(JW .)∫
2Ho

∫+Ho

一 志 LH｡hhPH･dH

･x･〔右 目J･Ho)tmhβ(J+Ho)-'J-Ho)hhP'J-Ho)I

-* JJ:H".0 (H2-J2,hhPHdH〕

+o(x2)

Z=4のとき

-5-
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x- 孟 {iHohh 紬 o･i(J-Ho)郎 (J-Ho)+i(J+Ho'hhP'JW o'

･言(zJ-H｡)加 β(2J-H.)+言(2JW .)加 P(2J+醐

一志 /,J:H".ohh紬 - 一 計 :JJI.ohhPH dH

･ x〔義 臣 ･Ho'tmhP'J瑚 -'J-Ho,tmhP(J-Ho)

･ 言 (2J+吋 hnhP(2J堀 ｡)弓 (2J-H.)hP(2J-H｡)i

一義 /JJ-'H".0(H2-J2)hh伽 ･dH一志 葺 H2-(2J,2,hhM ･dH,

+ o(x2) (17)

Z=6･8,12等も類似の表現を得ることができる｡ ここで,外部磁場H｡-0の極限を

考えると,Xの偶数次の項は zeroになることがわかり,Curie温度策 を求める表式

は, (16)(17)式等の右辺,Xの一次の係数が 1に等しくなるという式から求まる｡ す

なわち, z-2に対 して,

1-HoPix ｡去 1'J堀 o)tmhPc̀ J+Ho巨 (ト Ho)tmhPc(J-Ho'

-義 /JJ:H".0(112-J2)hhPcH dH〕
よって,

1- 旦血 β｡J +ユ3 3
cosh2PCJ

を得る｡ 同様に,他の Zに対しても以下の式を導くことが出来る｡
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1

1- 〔言hhPcJ+盲
cosh2pcJ

I
J3
+T
u
β
1h

血
り
L
L
:'｡

15
L16
ニl

･ f6〔言hh3

1- 言〔言hhPcJ+土3

βcJ

β
1
2hSOC

]･i〔言hh2PcJ+∫

1

(Z-4のとき)

〕言 争 h2PcJ+13

1 3PcJ
PcJ+i
3cosh23PcJ

PcJ

(19)

〕 (Z-6) (20)

1 2PcJ
〕+三〔そtmh2PcJ+1つ

cosh2pcJI '8ー3 lCv 3cosh22PcJ

･ 言〔言hh3PcJ+13
3PcJ ＼ 1
〕+

cosh23PcJ, 16
率 h4PcJ･言

1

(Z-8) (21)

といった式が得られるoこれらの式を同様な近似で得られた Ising系でのTcをきめる

式1)

)_ ;
2Z∩-o(孟)(Z-2n)hnh(芋 pcJ) (Ising) (22)

と比較すると, Ising系での hhxを言hhx+言cf xの如く置き換えれば良いと

1 Ⅹ

いう単純な対応隣係が成 り立っていることがわかる｡ この理由がどこにあるのかは良く

わからない｡ (14)(15)･･-･式から得られる㌔ は他の近似理論の結果とともに表にし

ておく｡4)

表 PcJ=J/稚Tcの値

Z 2 4 6 8 12

分 子 場 理 論 1.00 0.500 0.333 0.250 0.167

Bethe-peierls-Weissの理論 × C<:) 0.540 0.344 -

constant coupling 近 似 × Cく⊃ 0.549 0.347 0.203
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ここで得られるTcの値は,Bethe-Peierls⊥Weissまたは constantcoupling の近似

に非常に近いが,やや高めである｡ これは我々の近似では shortrangeorderが不充分

にしか取 り入れられていないことが原因と思われる｡ また,Z-4(二次元,Z-3で

も同様 )で㌔ を持ってしまうという欠点も持っている04)これも同じことが原因と思わ

れる｡ さらに,Z-4(Z-3も同様 )ではT-0がいわゆるantトcuriepointの困難

を表わしており,この近似が低温であまり良い結果を与えていない可能性を示している0

念のためT-0でのordbrparameterXの値を求めてみると, (5)式に (10)式を直

接代入し,Hで先に積分すると,T-0でのⅩ に対する代数方程式が得られる｡ (計

算はAppendix)

z-4に対して,

･-Ⅹ-‡Ⅹ3より Ⅹ(T-0)-0

z-6に対して,

(23)

x- 盲 Ⅹ-Xi3+孟 x5 よ ｡ X(T- 0) - 0･75 5

5

Z-8に対して Ⅹ(T-0)-0.843
(24)

Z-12に対して Ⅹ(T-0)-0.906

等の値を得る｡T-0では本来Ⅹ-1が期待されるわけであるから,ここの結果は相当

によくないわけである｡ 同様な困難は constantcoupling近似においても存在する4)が

塩度はづっと良い｡我々の近似の悪さは,低温で特に重要となる相互作用の量子力学的

な効果がかなり乱暴に扱われている点に原因があると思われる｡例えば,Hを演算子と

みたとき,〔Hx,Hy〕=2iJHzと云った交換関係を満たすはずであるが,この関係は理
論の中には取り入れられていない｡

§4. 分子場の分布についての近似

この近似の範囲内で,ランダムなHeiserbergスピン系のcriticalconcentrationを

求めるのは, Ising系1)における場合と同様に取り扱われる｡最隣接にn個のスピンが

ぁる場合のHの分布をp(n)(H)と書き, Z個の siteにn個のスピンがくる確率Qn-
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(孟)㌔(ト p)ZTn (但し,pは磁性イオンの濃度 )であるから,分子場の分布P(H)

は,

Z

p(H)-∑QnP(∩)(H) (25)
n=0

で与えられ,前節までの結果および,Appendixより,H0- 0,T-0のとき,order

parameterX は

Z
X- ∑
n-0

〔zil〕

Qn･Ⅹ･∑ トx2)mnFO (∴ .)
2 n ､(2m-1)･〟(2 弓 〕-2-ll)･〟

2m+312m十1 (2･弓 〕)･y
(26)

から求められるo但し,Pt〟-B･Bl2･p-4･･･････であり,また草 は言 の整数部
分を示している｡

criticalconcentrationは

Z

1- ∑ (孟)pcn(1-pc)Z-n 2

･ - .∩ ｡
n=0 3

(2lf]-1)y

(2〔∋汀 〟
(27)

から求められる｡ しかし前節でみたように,T-0でこの近似はあまり良くないような

ので,結果はここでははぶくことにする｡

これだけではあまり発展性はないようであるが,前書きにしるしたように,弱い長距

離相互作用をもつ希薄な磁性合金系などには,まだ応用出来る可能性はあるように思

う｡ そこでまとめの意味でその可能性をみることにする｡まず最隣接相互作用の場合に

ついて, (10)式より分子場の分布関数P(汰)は次の特性関数のFourier変換で与えら

れる｡特性関数 争(良)は

f(k)- (｡.S些 _1竺空 sinLk)Z
2 k 2

で与えられる｡ JkJrの展開で近似して,
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p̂(k,- expiz･log(cosJ-k - 1誓 sinJlk ) i2

-- expトiJjⅩ･k一等 2〔k2-(Ⅹ･k)2〕12

の表現を用いれば,p(H)は

p(H)-(ユ )3/2扇 exp卜2

1

7TZJ2

対応する Ising系についてP(H)は

p(H)-〔
,TZJ2(1-x2)

Hi.Hy2 2(Hz-Ho-JizX)2
zJ2 zJ2

i (28)

]y2 exp ト 2
(- .一書Ⅹ)2
zJ2

(29)

を得るoこの分布からは,分子場近似と同じTc が得られ,簡単な手続きで分子場のゆ

らぎがとり入れられることがわかる｡ 次に,Ising系の特性関数はkの周期関数である

ことを考慮すると, Ising系のP(H)は

p(H)- 去 n圭 ∞ ei4TW 'H-Ho)× ′22JWwp̂ 'k,eik (H-Ho)dk
T

と書くことが出来る｡ nの和はH-H｡がJ/2の整数倍のときを除いてzeroであり,

8-関数の和でおきかえても良いから,

27E

p(H)- - ∑ a(H-H｡-喜-)′Jp̂'k'eik(M o)dk (3"
(m) 27W

i.Pは規格化の定数であり,mについての和は, 物理的にゆるされる値だけにかぎるべ

きである｡すなわち,m-Z,Z-2,-- - Z である｡ さらに,
expl言 (1-x2)J2･

(芋)2〕-expr一言(トx2)〕 が充分小さいとき ,すなわち,Zが大きく,Xが1に
近すぎないときは, (29)式と同様なGauss積分で近似できて,
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p(H)-JV ∑ exp〔-
OmlE

(IT卜ZX)2

2Z(トx2)
]･8(H-H.-i-)

(Ising) (31)

が得られる｡ 厳密な計算と較べて, a-関数の係数が二項係数から誤差関数におきかわ

っていることがわかる｡Heisenberg系でも数似な計算は可能であろう｡

最後に,長距離相互作用を持っランダムなスピン系を考えてみる｡我々の近似法をそ

のまま応用すれば, i-siteにあるスピンに作用する分子場 Hiは

p(Hi)- 忘 ′dkeik.(Hi-Ho' s(k,
(32)

< .k･Ⅹ

p(k)-〟′(cosJijk- 1- SlnJijk)J k

の分布にしたがうoJijは i,jsite間の相互作用であり∬′は磁性イオンのある
sit｡に関する積とする｡ここで,P̂(汰)- exp〔logp̂(k)〕として kの展開をすれ

ば, (28)(29)と同様に分る場近似を表わす単純なGauss分布が得られるO しかし,こ

の立場は k～0で正しい｡すなわちHが充分大きいときの型をきめていると考えねばな

らない｡通常,今の問題においては,Hが小さい時の型が興味の対称となっている｡

k-- での漸近型を問題にしなければならない｡いま,H0-0とし, longrange

orderもないとすると,

f(k)- exp持′log(cobJiik)IJ (33)

と書けるo Jij- a/ri;を仮定し,Cを濃度とすると,ランダム系について, (33)

のi )内は,

･ ′log (cos菩 ) - C∑座 (cos等 )
J r‥ J r..

り 1J

c cO

-育 /a 4打 r2 dr･log･cos(αk/r3)
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と書ける.ここでflは分子体積,a3-flと考えておく｡これから

f(k)-expi等 fwlogcos(akx)d-:IX

となるO但し-上限は去 礎 を- とと-たo積分は

rlog(cosakx) log(･二()Sαkx).∞
-dkI′

X 0

=_｡困 /q 埜 エdx
o X

∞taJlαkx
Ⅹ
dx

と書くことが出来,最後の積分は主値積分の意味で有限となり,1の程度の数値で与え

られる｡すなわち,仝(汰)紘,

p̂ (k)-exp 卜 等 A･ fk 日

と書いて良い｡これをFourier変換して,

P(Ii)

p(H)--

また

1 △

7TH2+△2

1 △

,T2 (H2+△2)2

(Ising)

(He,･Senb｡rg.S三 )--

47Ta

が得られる｡ 但し, △-一一百rAcで与えられ,濃度 C に比例するO (34)から
p(H-0) - ‡

p(Hz-0) α ‡

(Ising)

(Heisenberg)

(34)

が得られ,Marshallの示唆 した型を得ることが出来る｡ 類似な表現は,Rivierand

Adkins等5)によっても導かれている｡我々の導出根拠が 単純であるため,すっきりし

ているような気がする｡

spin glass等の問題に対しては交換積分Jが様々の値をとり得ると考えられる｡ そ

- 12-
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の場合Jの値により, localな order parameterXはかならずLもゼロではなくな

り,さまざまな大きさ,方向を持っであろう｡ この場合,どの段階でJの平均を考え,

また,同時にⅩの平均の手続きをどのように行なうか,等々, 不確定な要素が多いた

め,今のところこれらの問題-の応用はうまくいっていない｡
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Appendix,T-0でのⅩの大きさ

(5)式より,T-0のとき

x=/｡H竺子p(H)H

(10)式を代入して,

x- 訴 ′dk′d:zeik(H-Ho)(cosii - 1T S,nJik)2 仏･1)
l k.X

ここで,

fdH:zeik･H-一成 ′ S IH dH-- I孟 E(芸)
を用いると,
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x-忘 ′dke-ikHo (cos苦 - l T sinJlk)Z･1慧

Ⅹ･H｡が Z軸であるから,f-cosOとして,

x- 崇 EdEf 筈 e~ik"oE(cosJlk - iXEslnJl k )Z
(A･2)

この積分は,Eで展開して,Eの偶数次だけがのこるから,H｡-0の極限では,

lzI]

･-ii/lfdE ∑ (-iXf)孤+1(2ニ ー1)7T ll m-0

･f∞ dTk(sinik,2m'1(cos苦)Z-2m-1

となる｡但し,〔n〕は nの整数部分を示す｡

(A･3)の積分は簡単にできて,T-0でのⅩの値は･

〔zil〕

･-x ･ ∑ トx2)mf 3(2ニ 1)m-0

(2nト1).〟(2〔三]-2m-1).〟

(2･〔号〕)･〟

の根として与えられる｡ 但 しn!･/=二 n･n-2･-･･を意味する｡
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