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名大工 本 田 勝 也

格子振動が,その非調和性によって安定なモー ドとしての資格を失い,巨視的な系全

体が一様に不安定化する機構を調べてみたい｡

この考えは,Alder達が計算機実験の結果から提唱している,Cooperativeなslidingが

融解直前で発現するというアイデァ1)と相揃的なものである｡

非調和性を考慮 した格子振動論は数多 くあるが,量子固体の格子振動を議論する目的

で開発された self-consistentPhonon 近似法2)をざっと復習しよう.

§1. Self_C｡nsistentPh｡n｡n2)

構成粒子- j対の相互作用ポテンシャルが V(Jr･-rJJ)で表わされる系のノベ ル ト1

ニアン〟 と,標準系のハミル トニアン.

LH-写pi2/2m+(1/J ∑ uij･◎･.･uijo l i,j り

との差 Ⅴ -LU-LXoを摂動として展開するo ここで ui了 u了 ujで,ui,ujは i,j 粒

子の格子点からの変位で,◎..はこれから決めるべき有効バネ定数である｡
り

Vの 1次まで考慮 した時の,自由エネルギー Flは,

Illl- F.+く〟-LK.>｡- Tr〔poトF'p-1 4npoi〕

と書かれる｡ここで,
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F 0 --βーIBn〔Trexp (一一β LXo)〕

p｡- exp仁 βH.)/Tr〔exp(-βLJ.)〕

くA>.0- Tr〔Ap｡〕

である｡さらに相対変位の相関々数

Di1 - く uiJuiJ> o

を用いて, (1)式は,

Fl-F｡+ (1,2) ∑exp (去D･･:,,) V (Rij ) - (1,J ∑◎ij‥D .･i'j り i'j り (2)

とも表わされる｡

さて,Gibbs-Bogoliubovの不等式

F ≦ Fo+く･N-Xo>o… Fl

から, (2)式の Fl を最小にするように.¢･.を決めてやれば良いことが分かるo Lり

たがって, (◎ijの代 ｡に )D･･で変分を実行 してやれば,り

¢ij- くVVv(R-)ン 0日
(2)

と,Self･Consistentにバネ定数◎ij を決める方程式が得 られるo相互作用ポテンシオル

が7- リェ変換可能であると仮定すると.もっと書き下せて.固有振動数 cdk人は･ 偏

向ベク トル EA(k)を使って･

m wk l -一字 〈享 (El (k )･q ) ( El･ (k ) ･q)eiq･R (eik･R- 】 )vqe-D (q･R)

2

(2-a)

D(q,R)二三三 く〔q･(甘 -uo)〕2:-二./2 (2-b)

-1
- (2Nm )-1 kE,M (El*,(k′)･q)2(1- COSk′R )w k′ス′COth(βwk′"/2)
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と表わ される｡ この方法は,格子点からの変位による展開を必要とせず,量子固体のよ

うに大きな零点振動をもっ体系についても適用することができる｡

§2. 格子振動の不安定化

2-1. Self-ConsistentPhononの不安定化 3)

self_C｡nsistentPhononの表式 (2)または (2-a,b)は,不安定な結晶の括像をも含

んでいる｡相対変位の相関 D(q,氏)は ,最近按格子点に附随する粒子の効果のみ考 慮

し,D(q)と表わすと横波に対 して, (2-a)式は,

- wkt- "k崇｡〔Ky･et(k)〕2‡Tk･K√ 売 り)

2

となるoただし･vq-vqexpトD(q)〕でK少は逆格子ベク トルであるo Ky=Kl の

一ヽ.一

みの寄与を取 り入れ,k-0とすると音速 ctに対 して

(ct/c o)2 - exp ト D (Kl)〕

となるo Co は定数O-方 D(Kl) は高温で

D(Kl) - AT(2/mC巨 1/mC…)

(3-a)

(3-b)

と.定数A と縦 ･横の音速を用いて表わされ る. (3-a,b)を図示すると, 図 1のよう

T/mC2
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になって, Self-Consistentな解が存在する上限の温度 T*が存在する｡T*は融解温度

より大きい,結晶のしきい値である｡

すなわち,この場合結晶の秩序度 と考えられる,横波の音速は図 2のように,温度の

上昇 と共に,単調に減少し,R-T*で,負の無限大の勾配をもって減少 し,有限値で留

まる｡音速の体積依存 を考えれば,図 2の横軸を体積で置換 した結果が得られ,この場

合 Gr伽eisenのパラメータが V-V*で負の無限大になる｡ これ らの結果は.デバイ模

型近似 ,等方性の仮定を除いても定性的には変らない｡

T(Ⅴ) T*(V*)

この Self-ConsistentPhonon の方法 を用いて･金属 4), 25)･ 3次 元 6)wignerの電子

格子等種々の結晶の融解現象が調べられている｡

2-2. Vibrational Elongation7)

Ida7)は,横波の格子振動によって,粒子間隔の時間平均が,格子間距離 より大きく

なる｡すなわち VibrationalElongationに着目して,結晶の不安定化 を論 じた｡ 次式で

定義されるVibrationalElongationQ を,調和振動子で展開 し, デバイ模型の高温近似

を用いて,

l tl圧l-rz′ト lRz,-RZ

Q … tll忠 Tl一仁 lRL,- Re

-Bl4-
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-kEA慧 (ct ,2fRr2sin2(ik･R)｢- .R･-2(R･el(k,)2〕

と表わし,この時,音速 cjが非調和性の効果で,

C}- cA.expトb†(R-R.)/R｡+Q)〕

(Ro;T-0での格子定数 )

と表現されると仮定すると,Qを決める方程式は (3-a,b)と同様な構造 をもって,や

は り実数Qが求められる上限の温度 T*が存在し,(Cス/Co)2の温度依存性 も同様に

得られる｡

2-3. 剛体球結晶8)

剛体球系の場合 ,相互作用ポテンシャルのフ- リェ変換ができないので, 別の方法を

講 じなければならないoそこで,有効 2体ポテンシャル中日r了 rkl)を次式で定義す

る.8)

Uk(uj)- /dukV,(Jujk+RjkI)pl(uk)

ここで,tJk(uj)は j番目の粒子に,k番目の粒子との相互作用を通じて作用する1体

の有効ポテンシャルで,別の方法によって既に得られているo β1(u k ) はk番目の粒子

に対する,格子点を中心 とする1体の分布関数である｡通常の/､- トレー近似と逆のや

り方をするわけである｡ 上式から.有効バネ定数が比体積の関数として得られ,格子振

動の分散関係.音速の比体積依存を求めることができる｡この結果は, Self-Consistent

Phononの方法で得られた結果と定性的に同じで,図 2の横軸を比体積に置き換えたも

のになる｡

2-4. この節のまとめ

§1.で展開した方法によって,分布関数
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p(r)-78(r-ri)1

のフ- リェ成分の平均値

く㌔ >｡- ∑ くel

-ik･r.
1＼>
/o

一ik･R. -ik･u

=∑e l く e1

は,逆格子ベクトル成分のみ存在 し,

‖iiZI
/0

く pK>.-eXP弓K2くu2>｡〕

と得られる06)くpK>0は結晶の秩序度をあらわすパラメータであるが,その温度 (ま

たは比体積 )依存は図 2と同様で,温度 (比体積 )とともに単調に減少し,T-T*(Ⅴ

-V*)で負の無限大の傾きをもって有限値に留まる. 古典的な一次相転移の特徴を備

えている｡

§3. ゆ ら ぎ

結晶の秩序度が図 2のように温度変化することは,一次相転移の一般的な性質である｡

その場合,秩序度 (ここでは簡単に符と記す )の関数 として,熱力学関数 f(T,符) は

図 3に示されるようになっている｡ しきい値 T*近傍に議論を限ると. f(T,7)は,

△ギ…7-巧*, e… (T*-T)/T*が小さいとして,

1

△f… f-f･-a(e)△対 す b(E)(A" 2+⊥ C(E)(△7)36

と展開でき,熱平衡の秩序度 (△7)｡は,

∂(△f)/∂(△り)- 0

より,求められる｡さらに, E-0で△7-0が上式の 2重根になることから.
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a(0)- b(0)- 0, C(0)キ 0

が言え, E≪ 1で (△符)0 - el/2となるo

△fを熱平衡値 (△7)Oとの差 △E…△ヤー(△7)Oで展開すると,

1
△f-(△f)o+- A(e)(△{)22

ただし,

A(a)- b(e)+C(E)(△ 符)0 - Eye

ランダウのゆらぎの理論によって,

(△C)2 ～〔βA(8)〕~1～ El/2

図 3.

と,2次相転移の場合より臨界指数は小さくなるが,やはり6-0 でゆらぎは発散する｡

したがって,散逸 ･揺動定理から,感受率 x(q,W)は,Eが小さくなるにしたがって ,
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q→ O, a'→ Oの極 をもつことが理解 され るo Schneider｡)らの議論に従えば ,これは

Soft-mode に他ならない｡

§4. 討 論

§2と §3の議論の結果は一見矛盾 している｡融解現象で発見する Sort-nlOde は格

子振動のいづれかの分枝 であると考えられ るが, §2では ,縦 ･横波および 波数ベクト

ルを問わず T-T*で有限の振動数で留 まってしまう｡

以前 BornlO)は弾性定数 C44 が零 となる温度 をもって融点 と考え,融解現象 を議論 し

たが,この Born のアイデアを SortmodelllStability と結合 させて.再び取 り上げる必

要があるか もしれない ｡ そもそ も §2で議論 したいづれの方法もノ､- トレ近似の範 ちゅ

う内であ り,T-T* までフォノンは良い励起モー ドであ り,寿命が無限大である｡ 融

解現象 を論ず るためには,非調和性 を十分考慮 した格子振動 の理論 をもっと発展 させね

ばならない｡
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