
指数格子と関連 した微分差分方程式

京大理 生物物理 寺本研 成 田 和 明

§1. まえがき

この論文には前の投稿 ｢指数格子の研究｣ にや り残 している計算をまとめてあります｡

従って前の内容 と一部重複する所がありますが,ある程度新 しい事 も含んでいますので

物性研究に投稿する次第です｡

§2.序 論
2

HamdtonianH- 与 忘 十 等 ¢ ( u n- u n - 1 ) を もつ一次元格子で, Q(r)-昔 e-br

+arの場合は指数格子 とよばれ, r｡- u｡- u｡-1に対 して,無次元化ののち

'r'n- ern+1十 ern11- 2ern ･････････ ㊤ とあらわされる｡ 他の三つの非線

型格子

an- (an_1- an十1)an

ら｡- (b｡_1- b｡+1 )bn2 ･--･--- ④

an-(C｡_1- Cn+1 )(1- cn2 ) .･････ ④

との変換関係は

ern- an an+1 ･････････ @ an- bnbn+1･････････ @

C｡- (1+cn)(1- cn十1) -･･-･ ㊨

で与えられる｡④ ④ ④ ④ が主な方程式であるが以下ではこれ らの方程式 と関連のあ

るすこし複雑な形 の微分差分方程式の変換関係 とwavetrainを表わす解について述べる｡

§3. 4つの非線型微分差分方程式

次の型の四つの方程式を考える｡
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A ) u.

ul-1~ ui+1

(ui-1+ ui)(ui+ ui+1 )

B ) もi- 4

C) Xi- 4

D) yi-

Vi-1 ー Vl十 1

(vl-1+ vl )(vi+ vi十1 )

Xi十1~ Ⅹ1-1

(xil + xi )(xi+ xi+1 )

yi十1~ yi-1

(yi_1+ yi )(yi+ yi+1 )

(1- x12 )

(1- yi2 )2

A ),B),C),D)は以下のように変形 できる｡

④ A)について

Si 二
si_1+ si - Jsi+ si十1

J si_1+ si + si+ si+1

とい う方程式 を考えると

si-1+ S汁 1+ 2 si

si Si-1~ Si十1

;i+ - L - 2

Si 1 Si-1~S汁 1､二二二__二_二一 ii-‥̀二-=

1+ ;i2 2 si-1+ si十1+2 s i

ui2- si+ S汁 l

u卜 1~ u i

Si二
ui-1+ u i

したがって

●

2uiui- ;i+ ;i十1

(u卜 1- ui+1 )ui
･= 2

ui=

⑭ とおくと

(ui_1 ト ui )(ui+ ui十 1)

ui-1- ui+1

(u._1+ ui)(ui+ ui+1 )

-158-



指数格子と関連 した微分差分方程式

1 1

ui+ ui+1 ui-1+ ui

= bl- bi+1

こ こ に

bi=
ui+ ui十1

bi ･ ･

意(÷)--- - ui･ ui.1bi2
=bi十1~bi-1

よって

●
b i - ( bi_1- bi.1 )bi2

(夢 B)につ いて

●

ti=2
ti-1- ti+1

という方程式 を考える｡

vi= titi+1

●

EI

⊥ = 2

ti

したがって

Vi-1~ Vi

vi_1+ vi

.
晶

L

F･

+

･
J

l
J

･;
ll'
;

(vi-1- Vi+1 )vi
- 4

又は

(vl_1+ v i )(vi+ V.十1 )

妙 とお くと
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vi = 4

ここで

Ci=

Vi-1~ Vi十1

(vi-1+ vi)(vi+ vi十1 )

Vi~ Vi十 1

vi+ Ⅴ汁 1

vi十1 1- ci

vi 1+ci

vi 2ci

vi 1- ci2

Vi
一方 - -2(c i_1十 ci)だから

Vi
●

ci- (ci_1- Ci+1)(1- ci2 )

④ C)について

●

nnR
- 4

Fin【

⑯ とお くと

1+ m i_lm i- 1十 m im i+1

1+ m i-lm i + 1+ m im 汗 1

という方程式 を考える｡

4m i
+丁 = 2

m i

したがって

m i

rLi2+ 16mi2

ここで

ユ 十ユ ji =

2+ m i(m i_1十 m i+1)

m i(m i-1+ m i十1 )

1- ●
8

mi-1~mi十1

2+mi(mi-1+ mi十1)

′-′2
Xi = 1十 m im i+1

m in i+1- 言 i21 1 より

●

rhi . ふ i+1 2貫 iXT

m i m i･l qi2- i

⑲ とお くと
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指数格子 と関連 した微分差分方程式

′-.′ ′■■′
Xi-1~ Xi

だから

ここで

左辺-

よって

訂._1+ ㌻i

8貫i(㌻卜1- ri十1)

(ri_1+ Ti)(ri+ri+1)

亡■=｢l
xi= 4

ここで Ei

′■■■′ ′■■′

Xi+1- Xi-1

(号i_1+ ㌻i)(㌻i+ ㌻i十1)

ri+1+ 1

㌻i+1
とお く

●
Ei ri+1 71

(1- ㌻i2 )

Ei ri+1- 1 ri+1

1 4(gi+2- ri)(1- ㌻i.12)

ri十1- 1 (ri+gi+1)(言i+1+㌻i+2)

1 4(㌻i.1-言i-1)(1-ri2 )

Ti+1 (ri-1+ri)(gi+gi.1)

ニ ー4 1+ち+1)(

+(1- gi)(

ニ ー4

gi+ ri+1 gi+1+ ㌻i+2

1 1

ri_1+ gi ri+ gi+1

ri+1+1 Ti- 1

gi+1+ ri+2 Ti-1+gi

-161-



成田和明

ここ に

ニ ー 4

- - 2

HH

/
ト

し +
言 i十2- 1

,-_∫
Xi - 1

訂i_1+ 1

1+

訂i+1+ 1

1 Ei-1

1+ Ei+1 1+ Ei_1

1-Ei_1 1- Ei+1

1+Ei _1 1+ Ei+1

- -2(ci-1- Ci十1 )

1- E
Ci=

Ei-

.亡㍉
㌻㍉

1+ Ei

ri一 言i十1+2

㌻i+ 言i+1

1- ci

1+ ci

2;i

だから

したがって

こi- (ci_1- Ci十1)(1- ci2 )

@ D)につ いて

Ei-÷(zi+⊥ )Zi

l- yi
Zi~

とすると

1+ yi
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指数格子と関連 した微分差分方程式

Ei-

Zl-

また

1+ yi2

1- yi

2 -
yi ~

何 丁丁 +√㌃二了

√ ㌫ + 1 - J了丁=了

ここで方程式系

Ei(-+ (zi･i ))- vi･ vi.1 ････････.･.....@Zi

vi=2
Zi-1L Zi

1- zi-1Zi

を考える｡この時

yi2 -

vi十 v i+1-1

vi+ v i十 1+ 1
又 zi=

ai十 bi

ai- bi

(ここに ai…√ 訂TT bi…巧 二丁 )であるから,

vi=2
a i - 1 bi- aib i- 1

a i- 1 b i+ a ib i-1

(Ei_1+1)(Ei- 1)-
-2･

(Ei_1- 1)(Ei+ 1)

(Ei_1+1) Ei- 1) + Ei-1- 1)

(vi-I+ vi+ 1)(vi+ vi+1- 1)

ノ(vi_1十 vi+ 1)(vi+ vi+1- 1)

vi-1+ vi+ 1)(vi+ vi+1+ 1)

(vi_1+vi- 1)(vi+ vi十1+ 1)

よって

2も i 1

4十 もi2 号 +i i
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Vi

4+÷i2

この時

蕊 (zi+

従 って

1
●

2

1
●

4

Vi+1~ Vi-1

(vi_1+ vi)(vi+ vi+1 )- 1

Vi+1- Vi-1

(vi-1十 vi)(vi+ Ⅴ汁 1 )- 1

1､ 1- zi2)ニ ー

zi zi2

- 4

zi=-4

こ こ に

芸i- 忠 (2Ei )- 2 (Li+;i十1 )

(Z卜 1- Zi十1)(1 - zi2 )

( 1- Z卜 l Zi)(1- ziZi十1 )

Zi-1~ Zi十 1

( 1- Z卜 l Zi)(1- ziZi+1 )

- 2 ･ (
1+zi Z汁 1 1+ zi-1 Zi

1- zi Zi十1 1- zi-1 Zi

- 2 (ci- Ci_1 )

1+ ziZi+1

ci≡
1- ziZi+1

1- yi
1 +

1+yi

1- y什 1

1十 yi十1

1- yi 1-yi十1
1-

1+ yi l十 yi十1

1+ yiyi十1
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指数格子と関連した微分差分方程式

● 乏 i+1 2'ci
⊥ + - = -

zi zi+1 Ci2- 1

一方左辺 - 2 (ci- C卜 1+ ci+1- Ci)- 2 (ci+1- Ci_1 )

とi- (ci_1- Ci.1 )(1- ci2 )

又
2 i -2立i

zi 1- yi2

- 2 (

- 2

よって yi=

ここで bi=

bi=

- 2 (ci- Ci_1 )

1+ yiyi+1 1+ yi-1yi

yi+ yi十l yi-1+ yi

(yi_1- y i. 1 )(1-y i 2)

(y i+ yi十1 )(yi_1yi )

yi+1~ yi-1

(yi_1+ yi)(yi+ yけ 1 )

2i

1

Zi+1

2i

Zi

(1- yi2 )2

(iは虚数単位 )とおく｡

1+ yi十1 1- yi

1- yi+1 1+ yi

( 1+ yi)(ll yi+1 )

yi+ yi+1

÷ 十

1 ′ 1

2i､Zけ 1

-- --･- ㊥

- zi )i--去 (

Zi+2~ Zi

●

ヱ 生 + ;i)2
Zi+1

(1-ziZ什 1 )(1- zi+lZi+2 )

( zi十1- Zi_1 )zi2

( 1- zi_l Zi)( 1- ziZi+1 )
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一不田成

1 1

Zi Zl十2

L zi+1)(i - zl+1 )
Z i Zi十2

Zi+1~ Z i-1

zlll ) (i - zl+1)
Zl

1
- ~ Zi十 lZi

= bi+1- bi-1

よって bi- (bi_1- bl_1 )bi2

●

(亘 §3のまとめ

方程式 A),B),C),D)より次の変換

bi=

Ci

Ci=

ui+ui十1

V i~ V i+ 1

vi+ vi十 l

xi- Xi+1+ 2

xi+ xi十 1

( 1+ yi)(1- yi+1 )

bi= i

Ci=

yi+ y汁 1

1+y iy i+ 1

y i+ y i+ 1

1

- ~ Zl-1
Zi

㊨

により,方程式

らi- (bi-1- bi+1 )bi2, ら.- (ci-1l Ci+1 )(卜 ci2 )

-166-



指数格子と関連 した微分差分方程式

が導かれる｡ A),B),C),D)の(補助 )方程式はそれぞれ⑲ ,⑯ ,㊨ ,⑭ である｡

§4 生物物理学 との関連

LljB)について

a)次のような反応系 を考える｡

El+X._1上>E.X._1

EiXi_1+Xi且 或 i+2Xi
i

定常条件

Ei又は EiXi_1に着 目して定常状態の条件より

ki[fli][X.-1]-Ki[EiXi-1][Xl]

よって

[EiXi_1]

ki[Ⅹi_1]
ki [X.] [Ei]

[El]+ [EiXl-1]- e.(保存 )より

[El]-

よって

ei

ki[Xi_1]
Ki[Ⅹ1]

[EiXi-1]-

d [X i]

dt

eiKi[Xi]

Ki[Xi]+ ki[Xi_1]

eiki[Xi-1]

Ki[Xi]十 ki[Xi_1]

- k.+1lEi+1]lXi]+KilEiXi_1]lXi]

ki十lei十lKi+1[Xi+1][Xi]

Ki十1[Xi+1]+ k.+1[Xi]

Kieik.[Xi_1][Xi]

Ki[Xi]十 k.[Xi-1]

ここで仮定 ki-Ki- k, ei-eを置 くと
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d [Ⅹ i] [Ⅹ i-1]- [Ⅹけ1]

dt ▲l〉( [xi-1] + [Xi] )([Xi]+ [Xi十1] )

これは B)式に変形できる｡

b)次のような反応系

Ei+Ⅹi一旦ら EiXi

EiXi+Xi_liKi,Ei+2Ⅹi )

定常条件

[Xi] 2

に於いても全 く同様にして B)式が誘導できる｡

@ C)式 について

C)式に対応する反応系は

α .

Xi_1+EiXij Xi+EiXi

Ei+Ⅹi_1妄 三 EiXi_1 [速い平衡,定数 ki]

Ei+Ⅹi;≡=きEiXi l速い平衡,定数 Ki]

で定数が適当な一定値 をとった時であるが,これは非常に非現実的な反応系模型 と

なっている｡

④ A),D)二式は流入項 と流出項の差の形に書直せないので,対応する反応系模型

は存在 しない｡

§5 解 を求める為の準備

対称な双二次式 -

Jacobiの楕円函数 xi- snX,cnX,血 Ⅹ (Ⅹ- αi+βt)に対する加法定理 を差

当って次のような記号 を使って書いてお く｡但 し,加法定理の内容がこれで尽されてい

るという意味ではないのは勿論である｡

Xi
1 -2A

xi+i - xi-T
xi2- D2
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指数格子と閑垂した微分差分方程式

xi･i +xi-1 =2B2

xi十4 ● x --
1=-

1 2

Xi

xi2- D2

xi2- C2

xi2- D2

ここで C･D-K(定数 )であり, B2- (1-D2)(K2- D2)が満足 されているこ

とに注意｡次に対称な双二次式 L(x,y)を次式で定義する｡

(xi弓 十 R)(xい 1 +R)-2

この時,

又,

H xi,R)

xi2- D 2

L(x,y)- x2y2- 1)2(x2+ y2)+2Bxy+K2

L(x,y)- L(y,x)である｡

L(x,± 1)- (1- D2 )(xi± G)2

しくx,±K)- (K2-D2)(x i± H)2

G-
1-D2

も確かめられる｡

§6 解の求め方

(亘 A)式の解

A)式は方程式系

●
Si-

H-

ui-i- ui･4

1 ナ ui･iu1--2

K･B

K2- D2

G･H-K

- -- -･--･- ⑳

u i2- si-i + si弓 ･･- -仙 川 - ㊨2

と同値であることは前に述べた｡
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S i = a
x i+b

xl+ 1 ' u i ~ e

xl+d

xi+冒

を仮定 して未定定数 を定める｡ 条件⑲があるので,加法定理 を使って⑳の右辺を整
り

理 した結果が完全平方式でなければならない｡このことからIi ,b,dがきまり,a

㊧ を使って aが決まる｡ 結果は

a=

b‥-

A(D4+ (3-K2.)D2+ K2)
2B(K2- D2 )

D4+(3K2-1)D2+ K2

D4+ (3-K2)D2+K2

e2-(

d=

1+D2 AB

1- D2 ′ K2-D4

G(1+D2)

@ B)式の解

B)式は広田先生 のnonlinearnetworkの理論に関連 した方程式で, 1̀を任意定数 とし,

解が

ti= axi

∴ viニー a2D2

xi2- C2

xi2- D2

この時分散関係が

2A十B-0 となる｡

@ C)式の解

C)式が

′ヽ■′ ′-′
ふ i Xi弓 I Xi十i

mi ㌻i-i + x～i弓2

ノヽ･′2
x i = 1+mi-1 mi'i2

で与えられる｡
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指数格子 と関連 した微分差分方程式

と表わされることは前に述べた｡

解 を

x i+u
mi= a

Xi+ 1

xi+ V

と仮定 して未定 の定数 を定めることを考 える｡ まず

ノ■■′ ′■-′

x l-i - xl +i2

ノー′
xi一⊥+ ㌻i弓ウ

8A (V-G) .
i (xi,G)

xi十与+ v xi一与 ｣~Ⅴ

xi･i +G xi-!+G

4A(D4- 2D2+ K2)(V-G)

B(G 2- D2 )(V-
D2

v~甘

こ こ に

I.(x i,('J)-(G2- D2 )(丈 l+ 1)(xi+ G(2a)) 及び

xi弓 +v xi-i + v 1

xi+4+G xi-i
十 G G

(G- Ⅴ)(xi弓 xi一与IG2)

xi弓 +G)(xi-⊥+G)2

2B (V-%2)xi- D2(V一言)
D4- 2D2+K2 xi+ G(2α)

を使 った｡ (G(2α)は倍角の G o)他方

Li ( 1-u)Li

mi - (xi+ i )(xi+u)
と比較することによ り
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成田和明

u ニ ー D2

1- u-

C2

V-で｢

D2

v~す~

4A(D4-2D2+ K2)(Ⅴ-G)

B(G2- D2 )(Ⅴ一%'

亀多㊨ を解 くと

u=

Ⅴ =

B(D4-K2)+4A(D4-2K2D2+K2)

B(D4-K2)十4A(D4-2D2+K2)

D2+K2-4AG

G(1+D2 )- 4A

B
但しG-

1-D2

を使った｡

⑲

次に a2 を決める｡ここで@ の条件 の下で

L(xi･ u )- El(xi+ G)2+ 82(xi+ V )2+ E,(xi+G)(xi+ V )

D2(D21 1)(u+1)(u2-K2)

(D4-2D2十 K2)(u-G(2α))(u2-D2)

(K2- D2)(ull)(u+D2)2

(D4-2D2+K2)(u-G(2α))(u2-D2)

E3= 0

が証明される｡ 但 し, G -

G(2α)-

1-D2

D4-2K2D2十K2

D4-2D2+K2

よって

1+mi十号mi-T
l

を使った｡
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指数格子と関連 した微分差分方程式

- 1+ a2

- ( 1+

u2- D2

1- D2
(El+ 82(

xi+ Ⅴ

xi+ G
)2)

a2 (u2-D2 ) e l ､.a2 (u 2- D2) 8 2 " 2

11 D2

これ を

･-言i21+ ml十与 mi1-7

2 1- D2

el (u2- D2 )

(D4-2D2+K2

と比較 して

( 1- D2)b 2

)(u-G(2α))

b2 -

Xi

D2(u+1)(u2-K2)

- t4A(D4-2K2D2十K2)+ B(D4-K2))2

(D4-K2+4ABH 4A(D2+K)+B(I)2-K)I14A(D2-K)+B(D2+K))

1-D2

a2(u2- D2)82

(K2- D2)(u- i)(u+ D2)2

D2(1- D2)(u+1)(u2-K2)

4A(K2-D2)(D4-K2)tB(1+D2)-4A(1-D2))2

B(卜 D2)(D4-K2+4ABH 4A(D2+K)+B(D2-K)ii4A(D2-K)+B(D2+K))

･･･････････････@

㊨,㊨,㊨,㊨ で完全な答が求 まったことになる｡ xlとして dn(x,k)をとると

(dn((1+k)u,
2 √~㌃ ､ 1- ksn2(u,k)

1+ k ′ 1十ksn2(u,k)
で sn2 に変換可能 ),

α,βの適当な範囲の中で定数がすべての実数値 をとっているのが確かめられる｡
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成田和明

@ D)式の解

l ′.

yl= ~i=~ぅ丁 であらわす と, ziは連立形1

2(zi一71~zi+I )

1 - z i -1 zi弓2

zi+⊥ - 2(vi-i+vi+i )--･･････- Q9Zi 2

をみたすことは既にのべた｡

解 として

xi+P
Zi= a

vi=b

Xi十 Q

xi-Z

xi- S

という形 を仮定 して未定の定数 を定めることを考えよ う｡ まず L(xi,P)とL(xi,

Q)が共通根 をもつ条件払 二次式の終結式-Oよワ

(pQ+C2)(pQ+D2)-D2(2α)(P十 Q)2

この時

L(xi,Q)-(Q2-D2)(xi-S)(xi-U)

L(Xi,P)-(P2-D2)(xi- S)(xi-T)

L(Xi,S)- (S2- D2)(xi-P)(xi-Q)

と表わされ,

P+Qニ ー

S-

2BS

S2- D2

(D4- K2 )(p+Q)

2B(PQ+ D2)

1 _K2-D2Q2U-÷ ･
S Q2-D2

㊨ ,pQニーD2

㊨ , T - ÷ ･
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指数格子と関連 した微分差分方程式

を得るo

㊨ ㊨ から,後で用いる公式,

f(S2)-((S2･D2)p21D2(b2+C2,) ((S2+D2)Q2-

α(S2+C2)

を侍る｡但 し,

(K2- D4)2

B2D2

ド

482D2S2

(tj2-D2 ) 2

(S2-G2)(S2-H2)

4D2(2α)-C2+ D2+G2+H2

(D(2α)は倍角の D)を使 った｡又㊨ ㊨ ⑯ から,後で用いる公式

p2-D2 (S2+D2)Q2-D2(S2+C2)

U-T
S-T

を得る｡

vi= b

Q2-D2 (S2+D2)p2-D2(S2+C2)

(K2-D4 )(p2-Q2)

(Q2-D2日 (S2十 D2)p21 D2(S2十 C2 ))

＼1--7J
Xi- S

vi十号 十 vi-j

ここで

としたから

b(S-Z)

xi十与 xi-ユ ー S 2-2

+C3(xi+P)(Xi+ Q )

とすると,

xi+与 xi-ユ ー S22

(xi'喜一S)(Xi一･うーS)

㊨

cl(xi+P)2+C2(Xi+Q)2
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Cl -

C 2 -

C3-

(S2-D2)2((S2+D2)Q2- D2(S2+C2)～

4D2(S2- 1)(S2-K2)

(S2- D2)2((S2+D2)p2-D2(S2+ C2日

4D2(S2- 1)(S2- K2)

( S 2 - D 2 )(S4-K2)

( S2- 1 )(S2-K2 )

となる｡ 但 しここで

(p-Q)2-

したがって,

4D2(S2- 1)(S2- K2)

(S2- D2)2

b(S-Z)
vi+i vi-+=

+S+z C3
S-Z s2-D2

を使 った｡

(zi+
a2C2 1

a(S2-D2) ､L'l Cl

･一一･･--･-一･㊨

⑲ とvi.P vi-す 与(zi･⊥ )を比較 して 3つの条件式
1=

Zi

a2C2

で ｢ = 1 -･'州.I-.'●㊨

S+z C3

S-Z s2- D2

b(S-Z)

as(S2- D2)

を得る｡

㊨ より

a2-

clニーi---･････-･･･㊨

Cl (S2+D2)Q2-D2(S2+ C2)

C2 (S2+ D2)p2- D2(S2+C2)
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Q2-D2

p2-D2

S-U
S-T

2K

㊨ (･.･㊨ )

㊥ より

Z-1+K 1+K2

2S s2_⊥土壁
2

S2(S2-D2)2

ここで㊥ より

S (S2-1+K2

--･---･㊨

(S-Z)2

=== illl■▼■■FT≡≡≡=≡▼■■■T≡亡≡ココ=:::≡:=====n iii

S-Z ( S2-1)(S2-K2)

㊨ ,㊥ より

a2 _ ′4D2(S2-1)(S2-K2)

cl2 (S2-D2)2

ニー (
2拭 S2-1)(S2-K2)

BS(S2-D2)

が得られるから,これ を@ に代入すると,

b2-
D2S2 (S2_ユ土 星 )2

2

B2(S2-G2)(S2-Hz)

次に Sを決める｡

zi -⊥ - Zi+与 a(p- Q)2

2Aki

f(S2)

(S2-02)(S2-H2)

⑳ となる｡

L(Xi,Q)

i- zij zi. i 1_ a2
L(Xi,P)

IJ(xi,Q)
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2aA蓑 等 (xi- S)(xi-U)

O-T Xi- S

S一一T x.-U1

2aAt(S2+ D2)p-D2(S2十 C2))

(･.･㊥ )

(K2- D4 )(p+Q)

Xi

(Xi- S)2

これ を

zi-与~zi弓 もi b(S- Z)

(一･･⑲ ) --･--- ㊨

1- zi-%Zi･% 2 2(xi-S)2

と比較 して

-(
4A ､′ 1

K2-D4 ′､P+Q

(S2+C2)
㊨ と㊧ から得られる

b(S-Z)

a - 2Cl

b(S-

(S2+ D2)p2- D2

Z) S(S2-D2 )
を代入すると

- A(SZl D2)2f(S2)- BD2(K2l D4 )S2(S2- 1)(S2-K2)

ここで f(S2 )の表式を用いると,

4AB(S2-G2)(S2-H2)- (K2-D4)(S2- 1)(S2-K2)

これ を解 くと

(1+K2)(K2-D4 )
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+ (K2-D4)(1- K)2

4AB -((ト H)21I

P,Qは L (xi,S)-0の二根であって解 くと,

p-
-BS±1)ノ(S2- 1)(S2- K2 )

S2- D2

Q=
-BS±Dノ(S2- 1)(S2- K2 )

S2- D2

又, P2,Q2をP,Qで表わすことにより⑳ から

a2- BQ(S2+D2 )+(K2- D4 )S

BP(S2+D2 )+(K2- D4 )S

(K2-D4)(1+ K )2

㊨

㊨

(G+H)2)

㊨

を得る｡

㊨ ,㊨ ,㊨ ,㊨ ,㊨ ,⑲ は未定であった定数 をαとβを使って表わ したもので, 完

全な答 とな-ているo xiとして dnxをとり( dn((1+k)u,揺 )-

1- ksn2 (u,k)

1+ksn2 (u,k)
で sn2に変換可能 ), α,βを適当な領域にえらぶ と,これ

らが実数の解であ り,又 (Ⅹ- di+βtに関 して特異でない )普通の wavetrainの

形の膚 を与えていることを示すこともできる｡
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