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′､ミル トン力学系の乱雑挙動

早大理工 斎 藤 信 彦 教授

本講義録は, 6月29日から7月1日にわた って京都大学物理学教室において行

なわれた講義をもとに木立英行氏が作成し,さらに斎藤先生が目を通された もので

す｡ (編集部 )

§o 序

講義の計画

1.パイの変換

2.誘導現象

3.KAM理論

4.撞球問題 (於 京大物理教室談話会 )

講義の目的は,本来決定論的かつ可逆的 な力学系が,なぜ,統計的に取扱われねばな

らぬような乱雑な挙動 を示すか,ということを論ずるところにある｡その為には,次の

間題が もっとも簡単で適切な例題 となる｡

§1･ パイの変換 (Baker'stransformation)

パイの変換の とは Fig.1のように正方形を横 を2倍に伸ばし縦 をV2に縮め,中央 を

縦に切って右側を左側の上にのせ る変換である｡面積は変らないから保測的である｡こ

れ を式であらわせば,

･(-0,y｡,- (23.,号 9., 0≦x.<÷

- (23.-1,を(g√ l,)I;≦x.<1
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ね り粉からパイ皮を作 る様 に類似 していることから,この名前がある｡この変換は可

微 分性 を持 たない点で,/､ミル トン系と異なる｡この変換によって点がどのように振舞

うか調べることにする｡二次元空間 (0≦ x≦1, 0≦y≦1)上の分布関数 fn(x,y)

を考えよう｡

この中の点は前述の変換に従って動くから,それに伴なって点の分布は次の様に変化

してゆく｡初期分布 fo(x,y)から, n回の変換によって生 じた分布 をfn(x,y)とす

ると,(1.1)の関係から

fn(x両 -fn-1(号,2y), 0-<y<与
(12)

-fn-1(三呈 ,2y-1),1/2≦<1

変換Tの逆変換は Fig.1と逆に, y方向には 2倍に伸ば し, x方向は 1/2にちぢめ,

γ≧与の部分を右下の V2≦ ∬< 1の位置にもどせばよいoJ｡ の変化 も点の変換同様

可逆であり,決定論的 (deterministic)であるo 情報量を減少 し変換 rの性質を見易くす

るためにγについて両辺を積分するo
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一~Ll(昔,2y) dxdy

2fnl (翠 ,2γ- 1) dxdy

-チ[wnl (i)+Wn_1(電力] (1.3)

fn-1が与えられ ると亮 が定ま り,逆 も可能であるが,WについてはWn_1からWnは求爪

められるが,逆は可能でない｡また (13)式は確率的な解釈を許す｡この事実は,力学

変数の一部 を消去すると,残余の変数に対する方程式が不可逆,確率的になることの一

例 となっている｡

Wn(x)のこの変換は下図の様なものである.

0 x/2x x'l/2 1

Fig. 2
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これからWn(x)の分布は,平均化する方向･･即 ちn--で,Wn(a)→定数 となることが

推測できる｡実際にWcx,(･カ- 1はこの方程式の規格化 された解である.ここで,これと

似 た形の方程式が拡散方程式 となることに留意するとよい｡

wn(x)-{ [wn_1(x+A)+Wn_1(a-A)]

-wnl '3'･A2孟wn_ 1

A-･+0

もう少 し詳 しく解析 してみよう｡

o≦ x≦ 1で定義され るWn(カ を周期 が 1̀の周期関数 とみなし,次の様にフーリエ展

開する｡

∞.__
wn(a)-_I:awn(k)el2nikC

(1.4)

wn(k)-Jotwn(a)e2打ikxdx

この展開式 を方程式 (13)に代入し若干の計算によって容易に次の関係式が得 られる｡

Wn(k)- Wnll(2k)- ･･････-Wo(2nk)

即ち,方程式 (1.3)の解は次のとうりである｡

wn(4-_%Wn(k)e-2wikc -主k.(2nk,e~2柚

ここで初期分布として十分性質のよいものを用意することによって

00_

EIW(k)J2=-Jolwf(x)dx≦--∞

(1.5)

(1.6)

(1.7)

を仮定することにする.つまり,十分大 きい Iklに対してはW.(困 )- Oと考え

てよい｡

(初期分布に ∂関数 を含むときはこうはならない｡

∂(a-a)(mod1)- ∑ e~2符ika づ 打ikCe
k

となるからである )
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従 って (1.4)よりn-∞の時 IkI- o 以外の成分はすべて0となり,予想どうり分布

は一様 な分布に漸近することが判 る｡このことか ら,パイの変換 Tによって移され る正

方形の中の点の運動の妨復性の程度 をうかがい知ることができる,I,

パイの変換 と同型なベルヌイ変換について言及することにして,この章 を終 えること

にするo先の点 (xo,y｡)(3.,%はそれぞれ 0 ≦ x.,y.≦1 の2進有理数以外の点 )

に対 して,次の両側に無限に続 く数列 を対応 させ る｡即ち

ai,b･- Oか 1として1

00

xo=o･ala2-･･-=na 2-n an

∞

y0- 0･blb2b3A-･-- nZ:=12~nbn

から

(1.8)

--･･b3b2bl･a la 2a3--･･

-の対応は,可算個でそれ故測度 Oの集合 を除いて同型対応である｡パイの変換T紘

この対応によってベルヌイ変換 (B(i,i))に変換され る｡なぜならば

T(xo,y｡)- T(ni 2¶an,真 12Ⅷ bm)

-(ni22-'n-1'an,m亭22Ⅷbm･‡)
から

TJ(- b3b2bl･ala2a3･･･)--･b3b2blal･a2a3-

が導びかれるか らである｡ベルヌイ変換は (0, 1)2元からなる集合の無 限個の直

積空間の元

(･･･b3b2bl･ala2a3･･･)

をその小数点を一一つ左にづ らした元に対応させ る変換だか らである｡ベルヌイ変換はエ

ルゴ- ド的な抽象力学系であって今までに,深い研究がなされている｡
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以上 実際 の- ミル トン系を学ぶ前にいささか抽象的な力学系について説明したのは,

このパイの変換 が,微 分不可能な集合 (測度 o)を持 ってはいるが,保測性 を有すると

い う点では前者の抽象化と考えられ, さらには統計力学の観点から見て興味深い,エ′レ

ゴ.- ド的な力学系の一つのひな型 とみなせ るからである｡

決定的,可逆的な力学系が,射影 (又は平均操作など )によって変数 を減少させたと

き,確率的,不可逆的な力学系に変 ることは重要である｡エルゴー ド性 は力学量の長時

間平均 と,相空間での平均の等 しいことをいうが, ここにも平均 が登場 し,その結見

統計力学が成立するのである｡

次の章では, もっと具体的 な系について論ず る｡

§2. 非線型格子の誘導現象

固体の比熱理論等では,格子振動の調和近似 によって理論がたて られているが,暗黙

J)うちに系 は小さな非線型項の存在によってエネルギーが各モー ドに分配されて熱平衡

状態に到達 していることを仮定するO しか し純力学的な問題 として考 えると,事態はさ

ほど簡単なことではない｡というのは,有名な Fermi-Pasta-Ulam の数 値実験 が示 して

いる様に,十分なエネルギー分配がお こらないどころか再帰現象まで起るか らである｡

この章では,非線型格子 のエネルギーの分配について論ずるo

Fermi-Pasta-Ulam (F.P.U)はよ く知 られているように,開発されたばか りの高速電子

計算機 (ManiacI)で次の非線型振動子系の数値実験 を行なった｡彼 らは,′､ミル トニア

ンが

H=-与k"i:pk2号k等 ;(xk.1-Xk ,2+謂 (xk.1-Xkf (2･1,

の系について,最低振動数のモー ドにエネルギーを与えた毅含,各モー ドのエネルギー

の時間変化 を調べたのである｡モー ドのエネルギーは, )の項を摂動項 とみた ときの非

摂動ノ､ミル トニアンについて定義 してある｡

この結果から,各モー ド-十分なエネルギーがゆきわた らず,かつ最低振動数のモー

ドの周期で 158周 目に系はほとんど初期の状態に戻ることが判 る｡この性質は ｢計算時

間の不足による見せかけの ものである｡｣ という説明 も考えられたがその後の計算でも

ド.P.Uの結果を裏づけるものが得られている｡ Tuckの計算によれば 16×158周期
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モー ドの

エ トルギーのj7捕l

什(Fermi,Past;I.
Ulam)

の大きな再帰現象も発見 されている｡

この初期の計算機実験の結果は,それ以前の素朴な,エネルギーの分配,熱平衡の容

易な達成,の予想を裏切 るものであったが,この結果は Fermiの死後初めて発表され

た｡ところでその後この仕事から二つの方向-研究が発展 していった｡一つは,なぜこ

の系が周期的 に振舞 うのか を追求する方に,他 の一つは,エネルギー分配が起 るために

紘,どのような条件が満たされねばならぬかを究める方向-進んだのである｡前の方向

の研究 は, ド.P.U系か らある近似の もとでKdV方程式が得 られ ることが判 り,この

方程式のもっているソリ トン解はソリトン研究の端緒となったが,その後,厳密解とし

て ソリトン解 を持っ非線型格子 (戸田格子 )が提 出され るなどこの方面の研究は大いに

進んだことは周知の事 と思 う｡

一方,後者の方向は正 に本講義の目的 とする所に一致するもので,やや詳 しく論ず る

ことにす る｡

一部のモー ドに与えられたエネルギーが,速やかに各モー ドに流れこむための条件は

各モー ドの振動数が共鳴条件 を満たすことである｡ ところがF.P.U系の各モー ドの振

動数は

wk-2sin(普)
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であり,低振動数モー ド間では

wk= WNk

となるから,共鳴条件が満されやすいが,低振動数モー ドと高振動数モー ドの間では一

般に満されにくいと言える｡このために p.p.U系では低振動数モー ドに与えられたエ

ネル ギーは,十分高振動数側に分配されなかったと言 ってもよいだろう｡そこで,共鳴

条件を満しやすい系,または状況を考 えてやればェネルギー分配は容易に達成 されると

考えられる｡たとえば,二次元の非線型格子では二つのモー ドの振動数が殆んどひとし

いことがあ りうるし･また一次元の格子で も二つの隣接した高いモー ドの振動数は近似

的にほぼ等しく,共鳴条件が満される｡

そこで次の′､ミル トニアンで記述される系を考える｡

N

H- ∑
i=1[去pf･喜(xi-1一当 行1-(Nil -Xi,2] (22)

この系は四次ポテンシャルのせいで,大坂 巾の場合でも系は安定となるのは長所 である

が,対称性が良くなってモー ド間のエネルギーの流れのうち禁制され るものがでてきて

しまうので,ここでは次の様に定義した奇数番 目のモー ドのみを閉じた系と考えること

にする｡まず次の様に基準座標 を定義する｡

3 , - ik=塁N(芸)exp〔写)

wk-2sin(普) a｡二-0, ak- a-k

この変換によって (αk)に対する方程式は

2 N

ak- -Wkak一域 k′lEN",y ak,ak"akmD(k+k′+Vy+k")

D(0)-D(±4N)- -D(±2N)- 1

D(otherwise)-0

(23)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

と書 くことができる｡ (2.5)式の右辺第二項はモー ド間の相互作用をもたらし,また,

D(k)tまその相互作用の選択律を支配する｡たとえば,N- 16の時,初期条件 を次の様
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- ミルトン力学系の乱雑挙動

にとるとすれば

ako≠ O ak- 0 for k≠ ko

k(,によって直接励起 され うるモー ドは,

k+(±ko)+(±ko)+(±ko)- 0,2N,4N

をみたす kとなる｡例えば, k.- ll, と

す るとこの kは 1(-1)のみである｡ 次に

k- 1と k0- 11で励起 され るモー ドは

-9+ll+(-1)+(-1)-0

とな り -9(9)が励起 され る.この様にカ

スケー ド的に励起 されてゆくが,その順序

は次の図のとうりである｡

特別の例 としては k｡- 8 とすると,こ

のエネルギーは他には行きわた らない｡ さ

らに同様 の考察によって,偶数番 目のモー

メ

′
/▼5

3 I-> 7
ー 13Eコ

ll--●･I-9 -一一 7

＼ヽ13

13 - 5

＼ヽ 7

＼ 15

Pathwayofenergyflo､､イorN-16.A.,=11.

Fig. 4

ドのエネルギーは,偶然番 目のモー ドのみ

に流れてゆ くOここでは前述のように k0-11の場合 を調べてみようoまず始めに,各

モー ドのエネルギーの時間的変化 を見てみよう.次図はその一例 である｡
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200 400
TIM E

7nductionphenomenon,}ヽ'-16,人0-11･
i- 0.5,At=10.01,double precision･

Fig. 5

この図から11番 目のモー ドのエネルギーはある時間経過すると,急激に減少 し,その

頃から他のモー ドのエネルギーが増 えはじめていることがわかる0 11番 目のモー ドを

みている限 り,途中まで進行したとき,更 に実験 をつづけたときに,同じことがくり返

されると考 えられ,上述のような ドラマテイクな変化がお こりうるとは思われない｡事

実,場合によってはいくらっづけてもC?)同 じことが くり返 され るような場合 もある｡こ

れを区別するのは,11番 目以外のモー ドのエネルギーをみ ることであるo Fig･6から

ゎかるように 11番 目の モー ドのエネルギーの挙動は殆ん どかわらないに も拘らず,ほ

かのモー ド,特に 1,9,13などが次第に増えているのである｡ そ して急激 な変化をおこ

す準備 をしている｡恰 もはげ しい化学反応をおこす前のしばしの静寂に似 ている(線香

花火をみよ ).そこでこれ を誘導現象 と名付け,それ に要する時間を誘導期間と呼ぶO
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.5 1.0 1.5
TZME

2.0 2.5

Initialbehaviororexcitationorth¢nor-

malmodes.V-16,k0-ll,i-0.5.

Fig. 6

この誘導期間 T(),a)は:非線型結合の強さを表わす 人と, k.モー ドの初期の (11番

目のモー ドの振幅 a)に依る｡今 aを固定して スのみの関数 とみた時の結果 を次に示す｡

縦軸は Tl1(i)横軸は ワニ la2 であるO

1/T vsで･ Fig.7

025 ･05 n 075
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Tl1-0の所 までは実際に求めることは不可能であるが,外挿すると } >0 が存在C

す るよ うに見える.即 ち, } >人の結合定数のときには,エネルギーは他のモー ドにC

はほとんど行 きわたらず,系は周期的 に振舞 うのである｡この現象が兄い出された時,

これは計算機にはつきものの誤差の集積 によるものではないか とい う批判が出た ｡ それ

紘,実は,理論的にはこの場含には決 してエネルギーがゆきわた らないはずの偶数番目

のモー ドも,長時間計算 を行なうとエネルギーを持 って しまうことがあるか らである｡

これはまさに誤差のなせ るわざである｡そこで,誤差の検討 をここで簡単にしてお くこ

とも有益なことであろ うと思 う｡

微分方程式 を計算機 で解 く時に生ずる誤差は二種類あるo i)微分 を差分で置換える

ことによって生ず る誤差 (trancationerror) ii)ある桁以下 を常に打切 ることによって

生ず る誤差 (roundofferror)である｡ ii)については倍精斐 ･四倍精度法を採用する

ことによって,誤差 を′トさくすることができるか ら, i)の方が重大な ものとなる｡我

々の採用 した Runge-Kutta-Gillの方法による微 分方程式の解法ではこの誤差は差分のキ

ザ ミをAiとす ると,- ステ ップあた り(Ai)5 程度になる｡例 えば 100秒 間 をAt-

0.01秒 キザ ミで計算 したとすると10~6 程度になる｡この種の誤差の見積 もりは,計

算 を行な う時には必須 のものであるが,微 分方程式 を解 く場合にはどの程度逆行可能か,

即ち終端時間の値 を初期値 とし計算 を逆行させ,最終的に,はた してもとの初期値に戻

るかを調べることも,簡単でかつ見やすい方法である｡

この様 な誤差の検討,ならびに偶数モー ドの励起は誘導期間の後になって起 ることな

どか ら, この誘導現象は決 して計算誤差によるものではなく,この系それ自身が持っ性

質 と結論できる｡次に誘導現象を詳 しく調べよう｡

まず k- ko モー ドにのみエネルギー を与 えたとすれば,初期の段階では次の方程式

系が近似 的にな りたっ｡

ak +wk2ak +3域 .a:0- o0 0 0

ak十(Wk2+6}wk2ak2)ak-fk(i)0
k≠ ko

(2.7)

(2.8)

この近似では k｡ に対す る他のモー ドの反作用は省略 されていることに注意しよ うo

この近似は後に }～}C近 傍 での解析に於いて,訂正 を余儀なくされるoさて, ho モ
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- ドについては閉じた方程式となるので,完全に積分できるが,今近似的に次のように

置く

ako(i)- ako(0)cos(wk i)0

これ をkモー ドの方程式の右辺に代入し.時間をスケールすると(wot- T )

慧 +[ak+2icos(2T,]ak- gk(T,

ak- (A)2(1十31%20(0,,

(2.9)

(210)

h2- (i .)2雌2

となる｡ もし右辺 9k(i)項を省略すれば,この方程式は有名な Mathieu方程式 と呼ばれ

るものになるo gk(i)項は, k以外のモー ドとko モー ドのみ を含んでいるOこの方程

式系の解の定性的な様子は,その斉

次方程式,即ちMathieu方程式の安

定性 を調べることで判る｡つまり,

あるkモー ドの Mathieu方程式が不

安定な解 を持てば それは koモー ド

によってこのモー ドが励起 され十分

大きな振巾 (エネルギー )を持ちう

ることを示すからである｡

Mathieu方程式の安定性はよく知

られたように h…,akで決まるo図

8に不安定鶴城が示されているohk2,

akは ワ ニ â2,(a)k/who)2 を可変

な変数とみ ると,同図上の二直線の

交点として与えられる｡つまり
StableandunstableregionsOfMathieu

functions.

Fig. 8
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ak- (2+義 ) hk2

2

αk-(竜)+2hk2

甲≡ Aa2は非線型項の大きさを表わす変数である｡

(2ユ1)

(2.12)

甲,a'k/ak.が適当な関係にあると, kは koによって励起 されてこのモー ド-のエネ

ルギー分配は期待できるが,その条件 を清さないモー ドには,たとえ選択則 (2.6)によ

って励起されても十分エネルギーが流れないだろう. 甲を変化 していくと,励起される

モー ドは次々に交替 してゆくが,この図のうえから判ることは 行C(スC)の存在である.

qc>巧 では交点は不安定領域に決 して入らないからであるOまた,今は F･P･U系 と

は異な り高い振動数のモー ドを励起 したのであるが, もしk｡ が小さいものであれば,

wk/wk｡≫1 となる故,高振動数モー ドに対 しては, (ak,hE)は不安定領域に入 りに

くくなる｡ ド.p.Uはもっぱら低振動数モー ドか らのエネルギーの分配を調べたのであ

るが,それが期待通 りにはならなかったのはこのためである｡

この Mathieu方程式の安定性 を解析することによって,エネルギー分配の可能性 を調

べてゆ くと,一般に k. を高 く,Nを大きくすれば,前述のモー ド毎の(α,h2 ) の値

が不安定領域に属する可能性が大きくな り,誘導 されやす く,すなわちエネルギーが各

モー ドにゆきわたりやすくなるのである｡

またこの時の解の挙動の特徴 を述べておこう｡不安定領域のモー ドは指数関数的に増

大してゆくモー ドであるから,二つの接近 した初期条件に対応する二つの解の距離はや

は り指数関数的に増大 してゆくはずである｡そこで

Ax-lx(i)-x'(i)l
● ●

A去-巨(i)-aJ(i)I

A- (Ax2+A&2)J2

とする｡ 計算機 で logA を求 めると予想通 り時間に比列 していることが判 る｡こう

いった性質 を持っ力学系はC一力学系 と呼ばれ,現在知 られている うちでは最も紡陸
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的で,もちろんエルゴ- ド的な力学系*)である｡我 々が扱った系は完全ではないが,少

なくともエルゴ- ド的な成分を持った系であることは間違いない｡このことについては

KAM理論の後に言及する｡

7->7 の場合について補足 しておこう｡この時の各モー ドのエネルギーの振舞 いは,C

先の解析では不安定領域に入るにも関わ らず,誘導現象 は起 らない｡む しろ各モー ドは

同期 している様に見 うけられ るo Fig･7で [宅,7C]の部分はこの現象 の起 っている

ところである｡

13
9
15

ーノ′..リー''{j… 叫 .,如 ..0 2EK) l00 600 800 10CK)TD{ 1200 11m 竹∞ tm

NormalmodeenergleSOfthefullsvStCmforN-16,h0-ll,71-0･034
(A-0.088). Tisestimatedas1(施8.

Fig. 9

しかしこの同期の周期は 符を大 き くしてい くと誘導期間に連続 してい く｡直観的に

説明すると, qc近傍 では k｡モー ドのエネルギーが他 のモー ドに流れるこ とによっ

て減 り, 巧が実質的に減少 し でC以下になってしまうOそ うするともはや k｡ モー ドの

*) C力学系とは,その任意の点における按空間が,2つの接超平面の直和となり,その接超平

面の1つは伸長的 (接近する2点の距離が指数関数的に増大)であり,他方は縮小的 (接近す

る2点の距離が指数関数的に減少)であるものをいう｡数値実験では,殆んどつねに指数関数

的に増大する｡二次元では,二つの按超平面とは二つの方向となる｡
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ェネルギーはそれ以上流れなくなってしまう｡つまり,先の近似で無視 した他のモー ド

の k.モー ド-の影響がきいて くる現象で, ll,1,9 のモー ドのみの関与する現象 と

言 うことになる｡しかし1のモー ドのエネルギーはいっ も小さい｡そこで, 11モー ド

と9モー ドでエネルギーをや りとりできるよう9モー ドの影響が 11モー ドに及ぶよ う

な近似 を採用する｡

all+a･121(1+3}a:1+6}a92)all -0

●●

a,+W92(1+3}a,2+6lafl)a9-0
●●

この結合 した非線型振動子系を次の初期条件でといたものが図 10である｡

α11-0･624 左11-0
●

α9 - 0･273 α9-0

で- 0･117 (符>甲C- 0･066)

‰帆

10 20 Tlト亡 30 ∽ 50

Fig･6･ NormalmodeenergleSOfthe9･llsystem Eor〟-:16,4!1-0･624,
0itZ0･273,1-0･117(A-0･3)･

Fig. 10

(213)

(2.14)

エネルギーの交換は予想通 り同期的であるOこの方程式を)を摂動パ ラメータとする

摂動解 を求め ると
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all-Acoswlt+ AA′cos(2W2+wl)i+スA〝cos(2W2-Wl)i

+lA′〝cos3wlt+ 0(ス2)

a9-Bcosw2t+}B′cos(2wl+W2)i+lB〝C岱 (2(01-W2)i

+lB′′′cos3u2t+0(ス2)

となる｡但 し

車 wfl ( 1+‡ lA2+3人B2)

W22-wS(1+‡スB2+3人｣2)

(2.15)

(2.16)

A(i),B(i) 等は A,B,a,子1,GO29の関数 として求めることができる｡これは Fig.10を

よく再現する｡実際には, 9,11モー ド以外のものもこの現象に関与するO 9-モー ド

が安定領域に入るとき, 13モー ドが不安定領域に入る｡これらは同時におこるので,

現象は同期的に進行するのである｡ (Fig.9)

このように, F.P.Uに端 を発したエネルギー分配,熱平衡の達成の問題は,不安定

性から理解 されることがわかった｡このためには適当な大きさのエネルギー,結合定数

の場合 でなければならないことは今まで見てきたとうりである｡しかし, これ らの条件

が満されている時の解の性質については,C力学系的であると言えるだけで, これ以上

のくわしい事 を知るためには様々な準備が要る｡次の章では数学的な観点に立って,今

までに得 られた重要な理論であるKAM理論 を紹介しよう｡

§3.KAM理論

1)積分系と安定性

積分系とはf自由度 を持っ/､ミル トニアン系で,f個の一価の積分Fi( i-1,-.i)

を持つものを言 う.Fiのうち一つはハミル トニアン自身であるが, それらは互いに包

含関係になければならない.即ち,すべての7n,nに対して

aF

･F-,Fn}- ,;1(若 一 菜 箸 )- o

n ll1

aqJ

とする｡Fiは一定の値 をとるから

Fi(p,q)-ki - const 乙 - 1,2,- f

とお く｡いま2つのベク トル

vi- i
aFi aFi

- '市(7,I
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Ui- ほ , - 岩 音

を定義する｡明 らかにγ.と打.は直交し,1 1

(Ui･Vi)- 0

包含関係は

(Um,Vn)- 0

であるO軌道ののっている空間 (多様体 )をMとすると,Mの上では F - k をみたす｡nl 111

Ymは F - kmの面に直交するからすべてのU はFn-fm の面に接するOそれ故Mはm ∩

すべてのベク トル場Umに按 している｡Mは有界であるとす ると,これはMカ号 -ラス

であることを示 している｡すると適 当な正準変換によって (p,q)-(k,甲),H(p,q)

をkのみの関数H(k)とすることができる.H(k)は甲を含まないか ら,これで積分が求め

られ る｡この軌道はJ次元の トーラスの上にある｡ トー ラスには連続的な変化で消滅 さ

せ ることの出来ない閉曲線がJ種類 あるっその曲線 を γiとして

Ji-吉 J,.(Epidqi), i - 1,2･･･,f
1

によって作用変数 を定義する｡連続的 な変化で消滅 させ られ るような (単連結 の面内の)

閉曲線に対 してはこの積分は 0であり, J･は kのみの関数で表わされ一定である｡ J･L ､~̀■- -- - - ~ L

に対する角変数 βiは

e'i- 芸 -wi (一定 ,1

0.=W.i+♂.1 1 1
又 0は 27Cを周期 とするからp, qも周期関数であ り

pi- ∑pim(i)e

qi-∑ qim(I)e

i召mk(wkt十 ∂k)

i宅nt(wkt十∂k)

と表わされ る｡Mの上で軌道は準周期的であるO もし周期 Ti- 27r/W･の比 が有理数でI
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あれば適当なTをとると

Oiの- Oi(0)+2打×整数

となる｡このときは軌道はすべて閉曲線になる｡

一般の系はもちろんこの様な単純な可積分系ではないが,その時,系の挙動はどうな

るのであろうか｡その為に例えば積分系に小 さな,一般的 な摂動項が加った系を考えて

みよう｡この時,摂動項の存在によってどのくらいもとの積分系と様子が変るであろう

か｡これに答えるのが,この章の標題に掲げたKAM (Kolmogorov-Arnol'd-Moser)理論

である｡

Kolmogorov は理論のあらましを1954年 Moskovaの国際数学者会議で発表 したが,

くわ しい報告は出さなかった｡その後 Arnol'dと Moserは独立にその証明 を与えた｡

この理論に入る前に, Poincar6写像の方法 と Poincar6-Birkhoffの不動点定理をのべ

ておこ う｡

2) poincar6 写像 と Poincar6-Birkhoffの

定理

poincar6写像の考えは2自由度系に限らな

いが,視覚に訴える意味で理解 しやすいので

2自由度系に話 しを限ろう｡エネルギーは保

存されるから運動は三次元の中に限られる｡

適 当に定義 した二次元平面のある領域の点か

ら出発したすべての軌道が,またこの平面 に

交わるようにすることができる｡図を参照 し

てほ しい｡この面 をPoincar6のcrosssection

と呼ぶ ｡ 面Pの一点に対して,この点から出

発 した軌道が次にこの面Pに交わる点 を対応 Fig. 11

させる変換 を考えることができるが,この変

換は Poincar6mapping と呼ばれている｡これをTと表わす と, x｡EPから出発した軌

道は次々に T(xo), T2(xo)･･･,Tn(xo)･･･,の点でPに交わることになるo Poincar6

map.の性質 を知ることはもとの力学系の性質を知る有力な手段 となることは言うまで
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もない｡またPoincar6-Cartanによって証明された様に,ハ ミル トン力学系の Poincar6-

mappingは可微分で,保測変換であるという都合のよい性質がある｡保剰な変換のもっ

一般的な性質を調べることが,ノ､ミル トニアン力学系の性質 を定性的に知 ることになる

とされるのはこの理由か らである｡

poincar6写像は軌道の出発点 を同時刻にとって も,写像点は同時刻の点ではなく微分

方程式に従 う連続的な変化の結果によるものである.しか し,これを一般化 し次に一般

に離散的な保測変換 としてTの性質を調べてみよう｡ Tが不動点, T(Lro)- tr. を持っ

としてこの回りでの変換の様子 を調べる｡線型変換〟は次の様に定義される｡

∂
T(xo'∂x)- T(xo'' 布 T∂x'o(∂x2 )

… x.+M♂x+0(∂x2)

Tは保測な変換であったから,Mも保測な変換でなければならないO従って IdetMl

- 1を満たすOそこでMの一般形は次の様になる.

･-(;二bd,';二三)
a2-d2-C2+b2- 1

変換〟に対 して次の二次曲線¢は不変である

¢- (A-C)x2十 2dxy+(A+C)y2

¢(M(∫,y))-¢((tr,y))- 一定

(32)

(3.3)

(3.4)

となる｡この不変曲線群 ¢は a･b,C,d 値によって次の様に分類される｡二次曲線¢

の楕円率 E

b2_C2_d2 1-a2

E=
b 2+ C2+d2 b2+C2十 d2

によって

E>o 楕円

E- 1 円

E<o 双曲線

E- o 放物線
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となる〇 さらに剰余 (ResiduelRkR-十 を TrM-i (1-a)と定義す ると,Mの

固有値は

1- 1-2R±√京子~~R=T)

となるo RとEの関係 は

(3.6)

となる｡

0<R<1の時不変二次曲線は楕円とな り, この時固有値は互いに共役な複素根 となる.

これは,位相点が楕 円の周上 を周回することを意味するO前節の可積分系 の不変 トー ラ

スの切口に対応す るこの場含のみ詳 しくしらべよ う. a - cos27rW.とおいて一般性 を

失わない｡

求-MI MI M
5個

sin27ESw o

sin27rWo

Swo- 1の時

sin27rWocot27ESwo+a,

三三oct2nSwo'd,'sbi'nc2ww.C..2wSw.-d )

-(1.::) (3.7)

となるO即 ちこの様な a-cos2相 Oに対 しては,楕円の周 上の位相点は全て S周期点

であ り,その他の αに対 しては,軌跡は桐密 にこの楕円の周 を埋めつ くす｡このようにし

てTの楕円型不動点のまわ りには線形近似によれば楕円の不変曲線 が存在 し,変換Mに

含まれ るパラメーター αの値が痔別な場合 には,その不変曲線はすべて多周期の不動点

となっている｡二 自由度系 を考 えると,可積 分系 では T自身 によって二 次元 トーラス

が出来 る｡ したがって Poincaremappingで は不 変曲線族が常に存在す る｡上にみたよ

うにその族の一つの曲線上では一般には準周期的 であるが,丁度周期的になる不変曲線

も散在す る｡ この事情 は線形近似による場合 と異 る｡ (Fig. 12)
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2 8 1

9 t 72

3 3 T o o

ー0 4 6 13
5 8

4 ー2
一一 5

Fig. 12

さて,ここで記号をあ らためていままでの可積分的な変換を To とし, これに小さな摂

動の加わった変換 をTとか くことにする｡ Fig･11においてIlは T. による丁度周期

的 な不変曲線 とする｡r上では,その上の任意 の 1点 Oから出発するとr｡の変換によ

って 1,2,3,- と写像がえられ.た とえば丁度 n回 目に もとの点 0に一致するoIJで

は Tnの不動点はないから, Tnに対 しF'は ,例えば Fig.13 の よ うに左に回転 し

てゆく点か らなる不変曲線 であり, Il~は右 に回転 してゆく点か らなる不変曲線 となる｡

次に Toに小さな摂動がかかった変換 Tを考えるOすると変換 Tに対 してIlはもはや不変

曲線ではな くなる. しか し, I1-近傍の点は Tnによって右に, I.'近傍の点は左に回

転するという性質は,摂動が十分小さければ変らない｡7'の不動点を原点 とし,そこか

ら伸ば した半径上の点の集合(e)からの Tn写換点は, T,T十,r~との交点の近傍では図

の Tn(a)なる曲線 とな り,Tが連続な写像であるから必らず半径 と交わる点 qが一つ存

在する｡ qの原像 pはもちろん半径 上にありq- Tnb)である｡この点だけは Tnによ

って同じ半径上を動 くのである｡さて,角 甲を連続的 に変えてゆくことによって,各半

径 上の点p, qも連続的 に変化してゆき,それぞれ曲線 γとγ′を定義す る｡ Tn(r)-γ′

の関係があることは言 うまでもない｡同時に閉曲線 γで囲まれた領域紘,閉曲線 γ′に

囲まれた領域に写像され るが,特にrの性質からこの領域の面積は相等 しいことに着 目

するとγが完全に γ′に取 まかれることもないし, その逆 もないことが判 る｡すなわち閉
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ーt

e T(e) ｢

f r≠ ｢∫r
｢

′

十

Fig. 13

曲線 γとγ′は交わっていなければな らない｡この時偶数個の交点 を持っことは自明で

あ る｡ この偶数個の交点は,それぞれ同 じ半径 の上のγ上の点で もありγ′上の点でも

あるから, ㍗ の不動点である｡さらに,指数 をしらべるこ とによってこのうちの半分

は楕円的であり残 りは双曲的 となることが判っている.また,楕円的な不動的のTによ

る軌道 (写像点)はx,Tx,･･･Tn-1x でこれ またすべて楕円的な Tnの不動点となるから,

もしk個の軌道 があるとす ると, Tnの不動点は 2kn個 あることになる｡その様子を

Fig.14に書 く｡ これ ら双曲的 ･楕円的不動点は交互に配置されていることがわかる｡

以上で Poincar6-Brikhoffの定理の解説を終える｡
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Fig. 14

3)KAM理論

作用積分 Jと,角変数 甲で表わされ るf自由度の系で- ミル トニアンは二つの部分に

分れ るとする｡

H(J,甲)-H.(I)+ EV(J,甲) (3.12)

Eは小 さな摂動パ ラメタ-である｡ J, 甲はそれぞれf個の Ji,Pi をまとめて表わ し

たものである｡ハ ミル トニアンH｡は不変 トーラスを もっている｡この不変 トーラスは,

poincar6 写像に対 しては Poincar6-Birkhoffの考えたような非線形変換 T｡による不変

曲線に対応す るものである｡従って-シアンは



ハ ミル トン力学系の乱雑挙動

(3.13)

であるとする｡上にみたように,微小な摂動が加わると,Ho(I)による不変 トーラスの

まわ りにn周期解の存在することを Poincar6は証明 したが, この不変 トーラス自身は

どのようになるだろうか｡これがKAM の定理の関与する問題である0

今正準変換W(J′,♂ )によって,正準変数 (I,甲)- (J′,p')と変換され,同時にハ

ミル トニアンHはH′(J′,?′)

H-Ho/(I,)+82H2(J′,p,) (3.14)

と変換され るような正準変換を作ったとしよう｡この正準変換 を次々に構成 してゆくこ

とができるならば,最後にハ ミ′レトニアンは H-How(J∞ )とな り系は可積分系である

ことを示すことができる.即ち Jw(I,?)-一定なる積分が存在する.そしてこの不変

な トーラスは非摂動系の トーラスを少 しゆがめたものになるだけなのである｡そこで,

この様な正準変換折を次の形で求めてみよう｡

W(J′,甲)- ∫/甲+ES(I/,?)

∂5

とおくと∫-器 -I,･ EBg ,

aW aS

p'= 前 7=P+e有戸

である｡Sは甲について周期 1の周期関数であるとして

S(I,,p)- kE*oSk(I,)e2柵 )

∫
tk,甲)≡ i!.kiPi

V(I,甲)も同様に展開できるとして

V(I,?)-Vo(A+kEtoVk(AeかHk,97

とする｡先の変換された変数 (J′,甲′) をもとの'､ミル トニアンに代入すると
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E-Ho(A+EVo(I)+6kEiOVk(A e2wifk,め

Eo(J')

-H.(F')+EV.(J')+

+82[･･････]+･･･

Elig o,岩上 ∑vk(I,)e2棚 ]

(3.19)

となるo ∂H./∂Jでエ リi(J′) として, Eの一次の項 を0とするように Sk を決めてや1

る. (3･13) の条件か ら yiは一般に J′の関数 であ り,これ が後の解析に必要である

こ とがわか るだろう｡

ty,芸 才. k雲 ｡ vk(P,e2柵 d- o

l2打ily,kiSk(I,)+Vk(I,)]e2打ifbd - o

S k(J')-
iVk(J')

(27Ty,ki
(3.20)

となる｡ところで, こうして求めたSはあ くまで も形式解であって,その収束性が保証

され なければなんの役にも立たない.残念な事に, Skの分母は (27",ki-∑27"･k･11

の形をしてお り,一般にい くらで も小 さくな りうる｡この為 Sは一般的には収束しない

のである｡この困難 は ｢小さな分母の問題｣と呼ばれている｡ところが, Kolmogorov-

Arnol'd-Moserは 日27Ey(J′),kIlに有限の下限を与えるJ′が位相空間の中で有限測

度存在することを指摘 し,従 って十分小さな Eに対 して位相空間の中に先の Sを収束さ

せ る有限測度 を持っ領域 (∫′) があることを主張 した｡たとえば簡単な二自由度の場合

に見てみよう｡まず,適 当なK, LLに対 して,いかなる kl,k2に対 しても

･i a-i

を満す aが存在するとすれば,この α(yl,y2)に対 しては,

ISJ_<∑
k 27(Iy,kl

- ∑
klk2

hk(J′)

<(2打y2K)~1∑ ihk(J')lkrl
klk2
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とな り,この右辺の最後の和は hkが困 -(klトロk2[-- の時十分速やかに 0に

近ず くとすれば, (このことは,摂動項があまり特異なものでないことを仮定している)

収束することは容易に判 る｡そこで, V ≦ リ2として一般性を失なわないから, [0,1]1

区間にこの様なαがどの程度存在するか しらべてみよう｡〟-4のとき,

K

Ia一号巨<官 となるaは

kl=1:k2- 0, k2- 1 の時それぞれ

Ial<K Ia-1J<K

k= 2 :k2- 0, k2- 1, k2- 2 の時 それぞれ1

困 <芸 , 恒 を ,< 芸 ,La-11<芸

kl= n :, k2= 0, k2- 1 k2- n の時それぞれ

･a･<意,La-i ,< 言 , la-1(<言

となるo図示 してみると Fig･15の太線部 となる｡この太線部の全部の和 Ⅰの測度は,

4
一5

3
一4

2
7

3

t
5

1
一2

2

一5

1一3
1
T

l
一5

K
一
篭

旦
81K

一6-5

旦

16K
苅

K
一81

旦
腔
f6

Fig. 15

k1-=1 埠 1 ~kT-1 境~1

∞ K め

lZl<._i:_.万一kl-K ∑ - K･C(3)
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と評価できる｡ (〟- 4 )
00

C(3㌔;lk;3E蛸 限となるのでKを適当に決めれば-.JIl<1とできるo これか

ら,あらゆる kl,k2に対 して

K

巨 封 ,軒kl

を満たすαの集合の測度は0ではない｡以上が, KAM理論の荒筋である｡ 大切なこ

とは今の例 について述べると,少な くとも閉区間 [0, 1]で桐密な,有理数全体 (o

≦ Q≦1)はIに含まれる,即ち有理比の関係にある振動数の組に対 してはSは収束し

ないことになるのである｡つまり,摂動に対 して,変形はするものの保存され る不変 ト

ーラスは連続的に変化する族をっ くらないことである｡即ち可積分系は小 さな摂動に対

し安定ではあるが,この様にきわめて複雑な性格を持っているのである｡さらに双曲的

不動点のまわ りの挙動の複雑は敬嘆するべきものがある｡次 にそれ をみよう｡

4)双曲的不動点のまわ りの不安定性

最後に Poincar6写像 における双曲的不動点の回りの解の動きをみてみよう｡双曲的

不動点の近傍の点の運動は Fig.16のようになっている｡

H_

Fig. 16
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双曲的不動点は,いわゆる乾点であって,そこか ら離れてゆ く点の軌跡 H_- 1xLlim
n-十〉oO

r n(a)- xo) と近づ いて くる点の軌跡 H.-(3日im Tn(x)- xo) の二種類の枝が出n~~~~九)○
ている:)異なる双曲的不動点 pl,P2か ら出た H.,H_ は交 わ ることがあ ｡うる(Fig.

Fig. 17

17)｡ この異種の二枝 の交点を Heteroclinicpointと呼ぶ｡ Heteroclinicpointは一つ

あれば,実は無数 にあることは Tが連続 な写像であることから容易に判 る.

Fig･17 において plに入 るH_とp2 か ら出 るH.を考 えよ うOこの二つの不変曲線

が Alで交わ った としよう0 4 はH_上の一点 と考えれば H_上 をplに向って,4 ,

A3,･･･と写像 され るOまた Al をH. 上の一 点 とす れ ば, A2,A3,･･･はH.上になけ

ればならない｡従ってH.の軌道は図のよ うにH- の曲線上を折 りたたまれ る｡またこ

の変換は保側的 であるか ら, H十 とH_でかこまれ る面積すなわち 4 B.A2,A2B2A3,

･) この二種類の枝H.とH_は夫々n--又はn一一-で不動点 xoに到達するoa.又はE

は軌道の一意性と直続性からそれ 自身と交わることはない｡たとえばH.が Fig･16のようにX

で交わったとしようoこのⅩは∬Oに最も近いものとする｡Xの写像Ⅹ′はXと布 の中間にあ

り,′トープの上の一点Xlの写像点 XiはH.の上でX'の手前にある｡ところがXに近い x2

は, x2雪 Xとループをっくるのでその写像点X'2はXiよりもっと手前になければならないo

Lかしx2を十分Xに近づけてとればX;とX'は十分近くなければならないoこれは矛盾であ
る｡

- 5 1 -
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Fig. 18

Fig. 19
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A2B2A3,A｡B3A｡,･･･等はひとしいoところが, Al,A2,-･は無限回くり返 してpl

に到達するから, AIA2,A2A3,･･･の長 さは段々と短かくな り従って,折れたたみがは

げしくなると同時に,H+ の弧は細長く伸びることになる｡この様子 を画いたものが,

Fig.19である｡

結局以上のことから,摂動によっ

て破壊された不変 トーラスの後には

楕円的不動点のまわりにはヒエラル

キー的な構造が現われ,その中の双

曲的不動点のまわりには Heteroclinic

pointが存在し得て,この時にはき

わめて複雑な挙動をす る位相点の領

域があることになる｡そして摂動が

大きくなるにつれて,この領域 (st-

ochasticregion)も広がってゆき,

実際数値計算で も容易にとらえられ

Fig. 20

るようになるであろう.この事情がよく現われている有名な H6non-Heiles系 を紹介 し

よう｡

H6non-Heilesは銀河系の星の運行を調べるために,次の′､ミル トニアンで記述 される

系を考え,数値計算 を行なった｡

H-i (よ2十 i2)十 V(x,y)

V(x,y)-i (x2･,2･2x2ツー‡ ,3)

J.Ford によれば,この系は図の様な円周上の非線型振動子 と等価である｡但 し,

-様な回転 を表わす自由度は運動の恒量であるか らこの自由度を分離す るために,次の

線型な変数変換を行なう｡

H-i(A2･p22･p,2)･与 (xl- x2)2号(x2-X3)2十与(x3-Xl)2

-号(x2-Xl)3-号 (x3-32)3-号 (xl-X,i
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によって

H-i(qi･q22･q32･3yZ･3y32)I(3a/Jf)(y2y23-i,23)

qlは運動 の恒量であるから,これを無視すると,H6non-Heiles系 と一致することが判

る｡

この系の Poincar6写像は Fig.21であってエネルギーが小さいときは(a)KAM 理論

の不変曲線で覆われている.エネルギーが次第に大きくなると(C),T5 の不動点があら

われ,島構造が見える｡不変曲線以外の部分の点は 1つの初期点からの写像点であって,

不規則な挙動 を示 している｡

このような不規則領域はエルゴ- ド的であろうか,これをみるためにこの系を少し変

形 して

E-i(p12･p22)+i(蛋+x22)+x1232･与-23(1-28)

なる系 を考えると,これは 8- 1で H6non-Heiles系 と一致 し, 6- 0で可積分系となる

る｡可積分系に近い程不規則領域にも可積分系の痕跡があらわれその構造が明らかにな

るであろう.しか し8- 0にあまりに近すぎると,不規則領域は′トさくな りすぎて,鶴

察に不便である｡そこで e- 0.5の系 をしらべ ることにしよう｡ Fig.22 はそのPo-
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ー∴ ～Q

h=0.08333 r_対

するtJ)町=ul娘.xii'JL'/i

な川刺的軌道(Hinon,
Ileiles,Ford)

(b)

切断曲線(Hinon,Heiles.F｡.d).(a:h=O.1(娼29165.(b)h=0.12500

Fig. 21

incar6 写像 の一つであるO図中の3から出発した写像点は,(1)と(2)の点線ではさまれ

た領域の中に限 られ,(2)の点線の中の一点 10か ら出発す ると図のような写像点の分布

がえられ るが,その抜けている領域の点 17か らの写像はその空白の領域 を埋める (

Fig.23)｡ このようにしてこの乱雑な領域は,一つ につながっていず,準周期的な

軌道の走 る不変 トーラスで隔てられていることが明瞭に察せ られる｡

さらに, この領域の中に入れこ状のヒエラルキー的な構造があることも判る｡
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PoincaLrimapofthesystemHl/2,A-0.】25.Thenumt光rS1,2,･･.,i.･･･standforthestartingpoints
Pl,P2,-･,Pl,-･inthetext.ButonlythenappedpointsstartingfromtheinitialpointsP3,P5,P6,PT,

Pf,PyandPloareillustrated.

Fig. 22

.;夢:::･･.r･q･･.,･.､.ヽヽ ヽ ∫

●｣- . メ.''
1吋 ;I;...''･

-82 -81 0 0.1 0.2

poincar丘mapoftheSystemH- IA--0･125
fTortheinitialpointPlT･
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この乱雑領域の一つ一つ を, stochasticcomponent,又は Ergodiccomponentと呼ぶ｡

この領域から出発した軌道は,この領域内を恐らくエルゴ- ド的に埋めつ くすであろう

が,決して領域外には出ない｡したがって系全体としては ｢測度的可遷性｣ を持たない

か ら,本当の意味のエルゴ- ド系ではない｡しか し H6non-Heiles系 でエネルギーを増

していけば判るように,この Ergodiccomponentはそれにつれて増大 してゆきかつ融合

して一つになってゆく幌向がある｡

最後に戸田格子の可積分性について調べた例に言及 しておこう｡この吸倉の Poincar6

mapは Fig.24の様になった｡a, bは共に2自由度系であるが境界条件が異ってい

る｡ aは両端 を固定 した 2自由度系, bは Fig.20の J.Ford の系である｡どちらも

相当高いエネルギーを与えてもH6non-Heiles系の様に Stochasticregionを持つことがな

かった｡ Fordらは計算機 を使って多数の不動点を求め,その点の剰余Rの値 を調べた

所,すべて0であった｡これは可積分系であることを示唆するものであり,これが契機

トーく一･〇-1

kニ4､gT?

Fig. 24a
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Fig. 24b

となって,後に H6non 自身,又 Flaschkaによって n自由度系に対 しn個の積分が求

められ るに至った｡

5)土星の環の間隙とKAM理論

最後の節でKAM理論 で説明できる興味深い話題 を紹介 しておこう｡何故土星だけ

に環 が存在する理 由は不明であるが㌘)'それが土星の引力による潮汐力によってその内部

にある衛星は破壊 されてしまう有名な Rochelimit (土星の中心から152,300km ) の

内側にあることから,この限界内に入 り込んだ天体の残骸 とも考えられる｡土星には環

以外に,三つの衛星, Enceladus,Mimas,さらに最近発見された Janus(1967) があ

る｡それ らの配置は Fig.25のとお りである｡ Janusは辛 じて Rochelimitの外側にあ

る｡

*)最近 (1977年)天王星にも環が発見された｡この環の成因は土星とは全く異なるものらしいo
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Fig. 25

問題は環に図のごとく, cassini-divisionを始め間隙があることである｡ところで,環

を構成 している小粒子の一つ一つと,土星 衛星のうちの一つ Mimasは三 体問題 (刺

限 )と考えることができるo土星 をめ ぐる,′磯 子は試粒子とみなせて,この存在が土

星はもちろん Mimasの運動 に反映することがないと考えてよいからである.また M卜

mas を, 土星の回 りを周行する小粒子に対する摂動と見なせ る｡ そ うするとKAM

理論から′憧 子のうち,その周期が Mimasの周期 と有理化の関係になるような位置に

あるものは不安定であ ｡,そうでないところでは安定な軌道があって環 をっくることが

判r5o Mimasの振動数 Wの有理数倍 となる軌道はそれぞ れ

9- 2W , 116.9 103km

β=3α , 89･2 ×103km

B- 3Q′ , 114.5 ×103km

但 し最後 W′は衛星 Enceladusの振動数 実際に土星の中心からこの距離ところに,

間隙のあることは前図でみたとうりである0 116･9×103km, 114･5×103kmは C-

assinidivisionの内側の ringB の中に入っているが, Franklinによれば環Bをっ くる粒

子の質量の影響を考 えると(土星の質量が少し増 したこと相 当する )Cassinidivision

の中に入るというo同様な現象は,地球の回 りの′帽 星の運動にも現われるが,やは｡

KAM理論によって理解 することができるoまた,最近では量子力学の問題,原子 ･

分子の振動にもKAM理論の考え方を適用する動きがある｡
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l

撞 球 問 題

1961年 sinaiは二次元 トーラスの中で,なめらかな境界をもつ凸領域を有限個抜い

た領域の内部 を質点が壁面で完全衝突 を行 うときはこの系はエルゴー ド性があり, K一

系であることを証明した｡すると,この条件に合わない系をしらべることは意味がある

だろう｡ここで考える問題 は二つの中心のはずれた円の間を質点が運動をす るときの問

題である｡外側の円は凸形でないから, sinaiの条件にあてはまらない｡この領域の中

の運動 を記述するのに便利な座標は外側の円周上の一点から測った弧の長さと,衝突の

入射角 をaの sine s- sina であるo iは円周の長さで割ってあるとし 刷 ≦0.5,

日日≦号 とするo質点は外側の円に当る度に (/1,31), (Z2,32),-･の値を与え

る｡(i,S) 平面上での点の動きは 1つの写像 Tで表わされ る｡この写像は面積 を保存

Fig. 26

thecoordinatesystem (1,S)
inthetwoeccentriccircles

centeredat0andO′,
wheres=sinα

する (Birkhoff).このことは上の簡単な場合には計算で直接証明することが出来るし,

もっと美しい証明は Poincare-Cantanの定理か らも与えられている｡(Arnold,Aver,

ErgodicProblemsofClassicalMechanics,.Appendix 31 をみよ )O
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外側と内側の円の半径を夫 々R, rとし, 2つの円の中心間の距離を∂とするor,=

r/R, ∂′-6/Rとお く｡0を中心 とし半径r+∂の円を画 くとこの円に接する軌道の

αを∝o(30- sinao) とすると ∫> ∫Oでは, lにかかわらず Sは一定に保たれるo

Fig･27は ∂′- 1/4,γ′-1/2 に対する写像である｡ここには4つの領域A,ち,C,

mapplngSfor

r′=0.5,8'=0.25.

●0.6 D 5

･...I,...一.....V...′/...'--.....-..../ ->JA-てlT-.i.予 ..

}.'1.::I:.'-..C '....i:.i': :.:'- ... ..I:i'.:''.,}′:'て .●:..':i ''t'
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0.;I:'B....0:.: . .:::.O'...'.I :'B :.I

･0.2･0.i●0.ち.d ●●｡′● - ● .

●●●● ● ●● ●● ●

- ●●■ 一 ､● ●●●

I:.::...≡..:'.'...''.'...''.:...至 '..;...:i:.:.,.I:::..I..I...7 ..i.'言:I.;..-:..1:,..i..:......
SIl:''':._,.i .':/:.:I-..:'..'.:_●..'.'..:..I.::,..A:､●.●....'吉 .｢

D

Fig. 27

Dがあるo領域Dは上にのべた ∫> so の領域であるoAではTに対す る不動点 (0,

0 )のまわりに不変曲線がある｡この不変曲線は原点の近 くでは楕円であるが,原点か

らはなれるにつれてひずんで来る｡ BCの領域の境界は,内部の円と丁度按す るような

軌道となる(/,∫)の値できまる｡Aの領域はこの境界に接 し,Aでは必らず二つの円

と交互に衝突するような (i,S) の組である｡この領域の不変曲線は一つの積分である

と思われる｡

領域Cでは質点は内側の円にあたらないで再び外側の円に衝突する｡それ故このとき
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はαは変らない｡ (/,∫)の図では横軸に平行にすすむことになる｡ もしその点がCの

領域か ら外れてBの中に入ると,次には内側の円と衝突する｡Bの領域の中の写像はA

と同様,不変曲線の上を動き,Cに入ると,写像点は平行移動 し再びBの領域に入った

ときは,前 と異なる不変曲線上を動 く｡こうしてCの領域を通 して不変曲線の間を転移

す る｡これが図にあらわれ る写像点の乱雑な分布の原因である｡

不動点は (0,0)のほかに (1/2,0)があるが,この点は不安定である｡図にはそのほ

か 6つの安定な不動点があ り,そのまわ りに島が出来ていることが示 されている｡

この構造は, H6non-Heiles系と同様に見えるが全くちがう｡ H6non-Heilesの不変曲線

はKAM理論のそれであり,連続的に存在するものではない｡

衝突によって一つの不変曲線 (積分 )から他の不変曲線-転移す る例はこのほかにも

ある｡この種の系の乱雑挙動 とエルゴー ド性は,しか しまだ十分しらべられていない｡
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