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概要 :強 く相互作用し合 っているボーズ粒子系の集団励起の性 質を一般化 され た集団座

標 を用いて研究 した｡特 に, フォノン領域での波長の十分長い部分の素励起スペク トル

の形 を理論的に調べ- リウム廿におけるフォノン ･エネルギーは基底状態での粒子の零

点運動に強 く紋存 していることが判明 した｡これまでに受け入れ られていた解釈とは異

な った,液体- リウム1でのフォノン ･エネルギー ･スペク トルの主要項は零点運動と

粒子間の相互作用に基づ く粒子の平均運動エネルギーと,そ して相互作用ポテンシャル

のエネ′レギーか らの寄与であることを提案する｡ 我 々はフォノン ･エネルギーをこの様

に解釈す ることによって,最近実験で指摘 されている- リウムlでのフォノンは異常分

散を示す という事実を理論的に説 明で きるのではないかと信 じているO

最後に.集団運動 と個別運動 とを分離 して取 り扱 う方法として,朝永によって提案さ

れた方法を三次元の多重 モー ド-一般化す る手法 を兄い出したので紹介す る｡

§1. まえがき

強 く相互作用 し合っているボーズ粒子系の問題 を理論的 に解 くことが大きな課題にな

っている｡これまでに多 くの人々によって,ボーズ粒子系の素励起 スペク トルを求める

研究がなされてきたが,まだ十分満足のい く理論は建設されていない｡

弱 く相互作用し合 ってい る場合の理論は,ボゴ リュ-ボフ等7),8)によって建設 された

が,例 えば He孔の問題には用いることができないOそこで,我々は強く相互作用 し合

っているボーズ粒子系の問題 を集団運動の方法で解 くことにする｡

まず, §2.で我々は Percusl) によってフェル ミ粒子系の問題に用 いられた一般化さ

れた集団座標を,強 く相互作用 し合 っているボーズ粒子系の問題に応用し.波長の十分

長いフォノンのエネルギー ･スペク トル を求めるのが目的であるので,粒子間の相関は
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ほとんど無視できるので RP.A.近似2)を用いて計算 を進める. §3.では絶対零度付近を

考 えると,系の大多数の粒子は運動量零の状態にではないが,その近 くに存在 し,運動

量の大きな粒子からの寄与は少ないだろうという仮定の下に, §2.で求めた分散関係を,

原点のまわ りにマクロ-リン展開して解 く｡ §4.では我々の求めた結果と他の理論や実

験等との比較や議論が展開される｡ §5.では集団運動と個別運動 とを分離 して取り扱う

方法として朝永3)によって提案された方法を三次元の多重モー ド-一般化する方法を兄

いだしたので紹介す る｡

§2. 一般化された集団座標と素励起

良く知 られている様に,演算子〃k'が

〔H,pk']lo> -方 W(k)pk+Lo> (2-1)

なる運動方程式を満足するならば Ik>-pk'Io> は励起エネルギー 加 ,(i)を持った,

励起固有状態となり,系の独立な素励起は演算子〃:に よって もたらされ ることになり,

この素励起の性質から系の性質が知れることになる･,

式 (2-1)で,Hは全系のハ ミル トニアンで,

H-三豊 十 乙葛F vk,eit'･(TL-,j) (2-2)乙2m

Vk′は二体ポテンシャルのフーT)エ係数であるo io>は系の基底状態の波動関数であ

るっ

従って,問題は式 (2-1)をできる限｡良い近似 で満足するpk'を兄い出すことであ

るt,

強 く相互作用し合っている粒子系で起こる運動について考 えてみると,一つ7)粒子が

運動するよりも多数の粒子が同時に運動する (集団運動 )方が,ポテンシャル ･エネル

ギーの面で起 こり易い場合がある｡特に repulsiveな core を持っ様な粒子系において

は起こり易いO従って,弱く励起 している系を取 り扱 う方法として,この集団運動に目

をっけてこの運動 を量子力学的に取 り扱って行くというや り方は･少な くみても系の性

質を理解す る上で有益 である4,),5)

そこで,強 く相互作用し合 っているボーズ粒子系での集団運動として,粒子密度のゆ
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強く相互作用し合っているボーズ粒子系の集団運動の方法による記述

らぎに着目してみる｡この密変のゆらぎは音波 として,系の中を伝わ って行 くであろう｡

この音波 (フォノン )を記述する座標 として,密度のフー リエ成分 pk-i:eik'r乙 が考

えられる弓),3)しか しながら, pkそ の ものはKの大きな所で Harn- Cに振動 しないし,

又個別粒子の運動との分離がうまく取 り扱えない｡そこで我々は,この座標をmodifyし

た一般化された座標 を用いることにする｡

pk+-Ee加 ∠G(P/) (2-3)/

この座標 はPercusl)がフェルミ粒子系の電子気体の間堰に用いた ものである｡ Etters

はこれに似た座標 を第 2量子化した形を用いてボーズ粒子系の問題 を解いている｡式 (

2-3)で,係数 G(PJ)は 〃k'がflarm'nicに振動す る様に決定する｡即ち式 (2-1)

を満足す る様 にG(Pl)を決めるo

G(Pl)elk'rn- eik'rnG(PJ十方K･∂n,/)なる関係 を用いて, 〔H,pk']を計算す

る｡計算の結果は

〔H,pk'〕-∑ eLk'rL(G(Pi)方-k(P乙)十i

･ ,崇kSVk,e榊′).(r,~rL'lG'Pj)-G(Pj-るK ,〕) (2-4,

ここで, wk(P}- 〔(P十方Kf-p2〕/27n方である･｡条件式 (2-1)を満足するような

pk' を採用するのであるから, (2-1)と(2-4)からン

=eik'r乙tG(P乙)方〔W(K)-wk(PL)]-乙

-,真宗 vk′eJ k-k'''(r,~rL' lG (Pj,-G (P了 方K,,〕 )'0,- 0

を満足するように G(PL) を決 めればよいし我 々の目的は波長の十分長い (Kの十分小

さい )励起エネルギーを求めるのであるから,実験10)からも知 られているように,粒子

間の相関は無視できるのでR･P･A･近似2)を開いることができて, ∑eik'rL(G(Pi)方i

lw(Kト wk(PL)上長 vk 〔G(P,I)-G(l仁 方K )〕)lo>- oとなる,,整理すれば,

GLP)〔方(K)一方al(PトVt〕-G(P,一方K)VrViZ;〔G(Pjト G(Pj一方K)〕- 0ノ
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とな り上式 を満足す るよ うに G(P)を決定 すればよいo ところで, Vk∝ 911(休積 )∴

9-→∞ とす ると, Vk- 0,従って, Vk の単独の項は落ちて,

G(P)〔方W(K上方W(P)〕-Vt･∑〔G(P,)-G(P,一方K )〕 -0 (2-5)ノ
とな るoそこで, ノに関す る和 を運動量Pを持っ粒子 の数の和に置 き換えれげ,

方 〔岬 )-wk(P)]G(P)-Vk･吉NstG〔方S]-G 〔方(S-K)〕),両辺 方匝(K)-wktP)]

で割れば

G(P)-(Vk/方)写NsHwt.K)-wk(P)]lG 〔方S]

- lw(K)一専 P)]-1G〔方(SIK)〕) (2-6)

と求 まる｡

そこでW(芹)を決める分散関係 を求めることにす るo (2-6)式 でp- 克S′とおき, 又

同様 にして p- 方(S'-K)とおきノ E:Nsを辺 々かけて和 を取 り,引算すれば,

Z;Ns,〔G(is')-G 〔方(S'-K)〕〕∫

- (Vk/方)∑2;NsNo,il(o(Kト W.(方S')〕~1∫♂

- lw(K)16㌔ 〔方(S'-K)〕〕-1)× tG〔方S〕-G〔方(8-K )〕)

1- (Vk/i)∑Nstlw(K)-wk(方S)〕1 - lGu(K)- wk〔方(S-K )〕〕11)∫

ところで, wk(P)-〔(P+方K )2-p2〕/27n方 であるか ら･

wk〔方(S-K)〕ニー [(方(a-K ))2-(hs)2〕/27n方

他方, wk仁方S)- 〔(方(8-K ))2-(方S)2〕/2m方

∴ wk〔方(8-K)〕- 当 (-hs)

従 -て, 1-(Vk/方)E:Ns仲 (K)当 (hs)〕~ll〔W(K)+wk(is)〕~1)-

-172-



強く相互作用し合っているボーズ粒子系の集団運動の方法による記述

-(vk/方)∑NS･2Wk(方S)/〔W2(K)-wk(方S)〕S

1-(2VP )享年 〔

或は,

(2-7)

なる 叫K)を決定する分散関係 を得 る･,この式は Etlers6)の得た ものと同じである.⊃

§3. フォノン ･エネルギー

ボーズ粒子系の絶対零度付近 を考 えると, ボゴリュ-ボ77),ブルックナー ･沢田ヲ)

リー ･フアン ･ヤン9)等の弱 く相互作用す るボーズ粒子系の理論では,大多数の粒子が

運動量零の状態に存在す ると仮定されているが,我 々は,運動量零の状態に多数 の粒子

が存在 しないまでも,運動量が零 の鮪 圧の状態に存在す る粒子の数 はかな りの数 と#i),
大 きな運動量を持 った粒子か らの (217)式-の和の寄与は小さいとみなし,式 (2-7)

のカッコ内をp - 0のまわ りにマクロ- リン展開 して積分方程式 を解 くことにする｡

式 (2-7)を第一一近似で解 くと,励起エネルギー として

a)2(K)-2TkN(Vk/方)+Tk2

を得 る〇但 し, Tk- 方k2/2mである｡

この結果はボゴ リュ-ボフ等7),20)の結果 と一致す る｡

第 二次近似値 まで精度 を上げて解 くと,

W2(K)- (Vk/方)NTk十Tk2+ (〔(vk/方)NTk〕2+

+8(V./i2)NTk2TTiiJ2十
(8/3)Tk2毛/方

(lN(Vk/方)〕2+8N(Vk/h2)-TLi

W2(K)- N(V〝 ,Tkl1･[1･8･i vk]421
- -〟2

･(8/3)Tk2%〔1+8･完〕
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と求 まる(､

もし, TノNVk≪1

ならば,

(3-3)

W2(K)-2N(V/方)Tk+4Tk･T-a/i+Tk2+(y3)Tk2･-TJNVk (314)

とな り, Etters6)の結果と一致す る｡

ここで, 菅乙は<吉 夢埠 (P2/2m)>で一粒子当 りの平均運動 エネ′レギーであり,塞

底状態での粒子 の零点運動と粒子間の相互作用に基づ く運動エネルギーと考 えられ る｡

§4. 実験 及び他の理論 との比較

最近液体- リウム 且における音波の伝播 と減衰についての種 々な実験的研究19)がなさ

れ,理論 と実験 とのくい違レ､が明 らかにされている｡ Marisと Massey13)はこの理論と

実験 とのくい違いはフォノンの分散関係

e(p)-cp(卜 rP2-∂p4十 --- )

において,係数 γが負の値を持っ とすれば説明できることを指摘 したoその後 Phillips

と Waterfield,Hoffer14)はヘ リウム 且の定積比熱の測定結果からγの値が,-41×10-37

〔9-2･cm-2･sec2〕 という値 を得,液体- リウムのフォノンは異常分散にな ることを

確認 している.最近,液体- リウム丑のフォノンの問題について興味ある総合報告が,

Maris151こよって,又液体- リウム と固体へ ･)ウムについて実験から得 られた新 しい局

面 について Reatto16)によって報告が出てお り,フォノンの異常分散について議論 され

ている｡

ところで,我 々の得たフォノン ･エネルギーを与える式 (3-2)又は (3-4)で,T- 8-

0とすれば,ボゴリユーボフ等7)が得た弱く相互作用す る場合のボーズ粒子系のエネル

ギー ･スペク トルの結果 と一致す る. 又, (3-3)式 を満足す る鎗含は Etters6)の得

た結果 と一致するo Ettersはフォノン ･エネルギーの主要項は 2TkN(Vk/方)の項で与

えられ, T乙 の項 は小 さな補正項で, フォノン ･エネ′レギーの温度依存性 を与える項で

あると考え,式 (3-4)からフォノン ･エネルギーの温度紋存性を議論 したo Cowley

と Wood10)は､液体- リウムによる中性子散乱の過去 6年間にわたる実鹸結果の総合
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報告の中で,実験結果と理論との関係 に言及 し, Ettersの理論 は確かに温度紋存性の

面では成功 したと言えるが,平均運動エネルギ一 ℃ の項は･ McMillanll)の estimate

した結果 を引用してけっして小さくはな く,絶対零度においても14[)K]に も達 し,こ

の項だけで もフォノンの速度の実験値 を越 える程であると指摘している｡又この中で,

cowley-Wood は運動量零の状態に存在す る粒子の数 は全体の 10%程度 であると述べ

ている｡

Mihara と Puff12)もヘ リウムの基底状態における-粒子当 りの平均運動エネルギー

の値 を計算 しているが,その結果では, 10･2[%] を得ているっ従 って, NVkの項とTL

の項は同程度の大きさを持ち, NVkの方が少 し小さい程であるo従 って Ettersの仮定

した式 (3-3)の条件は成立 していないように思える｡従って,我 々はフォノン ･エネ

ルギー ･スペク ト/レの形は,. 式 (3-2)又 は (3-2′)を持っと考 えなくてはならない｡

式 (3-2)又は (3-2′)で Vkは, ポテンシャルのフー リエ係数であるがヘ リウムの

ポテンシャルが正確に知 られていないので正確な議論はできないが, (3-2)又は (3-

2′)か らフォノンの音速Cは.

C- 〔芸vk Ll+ 恒 8･R k]1/2)

I(8/3,芸 Tk･N! k 〔1+8･R k]-d2〕d2

(4-1)

と求まり, Vkを,直径 aの core を持った剛体球のポテンシャル (斥力だけ )の場合

紘, Vk(K-0)-坐 孝 aで,aとして,2･6[A]を代入 して, CがVkの項 だ けで

CI
Li価

与 えられ るとして音速を計算 してみると, 120[7n/S]程度 とな り,実測のフォノン速

度 の半分の値 しか与えないO従 って, Vkの項だけではフォノン速度は正しく説明でき

ないことを意味 してお り, T-L の項 が必要であることを意味しているo式 (4-1)の主

要項である第-項だけを取って,音速の実測値 240[m/S]を与えるためには,-TLは10･2

[寵]程度であれば良いこ とがわかるo このT乙の値は Miharaと puff12)が得 ている

値に近い｡現実の- リウムのポテンシャルは斥力だけではなく,弱 いが引力 も持 ってい

るので, このことを考慮す ると,Vkの振舞 はkの小さい所で kと共に上向きに大きく

なる｡

従 って我々の得た式 (4-1)から予想 されることは,フォノンは異常分散 を示す可能
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性 を持 っている｡

§5.集団座標とそれに正準共役な運動量

集団運動と個別運動とを分離して取 ｡扱う方法 として,朝永3)によって提案された方

法を三次元の多重モー ド-適用できる手法を兄い出したので紹介 したいo

朝永の方法は,あまりにもシンプルでエレガントなので,これまで人々を近づけない

でいたO他方では集団座標 Eに正準共役な連動量Hは存在しないという議論も起こったO

確かに,密度演算子に厳密に正準共役な運動量は量子力学的に, ロンドン17)やフレー

リッヒ18)等が示 した様に,存在しないであろう｡ しかしながら,我々は多体問題は厳密

に解けると考えるべきではない｡必要な程度に敢密な方法で解ければ良いのである｡ 以

下で示すように我々は Pkに対 して, k<kcと制限を刀口えるので,ロン ドンやフ レーリ

ッヒ等の議論は問題にならない｡

我々は朝永の方法に従って,集団座標 Epkを

E:-崇eLk'rn , k< kc

(5-1)

これに正準共役な運動量可が次の形で存在す ることが兄い出された o

D: - dl一滝 墜詳 ik-qdq十詰 り㌍ 5.1q･zkEi等fliq-1Hi

一誌 等 ik-q･ Z墓 竿 i q- Z 欝 苦 il-取HiI

･両 差 .T p-g･宕e仰 ,n(K+q)･Pn

Z,

乙 生 (K･q)_ 覧 (K+q)･l

福 音 q忌 二二盲㌃ 毛.#Z:o

乙 kL(K･q)_ 生 (K+q)･l

' 義 葎 qtZ:.テ 毛.lE｡

･∑ e~乙7n'rn(m･p)
n n
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二 二 g1 --A-i:I-

乙

92

隻(m･r)
･∑二-

γ≠71 γ

但 し,H孟ニー定 吉

pq･#Z:o

kf.(K+q)･l ki(l･m)_

pkT Z･AZ:#二二訂 ⊥ pl一仇

･㌔ _r･∑e- け ●rn(r･pn) k<kc (5-2)
n

･Lk･rni(K･Pnト22)

である｡ 1f とEkとの交換関係ilj:P p

〔HL,,Epd〕- (i/I)∂kj,+0(N-2)

又Hk,If′との交換関係は,P P

〔1fp,1t〕-0+0(NL2)

(5-3)

(5-4)

(5-5)

をそれぞれ満足 している｡

フォノン ･フォノン散乱を取 り扱うには Nー1の ｡rd｡rまで厳密に取 り扱える理論が必

要であるが,我々のH･ 打 ま,それ を十分に満 している｡従って (5-1)と (5-2)の変

数 を用いて,朝永の方法に従 って,- ミル トニアンを集団運動の部分 と個別運動の部分

とい うふ うに分離す ることが可能 とな り,これまでに,理論的に十分に取扱えなかった

フォノン･フォノン相互作用の性質とか, rotonの性質等を議論できる道が開かれるこ

とになるo この新 しく兄い出されたHとEを用いてハ ミル トニアンの分離と応用につい

ての議論は次回に報告する予定である.〕

終 りに,本研究に対 して議論に加わって下さった東京理科大学鈴木研究室の中島晃氏,

大学院生の諸氏に心から感謝の御礼 を申し上げます｡
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