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§6. 固体 3H｡のスピンハミル トニアン(蘇 )

スピンノ､ミル トニアン(6.日 から出発 して固体 3Heの核 スピン系の性質を調べる

前に,交換積分を理論的に求める問題に触れておきたい｡ 原理的には,軌道運動 (格子

の状態 )の基底状態の波動関数gr(rl,r2,-,rN)が得られれば,交換積分 Cp は(5･

26) によって計算できる｡ 波動関数は§4で紹介 したように種々の方法によって求め

られているo例えば, NosanowIJastrow の方法では

V(rl,r2,''',rN)=グ6,(Y,)乙号,f(rLj)
(6.3)

律 ･)- expトi(Y,-R,.)2〕

と与えられた｡ この Nosanow の波動関数による交換積分の計算が McMahanら1)によ

って行われているO結果を表 4に示す｡この結果には,符号はすべて負, 4体が 3体に

表 4 交換積分の計算例1)

比べてあまり小さくない,等予想 したような事情が見られるが,何よりも困 ったことは

値が実験値に比べて小さすぎる点である｡ 後で見 るように,固体 3H｡ の交換相互作用

は体領 24cm3血｡1のあたりでほぼ 1mK で,表 4の計算値はこれに比べて 2桁近 く小さ

いoさらに,これ も後で述べることであるが,固体 RH｡の磁性 を説明するには4体の

交換積分が2体のそれと同程度の大きさでなければならない,と言われている｡ もしこ
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れが事実 とすれば,計算値はその意味で も実験に合わないとい うことになるn

Nosanow-Jastrow の波動関数はいろいろな点で改良の余地がある∩ 例 えば, 2原子が

交換す るときまわ りの原子 を押 して交換に必要なスペースを広げる効果が考えられ るが,

それは入 っていないoこれは粒子相関の効果であるから, (6.3)の一体部分1I¢ をノノ

correlatedGaussian (4.9 )に置 き換 えることによって,原理的には取 り込み可能であ

る｡ しかし,いろいろ苦労してみて も,思 うようには"良い 〝結果が得 られていないの

が現状のようである苦) 元来, §4で紹介 したいろいろな方法は基底状態のエネルギー

を計算するのが目的であ り,エネルギーに関 しては比較的良い値を出すのに成功 してい

るo Lかし,エネルギーに効 くのは振巾が大きい波動関数の中心部分であるが,交換積

分に効 くのは波動関数のすそで起る隣 りの原子の波動関数 との重な りである∩交換積分

の大きさは,エネルギーには効かないこの波動関数のすその広が り方に敏感に依存する

わけで,エネルギーか ら決めた波動関数 を使 って良い結果 を期待する方が無茶だという

ことなのかも知れない∩ 実験 との比較によって交換相互作用の大 きさが決まるのなら,

それ を波動関数の広が りの程度 を示す実験事実 として受取るべきなのではあるまいか｡

それ以上のことは,相当に難 しい問題のように思われる∩

§7. 固体 3H｡の核磁性 卜 高温の性質

出発点をスピンノ､ミル トニアン(6.1)に限定するなら,それから固体 3Heの核磁

性 を論ずることは伝統的な磁性理論の領域である∩ とくに高温 (kBT≫ IJl,FKl)で

紘,高温襲関の方法が使えるから問題 は単純である三)

外部磁場Hが Z方向に働いているとき,全/､ミル トニアンは

〟-〟x +〟 Z (7･1)

で与えられるhここに,-Uxは (6･1)の核 スピン間の交換相互作用のハ ミル トニアン,

〟Zはゼ-マンエネルギー

LKz- -2〟H∑S乙Za

で, pは核磁子であるn自由エネルギーは温度,磁場の関数 として

(7.2)

*) LT15では,これがうまくいくという報告もあったようであるがヲ)詳細はわからない｡
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F--kBTlnTrexp トβ(LHx+LXz )〕 (7･3)

但 し, Trはスピン状態に関する対角和であるn kBT≫困 (FKI)I kBT≫pH とす

れば,β- (kBT)Jl について展開 (高温展開 )ができて,自由エネルギーはその巾級

数 として求めることができる｡ β3までで

lnTre- i lk - Nln2 + 与 p2くくLK妄> 十 <〟Lz>)
I

一 五p3 (<塞 >+3< LKx-#Z>)

ただ し,

< ･････.> = 2-NTr(･･････)

(7.4)を導 くとき,

TrLKx-TrL〟 Z- 0, TrLK xLK z- 0

TrLKZHz- T rLJU芸-0

であることを用いた.結局,自由エネルギーは

1

F'V,T･H'- Fo一右 (<車 一両 TT`ni')

N(P )2

2kBT tト轟 く HxS芸,)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

と与えられ るnF.は高温の極限の自由エネルギー F6- -NkBTln2,S は全ス ピンのI

Z成分 Sz-I S である∩ 交換相互作用は結晶の体積に紋存するから,Fはそれを通乙Z,I

して体積 Vの関数であるD

種々の熱力学量は,通常の熱力学の関係によってFを微分して求められるnすなわち

-ントpt o- Sニー(意 V,a,定積腰 Cv-T(#)V,E

磁 化 M--(a)V,r,帯磁率 x-iL-o(軌 ,T (7.7)

圧 力 p--(幼 T,E 等･

これ らの諸量の実験値 と高温展開によ -て得 られる表式 との比較から,<-UZ>,<LJyx
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S孟>等の量を実験的に定めることができる｡

1)比熱及 びガ- 0のときの圧力

高温展開の表式 (7.6)を用いて

cr- 憲 …

p(H- o)-

十 ---

1 ∂<薫>
2kBT aV

(7.8)

(7.9)

いろいろな体積の場合について Cvが測定されれば,<LKZ> が体積の関数 として定ま

｡, したが って ∂<LK孟>/∂Vも

定まる∩ この二つの実験は同じ

量 <LK孟> を定める実験であるo

比熱の実験結果を図 10に示

す三)低温では (7.8)が示すよう

にT12に比例する比熱が現れ,

温度が上ると通常の格子比熱 (

∝T3)が効 く｡ 結局,実験結果

紘

cv-宣 十BT3 (7･10,

と表わされ る≡)圧力の実験結果

は図 11に示すn6)温度 依存性は

(7.9)に示す如 くT-1に比例す

∩
‥

1(
¥

a
toLuJr
ul)
^
17

0.04 0.1
r (K)

図 10 比献)図中の数値はモル体積

るn 二つの実験はほぼ consistentである｡

か りに 〟Xとして もっとも簡単な nearestneighborス ピン間にのみ相互作用のある

Heisenberg模型

.) 古い実験ではこれ以外に anomalousな項が存在するとされていたが,5)よく annealされた試

料による Greywallの実験で,それは intrinsicなものではないとして否定 された｡なんらかの

imperfectionによるものらしいが,その起因は明かでないoできれば,量子固体の imperfe-

ctionの問題に関連してこの間題にも触れたいと思う｡
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言

言

t
b

こ

J
V

40

)/TtK-ll

図 11 H- 0における圧力6)図中の数値はモル体積

uq(=-2Jl(i,53,emS.S.乙 }

をとれば,

<LKZ>- iNzJ… ( I-8)

(7.ll)

(7.12)

であるnこの実験からは Jlの符号 を決めることはできない鳥 ヒ熱の実験4)からは

lJll-

0.8839mK (V- 24.454cm3/m.1)

0.360 mK (㍗- 23.081cm3舟｡1)

が得 られているn体積依存性はほぼ

dlnJJl
､dlnF

であるo

- 17.-20
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2)帯磁率及 びH≠0のときの圧力

高温展開の表式から

4

1-k (T･0) ,0-両 <hxSz2,
X

2p2H2 ∂

AP-P'H,T'-p(0,T)ニ ー(育 平 面 h̀ x Sz2>

と与えられ るD

(り

5

0

3

2

2

(
≡

)
｡

C
_

O
I
X

)

d
V

(7.15)

(7.16)

15 20 25 30 35 40 45 50 55

r ~l (K~!)

図 12 H≠0における圧力07)V- 23.88cm3/mol

の場合 ∩ 実線は Jを図中の値にとったときの

理論値b

圧力については精密な実験が可能であるが,帯磁率から正確にβを決めることは困難

で, Ap との C｡nsistencyを確 め ることは難 しいb圧力の実験結果を図 12に示す三)

LKxとして (7･11)を取 ったとすると,

<LXx Sz2>ニーiNzJl
(7.17)

この実験では Jlの符 号 も決めることができるn xの実験は0>O, したがって Jl<0
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であることを示 している∩ 図 12の実線は比熱や p(H- 0)の実験から決められた Jl

を用いたときの理論曲線であるo実験値 との間の くい違いは大きいDこのことは,(7.

ll)の Heisenberg模型の不十分 さを現わす ものであると考えられ る｡

この矛盾 を解決するための従来の方法は, (7.ll) を拡張 して 2ndneighbor, 3rd

neighborスピン間 の 相互作用, さらには 4ス ピン相互作用も考慮 し,パラメータの数

を殖やすことであ った∩ その際,後述するような低温 における相転移 も同時に説明 しう

るようにパ ラメータを決めなければならないのであるが,パラメータの数が多 く,しか

もそれぞれの体積紋存性 まで考慮 しなければならないとなると,どうして も任意性が残

らざるを得ないo実験 を consistentに説明す るにはこれ しかない, とい う明確な答は得

られていないようである｡

ところが,そ うした模型の細部の問嬉以前に検討 しなければならない原理的な問題が

残されていることが,伊豆山8)によ って指摘 された∩ それは,ス ピン格子相互作用の効

果の問題である｡

ス ピンハ ミル トニアン(6.1)を導出するとき,われわれは断熱近似をとり,格子の

状態に関してはつねに基底状態にあるものとした∩ しか し,一般 には非断熱項,すなわ

ち格子の状態に関する非対角項==ス ピン格子相互作用が存在するh全ノ､ミル トニアンは

LK = LKs+LKL+LXsL (7･18)

となるn LXs,LXL,LKsL はそれぞれ スピン系,格子系およびス ピン格子相互作用のハ ミ

ル トニアンであるoこの とき, 自由エネルギーは

F=-khTlnTrsTrLe
-P(鶴 +LHLt梅IJ)

(7.19)

Trs,TrLはそれぞれスピン状態,格子状態についての対角和である∩ 温度が十分低 く

(r≪㌔ ,㌔ はデバイ温度 ),系が格子振動 について励起状態 にある確率は無視 しう

るものとすれば,

F-～-kbTlnTrs<0-e｢β(LK s'H SL ) I0>

となる｡ lo>は格子の基底状態である∩

(7.20)は決 して

-kBTlnTrse
-p<oILJyS十 LJySLlo>
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と同じではない∩ (7･21) であれば<oILKslo>- LKs,<Oi,-ysLFo>-o であるか

ら,スピン-ミル トニアンから出発 したときと同じになる∩ (7.20) について高温展開

を行 うと, P2まで一e

F=～F -

0 2%T
(<LK昌>sL +< -yaL>sL)

ここに,

<---> sL… 2~N T rs< 山 -･Fo>

(7.22)

(7.23)

スピン格子相互作用の効果として新たに生 じた (7.22)の第二項が,第･一項に比して

どの程度 の寄与をす るかを見積ることは容易でない｡ただ言えること紘,明かに

<LH昌L>sL>0

であること,また格子振動の座標をEとすれば

<LJy昌L>sL∝<OIE2Fo>

であるから,この項は0点振動に比例し.量子固体においては大 きな寄与 を与える可能

性があることであるo

もしもこの項が (7.22)の章一一項 と同程度 の大きさであったなら,これを無視 した高温

展開の式と比熱の実験 との比較によって見積 られた交換相互作用の大きさ (7.13)は,大

きく評価 しすぎている危険がある∩ 他方,

<LKZLKsL>sL - 0

であるから･H≠0における圧力 Ap にこの項は効かないo Lたがって, CvとApの

の実験の間にあ った inconsistency はこれに よって説明しうる可能性があるわけである｡

ス ピン格子相互作用の大きさを (断熱的な交換相互作用との相対的な比だけで もよいか

ら ),正 しく見積る方法はないものだろうか∩

§8. 固体 3H｡の核磁性 l一低温における相転移

核ス ピン間に働 く交換相互作用によって,低温においてなんらかのス ピンの秩序状態

が実現 することは明かであるn相互作用が通常の 2スピン間の Heisenberg型 であれば,

この秩序状態-の相転移は 2次になるo

まず分子場近似による相転移の理論 を簡単に復習 しておこうo交換相互作用のエネル

ギーを最小にするスピンの配列 (例えば,反強磁性,スクリュー等 )が決まったとし,
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その副格子の磁化を1スピン当り7nとするo Heisenberg模型 (相互作用が nearestneigh-

borのみに働 く場合に限らない )では,その相互作用エネルギーは分子場近似や

E-A 7n2 (A>0)

となる∩他方,7nが与えられたときのエン トロピーは,初等的な計算によって

S-Nh l
ln2-7nln

1十27n
- -1 ln(1-4,a
1-27n 2

-NkBlln2-2m2-1 m4-･･････]

(8.1)

(8.2)

となる｡ 第二式は7n≪1として77tについて展 開した表式である∩ 自由エネルギーはmで

展開 して

F-E] S-F.I(2NkBT-A,-2･iNhTm4･･･.･･

TTL TTt

(8.3)

之NkBT>A 2･NkBT王A 2･NkBTく A

図 13 自由エネルギーの7n紋存性n2次相

転移が起 る吸合Q

FをTnの関数として図示す ると,図 13のようにな り,Fは 2NkBT>A であればm-

Oで最小, 2NkBT<A であれば7n≠0で最小になるn温度を下げていくと

A
Tc-2NkB
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で 2次の相転移が起 ることになるO Heisenberg模型 をとり分子場近似 をとる限り,相互

作用が どんな もので も相転移が 2次になるという結論は変 らないn

ここで,固体 3Il｡の実験 は どうな っているかをみよ う｡ 固体 3He の核 スピン系が

低温 で相転移 を起すことを最初に見出 したのは Halperinら9)であった∩ この実験では,

融解 曲線に沿 って潜熱 を測定 し,それから固相のエン トロピーの温度 変化 を求めた ｡ そ

の結果.図 14の如 くT-1.17mKでエン トロピーの急激 な変化があることを見出 した

～
(S,o呈
醜

ト L__⊥ __ ｣___⊥ー_A___I_｣_-_.__
-02 -OI 0 0.E 02

T-Ts(mk)-

▲
▲ ▲

｣ ⊥ _≡_ _A
-2.0

_二_L - - _- i
-10 0

Ps-P(mbcrsト ー

20 40 60

図 14 低温におけるエン トロピーの温度 紋存

配 )T(dp/dT)はクラベイロン ･クラ

ジ ウスの関係 によってエン トロピー差に

比例 している｡

のである｡ ここで直接測定 しているのは固相 一液相間のエン トロピー差であるが,この

温度領域 で液相はすでに超流動状態にな っているので,被相のエン トロピーは非常に小

さく,このように大きなエン トロピーの変化は固相の核 スピン系のものと考えてさしつ

かえないnこの転移点でのエントロピー変化は非常に急激で, どうやら1次転移が起き

ているように思われ る｡

転移が磁気的な 1次転移であることをよ り明確に示 したのは, PrewitトGoodkindlO)

による帯磁率の測定 (H -一定の もとにおける磁化の測定 )であったb実験 は図 15 の

如 く,磁化Mが転移点 (この実験 では Tc- 1105mK )で大きなとびを持っことを示 した∩
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2 4 6 8 lO
TlmK)

図 15 低温における磁化の温度紋存性 10)

上に述べたように, ｢ Heisenberg模型+分子場近似｣ では この ような 1次転移は出

て来ない｡したがって,固体 3H｡では

a) 分子場近似が悪い,

b)Heisenberg模型が悪 い,

のいずれか (あるいはその両方 )でなければならない∩ 分子場近似が,臨界現象や低次

元系等ゆらぎが基 本的な役割を果す場合に良くないことは知られているo Lかし, 3次

元系の相転移の定性的な記述には良い近似であり,通常の磁性的ではそれが実験的にも

確められている｡それが固体 3Heの場合 には良くないとすれば,固体 3Heには通常

の磁性体とは異なる特殊な事情がなければならないであろ う∩ そのような特殊事情が存

在するとは思われないので,問題は Heisenberg模型にあるということになる｡

分子場近似で 1次相転移が起るためには,自由エネル ギーのmによる展開式で4次の

項が負, 6次の項が正であればよい∩ このとき,Fのm 紋存性は図 16 のようにな り,

図 16(b)の温度でm- 0か ら7n≠0-の不連続なとびが生 じるoエン トロピーから来る

4次の項は正であるから,エネルギーから負の4次の項が生 じなければならないoその

ためには,Heisenberg模型の拡張として

1)スピン格子相互作用

2) 4スピン相互作用
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iii!

丁〉㌔

iiiI

丁言Tc 丁くTc

図 16 自由エネルギーの7n紋存性0 1次相転移が起

る場合 ∩

の二つの可能性が考えられる｡ 交換相互作用が強い体積紋存性 を持っとき,転移が体積

変化を伴 って 1次になることは通常の磁性体でも見 られることであるo固体 3He の場

合, (7.14)で見たように相互作用の体積紋存性は強いから,まずこの可能性から検討

してみよう∩

簡単のため, nearestneighborスピン間にのみ相互作用が働 く場合 を考えると, (8･1

)のAば

A-NzIJIE (8･5)

(Zはnnの数 )∩ Jlが強い体積紋存性を持っことを考慮し,体積変化が生 じる可能性

を取入れる :

A-NzHl(V+∂V)I-～NzFJll+Nz艮 L⊥ ∂vdV

体積変化に伴 う格子の弾性エネルギーも考慮 して,自由エネルギーは

F-F.十2N(kBT一与 zIJII)-2+iNkBT-4+･･･

'Nz要⊥∂vm2+iNK(# )2dV

まず,mが与えられたとして ∂Vについて最小にすると,
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∂V二三 t?坐 _L m2

K dV

F-F.･････li NkBT-i"# 2(# )2]md････

量子固体Ⅳ

(8.7)

(8.8)

となる., この 4次の係数が負であれば 1次転移が期待できるn応は弾性定数で,Mを原

チの質量, Cを音速 として

K=Mc2

Tとして転移温度 Z卑 /2亀 をとり,

dlnlJl ≡α
dlnT'

とおけば, 4次の係数<0の条件は

za2lJl

Mc2 >i

(8.9)

(8.10)

(8.ll)

となる∩ α～20 と大きくても,Mc2- 102K･ lJII～ 10-3K であるから, 左辺 は

10-2の程度にな り, (8.ll)の条件は到底成 り立たない∩ この効果は期待 し得ないの

である｡ここでは-様な体積変化のみを考えたが, もう少し複雑な格子変形を考 えても

事情が好転するとは思われないn

このように考えて来ると, 4スピン相互作用を考慮することは 1次相転移を出すため

には不可避であるように思われる.,4ス ピン相互作用が働 くときには,分子場近似によ

ってもそこから7n4のエネルギーが生 じ,スピン配列が 4スピン相互作用 を最小にする

ようになれば,そのエネルギーは負になるoただ し,その結果 1次相転移が起こるため

には,この負の寄与がエン トロピーから来る正の寄与号NkBT7n4を打消すだけ大きくな

ければならない0 4ス ピン相互作用は,単に存在するだけではなく,十分強くなければ

ならないのである∩

固体 3Heで大 きい と思われる4ス ピン相互作用には,§6で見たように planar型と

folded型があるnまず, このような相互作用がどんなス ピン配列を安定にするかを見

よう1nl)簡単のため,nearestneighbor, 2ndneighbor間の2ス ピン相互作用が強い場合を

考える｡ nnの相互作用が強ければ単純な2副 格子の反強磁性が実現するO (図 17 n
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この図では簡単のため平面的に図

示 してあるが, bcc構造 との対応

は明かであろ うn)その ときのエ

ネルギーの得は1スピン当り

(8J1-6J2)7n2 (8･12)

であるnこの配列では_ー2n間が強

磁性的にな っているから･ J2<0

であれば 2n間の相互作用 に対 し

てこの配列は不利であるo J2 が

強ければ,このような配列よりも

図 17 AF構造 ｡ bcc構造を模式的に

平面に表わ してある∩

2m′間を反強磁性的にした方がよいoすなわち,2組の単純立方格子の反強磁性 (SC

AF)が実現する｡ このとき, rm 間の相互作用による分子場は互に打消すから,エネ

ルギーは

6J27n2

となるnしたがって

8J1-6J2>6J2･ ∴i 卑 <IJ2l

であれば,図 18の SCAF構造

の方が単純なAF構造よ りエネル

ギーが低いo

この SCAF構造の特徴は, 2

組のAF格子の間の分子場が消え

るので, 2組が互に全 くcouple

せず,相互のスピンのむきについ

て縮退 していることであるbそこ

に4スピン相互作用が働 くとこの

縮退がとれ,スピンのむきの相対

～ I 1

(8.13)

(8.14)

図 18 SCAF構造∩

角度 が固定されるのである._,2組

のAFの副格子をそれぞれ (a,b), (C,d) とし,その磁化を(m.一m), (m'､-nt)

とするD folded型の賂合,4スピンの組は図 19(a)のようになるので
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(a)1°はed･ く♭)PlaTter

図 19 fblded型, planer型の 4スピンの組 ∩

-2KF l(S ]･S2)(S3･Sd)+(Sl･S4)(S2･S3)-(Sl･S3)(S2･S4)]

- -2Ki､〔2(m･m')2-7n27n'2〕 (8.15)

planar型の場合は,4スピンの組は図 19(b)(およびそれと同等な組合せ )になるので,

-2ち [(Sl･S2)(ふ3･S4)+(Sl･S｡)(S2･S3)-(Sl･S3)(S2･S｡)

ニー2Kpト2(m･m′)2+Tn27n′2〕 (8.16)

である0 年 <0, Ri,<0 であるから･folded型が効 くときはm⊥m′, planar型

が効 くときはmlFm′がェネルギー最小になるo SCAFは 4スピン相互作用の効き方

､ 7 6､､

(AI SCAF⊥ (b)SCA戸/∫

図 20 SCAF⊥､ SCAF H構造
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によ って二つの場合に分れることになる∩すなわち

IJ2E>i卑 ･lKFl>IKpl- scAF⊥

lJ2l>ilJll, lKFI<lKpl- scAFIl

これ らのスピン構造は図20に示 したoなお,ここの議論 では異方性エネルギーは考え

ていないから,スピンのむきと格子の方向 との関係は全 く任意であるn

Jl,J2･Rも,Kp がすべて同程度 の大 きさである場合は, もっと詳 しい解析 を必要と

するnそのような計算は Hetherington･Willa,d,12)okada_Ishikawa13) らによ って行われ,

複雑な相 図が得られている｡

問題は,このようなモデルによって,高温展開の結果 とも consistentで.かつ低温で

の相転移の実験結果 も再現するようにパラメータを選び うるか ということである｡ この

ような解析には任意性が残るので,人によって若干異なるが定性的な差はないO-例 を

あげると(Hetherington-Willard),

J1--0･56mK

J2--0･18mK

KF- -0･32mK･J3=R;-0 ト 8･17)

予想 したように, Riは Jlと同程度 の大きさでなければな らないOただ し,このような

取 り方をすると相転移 は 1段階ではな く

2次
para

1次
SCAF⊥ (8.18)

と2段階になるo上の方の転移は明確に観測 されてはいない*)が, prewittらの磁化の

測定で 1ノ財が Curie･Weissの直線 からはずれるあた りで弱い 2次転移が起きていると見

れないこともな く,実験と矛盾 しているとい うわけでもないo

ここで注意 を要するのは,これ らの解析が分子場近似によっていることであるb分子

場近似は定性的には良いと述べたが,定量的には問題 が残るo nearestneighborだけに

相互作用の働 く反強磁性体では,分子場近似による転移温度は

*)最近,このもう一つの転移を観測したという報告があるが1,4)･15)まだ完全に確認されてはいない｡
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Tc-与zfJF-4卑1

これに対し,高温展開から得 られる"正確な 〝Tcは

Tc- 2･75FJIF

で, factor2程度の差がある∩ したが って, (8.17)等の結果にも完全に定量的な意

味はないとみるべきであろう∩ ただし,"正 しい〝理論による結果が (8.18)のような

相転移の定性的な様相に も変更をもたらすかどうかは明かでない∩ (この節未完 )

ノー トの今回分をまとめるにあたり,石川幸志氏 より種々御教示いただいたことを感

謝 しますh
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