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概 要 :

集団運動の方法による取 り扱いは,強 く相互作用 し合っているボーズ粒子系の素励起

の性質を知るうえで,大変示唆に富んだ物理的括像 を提供してくれる｡我々は近似的に

ではあるが,集団変数と互いに直交する正準共役な内部変数が存在することを兄い出し

たので報告したい｡

集団変数と内部変数 を用いることによって系の Hamiltonianを,集団運動を記述する

部分と内部運動を記述する部分-分離することが可能 となり,これまで取 り扱いが困難

であった内部運動を平易に取 り扱うことができ,例えば,ボーズ粒子系では ksより小

さな運動量を持った Single-Particleexcitationは起こらないこと等が導き出される｡

本論文では集団変数 と内部変数 との直交性や分離の度合等についての議論 を展開する｡

§1. はじめに

よく知られているように,強 く相互作用 し合っている量子多体系の弱 く励起 した状態

の物理的性質を知るうえで,素励起の考えは有用な方法である｡この素励起を記述する

方法の一つとして集団運動の方法がある｡この方法は素励起の物理的な括像を鮮明にし

てくれ,又普通の摂動論の方法では取 り扱いがむつかしい (同時に多数の粒子からの相

互作用に基づいて起こる )集団運動をうまく取 り扱えるという利点がある｡

これまでも,集団運動に目をつけて系に起こり得る運動のモー ドを分離して取 り扱ラ,

いわゆる集団運動の方法は色々な人によって研究されてきた｡(1)-(20)特に,強く相互作

用 し合っている多粒子系の取 り扱いには集団運動の方法は他のどんな方法よりもその威

力を発揮 してきた｡中でも,最 も elegantで一般的な方法はTomonaga(2)によって提案
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された方法で,この方法は他のや り方と異な り,集団運動 を記述する為に余分な変数

(余分な自由度 )を導入することなく,系に起こり得る運動 を集団運動の部分とそうで

ない部分に分離 して取 り扱 う手法 を示 したものであった｡余分な変数 を導入 して取 り扱

う方法の問題点 (7)は, Carmiも指摘 しているように,例え補助条件を波動関数に課 し

て余分な自由度を落 したとしても,余分に導入 した変数による零点運動は取 り除かれて

はいないので間頓が残る｡

以下に示す方法はク 系に余分な自由度を導入することなく,運動 を集団運動 と内部運動

の部分に分離 して取 り扱 うことを可能 とするものである｡我々は内部運動についても取

り扱いができるようにする為に, Tomonagaの方法 を拡張発展 させ,内部運動 を記述す

る力学変数 を導入 した｡我々の方法によると, irn･pn)で書かれていた Hamiltonian

H(rn･pn)をEA,1Ikを力学変数 とする集団運動の HamiltonianHc(Ek,Hk)と,鯨 Bk

を力学変数 とする個別運動のHamiltonianHLn(符k,Bk)と, residualinternalmotionの

HamdtonianH;nに近似的にではあるが,分離することができるC

§2.では,まず元の粒子座標 と運動量から集団運動をする部分 とそうでない部分 (内

部運動を記述するRnと運動量Pn)-の分離をする｡集団運動から分離 されたRnとPn

は残念ながら正準共役な力学変数になっていないことがわかる.§3.では,RnとPnを

互いに独立な変数に変換することを考えるo変換 された内部変数 qk,裾 ま, N-l′2の

orderを無視する我々の近似の範囲で,集団変数 Ek･1Ik と独立であり, 又互いに正

準共役な交換関係を満足してお り,又 ConfigurationSpaceで互いに直交していることを

示すO§4.では,個別運動を記述する力学変数は k<ks(k≒0)で,我々の近似の範囲

で零になることを示す｡即ち,ボーズ粒子系における個別励起は k<ksでは禁止されて

いることが明らかにされる｡

§2. 力学変数の集団運動と内部運動部分-の分離

よく知 られているように,多粒子系の弱 く励起 した状態は素励起の集まりとして理解

することができる｡強 く相互作用 し合 うポーズ粒子系で起こる運動について考えてみる

と,一つの粒子が運動するよりも多数の粒子が同時に運動する,集団運動の方がェネル

ギーの面で起 こり易い｡特にRepulsiveな coreを持った粒子系においてはそ うである｡

強 く励起 している状態 を取 り扱 う方法 として,この集団運動に目をつけ, この運動を
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量子力学的に解 くという手法が集団運動の方法なのであるが,我々はこの集団運動とし

て,粒子密度のゆらぎに着目する｡この密度のゆらぎは音波 として系の中を伝わってゆ

くであろうoこの音波を記述する座標として,密度のフーリエ成分 pk-(1/N)=eik'rnn

を採用する｡しかしながら, pkは, kが大きくなるとHarmonicに振動 しなくなり,集

団運動のモー ドからはずれてくるので, kくks(k-0は除く)に制限する｡

そこで,集団運動 を記述する座標 fkを

Ek-妄言eik'fn,(･k･<ks:kjfO)
(2-1)

と採 り,S個導入する.ksの決定の仕方は後で議論する｡この座標に正準共役な運動量

1TkはTomonaga(2)に従 って,

Hk-一方k2∑ eL乙k'rn" k･pn)-/ik2},(･k･<ks:- ) (2-2)n

であることがわかる｡ (簡単の為に一辺 1のboxに〃個の粒子が入っているものとする｡)

(2-1)と(2-2)との交換関係は次の通 りである｡

[Hk･E k,]-(i,a)讐 ik-A,-(i,a)∂k,A,･(A,a)管 下k-k′

(kキk′)

-(k/a)∂k,k′+0(N~1/2), (2-3)

又,

lHk･Hk,]-一 票 # 2'宕e-8'k'k′).rn" k - k ′)･p nト を(k2-k,2,,

-o+o(〃~1/2)0

次に,粒子座標 rnを集団運動を表わす部分とそうでない部分に分離する｡

rn-Rn+6rn o

(2-4)

(2-5)

ここで,Rnは集団運動が起 こっていない時の粒子の位置座標 を表わし, ∂rnは粒子の

集団運動に関与する部分を表わし,Rnに比べて小さい量である.rnを集団座標 fkを

含む項とそ うでない項に分離する為に, rnを fk展開する｡
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rn-Rn･.is.a三･Eq+淫｡aq･Eq････
ks

(2-6)

(2-6)で,Rn及び各係数a:,ai･-･等は gkを含んでいないので1Tkと交換するは

ずである｡即ち,

lHk･Rn]-0･ lHk･Rn]-0

lHk･a;]-0･ [1Tk･a;]-0
及び

(2-7)

(2-7′)

を満足するようにRn及びa;Iα盲,･-を決定する｡内部座標Rnは容易に求まって,(6)(17)(18)

又,

Rn-rn一廷 吏 ㌫ [Hq,rn]Eq+[H-q,,n]Tqi.･-2 q幸0

-rn+志 岩.f2te-"'rn･い も9.Tn･Fqi' -･

. (i/方)ks

ag=｢ ｢ 9雪｡

(a/h)k_S

aq- 2
∑
q+0

lHq･rn]+･･･--2-JN qic.菩 e-ag●,n･･-

乙

[Hq･rn]････-2-vw 差｡菩 elg.,花+-

乙

従 って

･rn-竿 q;S.i[Hq･rn]Eq･[万q,rn]Eqi････

-一志 差 .菩 te-i9.rn･い け rn･fq I+･･･

と求まる｡

同様にして,運動量 pnを分離する.

p n-P n+6pn

(2-8)

(2-8/)

(2-9)

(2-10)

(2-10′)

(2-ll)

ここで,Pnは集団運動 とは独立な内部運動の運動量であ り, ∂pnは集団運動-関与す

る運動量である.分離の条件はPnが

lpn･Ek]-0･ lpn･Ek]-0
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及 び

lp n･Hk]- 0･ lp n･Hk]-0

を同時に満足することである｡

pnは次の形に求 まるo(18)

p n-pn一字 卦 [pn･fq]Hq･[pn ･Fq]iqI

･i字 qis.([pn･Hq]EE･lpn･iq]7g)･-･

乙 ks

-pn-2-vq qE+Oq(e石9●rnlTq-e~小 niq)

-2T775g宴｡菩 (e-乙9●rn"q･pnト 率 2IE9

a

･e" 'r n (q･pn )+喜 g2iEq)･･･.･･
従 って,

･p n--竿 gis.i[pn･Eg]Dq･[pn･fq]万91

JiT qis.i[pn･Hq]Eq･[pn･iq]言直 ･･･

(2-13)

(2-14)

(2-15)

(2-16)

と求 まる｡

このように して求 めた内部座標 Rnと集団座標 Ekとは ConfigurationSpaceで互いに直

交 していることがわかる｡即 ち,

言(∇nfk)･(∇n船 -宕 k'rvlkl･嘉 蓋｡T 'te一乙9.ryf9

･e- ナyfqト !,;8.響 )樟 練̀ ･Ty pk･q･ e一仰 rypk-gl]

-o+o(N-1) , (fkf<ks) . (2-16)

又,集団座標 gk同志 も再 の Orderを無視する近似で互いに直交 している.即 ち,
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=(∇n･Ek)･(∇n･fk,)-(k･k,)pk-k′-k2･∂k,k′←0(N~V2) (2-17)n

ところで, (2-8)及び (2-14)のRn及びPnはそれぞれ独立な変数であろうか?

例えば,次の関係に注目してみる｡

去 宅eak'Rn一嘉 eak'Rnt1-i(k･6rn)････1

-志 宅 e乙 k'rn-;真｡竿 ipk-qEq-pk･gEqI･.･･

-o+o(N-u2)I (IkJ<ks) (2-18)

従って,N~V2を無視する我々の近似で,Rnは互いに独立な変数ではなく,(2-18)式

によって5個の拘束条件が存在し,互いに結び合っている｡このことは我々が,系の自

由度を増すことなく,粒子座標を集団運動部分 と内部運動部分-分離 してき, 3∬個の

独立な座標の内,すでに集団座標 として5個使用 しているからに他ならない｡これ と同

じことはPnにっいても云える.

･(7)も指摘 しているように,互いに正準共役な交換関又,Rn･Pnは, Bohmや Carml

係を満足 していない｡即ち,

[p n･Rn]-(i/a)∂n,n′(- 3k)+o(N-V2,
(2-19)

§3. 正準共役な個別座標 と運動量

うえでみたように,Rn及びPnは条件 (2-7),(2-12),(2-13)及び(2-16)を

満足 しているという意味では集団変数 fk,Hkに対する内部変数の資格は備えている｡

しかしながら,互いに独立ではないので正準な力学変数ではない｡ そこで我々はこの

Rn,Pnを互いに独立な,正準な交換関係を満足する変数に変換する.

最 も簡単な変換 として,我々は次の変換を考える｡内部運動に含 まれている,個別運

動を記述する座標を りkで表わすことにし,qkを

1

qk-万 宅eak･Rn ･ (-k'<kc)
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と採る｡(6)I(18)

この qkに正準共役な運動量 Bkは,近似的に次の形に求まる｡

Bk--嘉 宅e-Lk'Rnl(k･Pnト 音k2I･(fk･<kc) (3-2)

ここで,Rn及びPnは (2-8)及び (2-14)を満足するものとする｡又 (3-1),(3

-2)において, kは qkが Harmonicに振動する大 きさとし,kcは個別運動の自由度の

数が (3N -S)を越 えない大きさに取るものとする.

7kとBkは次の正準な交換関係 を満足 している.

[Bk･qk,]-(机 )6k,A,･(机 )警 〇才k-k′

(k≒k/)

+(方/i)
(k･k/)k･(k'-k)

1/W k2 1k'-kl2
fk,-A+.･･

(Lk'-kl<ks;k′≒k)

- (i/a)8k,k′+0(N-1/2)o (3-3)

又, 内部変数 かkとBkは集団変数 fk･1Tkと独立な変数 となっていることは次の交換関

係からわかる｡即 ち,

1
lHk･qk]-[Hk･万 言eak'.Rn]

分離の条件 (2-7)よ り,1TkとRnは交換する.従って,

= o+o(N-1/2)

を満足している｡

又,

[Bk,fk,]-仁斎 が e~乙k'里 (k･Pn,一 書k2日k,]
a

分離の条件 (2-12)よ り,PnとEk′は交換する.従 って,

= o+o(Nll/2),
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を満足 している｡

又,

[B k･Hk,]-仁斎 :ne一棚 l(k･Pn'-をk2)･Hk,]

(2-8)及び (2-14)から

-[1Ik･1Ik,]+0(N-I)-o+o(N-1'2) (3-6)

を満足している｡

さらに,集団座標 Ekと個別座標 qkは ConfigurationSpaceで互いに直交しているo

即ち,

･(侶 k,･(Vnq.′)-宅(Vn･Ek)･(Vnお e乙k′.rn′)TL

ニ ー (k･k′)pk･k′一諾 gis.生 畑 pk･扉 9- Pk･d･qEq iq2

1 is(k′･q)(k･q)

2ノ好 q言o q2

･法

(k/･q)(k･q)

q2

ipk.i-qfE-Ph.k′+qfqi

iph,-9 Pk.9+pk,･9Pk -q)

-o+o(N-1/2) (JkI<ks･lk,I<ks)･ (3-7)

§4. 内部変数の性質

個別運動を記述する力学変数 りk･32kはkが k<ksに対 して,我々の近似で,零であ

る (Rnに対する拘束条件 (2-18)).即ち,

qh-志宅e㈹ -嘉 e乙k'rntl一乙(k･∂rn)+.･･i

-0-琵 k等 pk-qEq･弦 kfS字 pk･9Eq･-

-o+o(N~1'2) (lkl<ks)
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又,

Bk--嘉 Ene-Lk'Rnt(k･Pn)-;kZi

(2-8)及び (2-12)より

-o･一法 雫 石k-gHq+法 上誓 Bk･q･H十 ･

-o+o(N-1/2) (fkr<ks) (4-2)

をそれぞれ満足 している｡

従 って kが ks以下では,個別励起は起こらないことがわかる｡即ち,Single-Particle

excitationは運動量 ks以上を持ったものしか起 こらないことを意味 している.式 (4-1)

及び式 (4-2)が結果 したのは,我々の取 り扱っている系がボーズ統計に従 う粒子から

成 っていることに起因 している｡フェルミ粒子系の場合は, Single･Particleexcitationを

記述する座標はけっして (3-1)や (3-2)の形には書けない.

§5. Summary and Discussion

我々は,内部座標Rnから個別座標 qk-式 (3-1)によって変換 したが,この変換が

可能なのは取 り扱っている系がボーズ粒子系であることに基づいている｡よく知られて

いるように,粒子間の相互作用が無視できる場合の運動量,kを持った 1個 の Single-

particl｡｡xcitati｡nを記述する座標は ｡乙k'rnで表わ され るO 系がポーズ粒子から成って

いるか,フェルミ粒子から成っているかに従って,この座標は対称化又は反対称化され

ねばならない｡従って,ボーズ粒子系の場合は対称化された演算子 ∑e乙k.Rnが Single-n

Particleexcitationを記述する座標であると解釈することができる｡即ち,系の基底状態

を 10>で表わせば,運動量 kを持った一個の Single-Particleが励起 された状態は,

=eik.Rnfo>(- qkfO>)で表わされるo(6)･(17)a

フェルミ粒子系の場合は, この様な形に書けないので,k<ksで個別的励起が禁止 され

ているという結果は起こらない｡又,内部運動は,集団運動の為に粒子間の相互作用が

スクリーニングされる結果,ほとんど独立に運動 しているという描像が得られるので,

個別運動 を記述する座標 として, (3-1)を採用することは,物理的に考えて許される
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近似である｡又,この励起状態はHeE の素励起 を記述するのに Feynman-Cohen(21)

たちの仮定 したものと同 じ形になっている｡

我々の得た結論の一つは,ボーズ粒子系では Single-Particleexcitationは k<ksでは禁

止 されているとい うことであるが, この結果出てきたのは,余分な変数 を導入 したこと

によって,系の自由度を元-もどす為の補助条件が働いて,結果したのではなく,取 り

扱っている系がボーズ粒子系であることと,系に k<ksで長波長の集団モー ドが存在 し

たことの結果として,必然的に出てきたものであることに注意 したい｡

Ter.Haar(22)も言及 しているように, Tomonaga(2)によって示 された集団運動の方法

は,系に起 こる集団運動のモー ドを,内部運動から分離 し,当面の課題である集団運動

についてのみを扱 うという趣旨から,内部運動については取 り扱わないので, explicitに

内部座標 を導入 しない方法で議論 を展開し,内部運動の取 り扱いの問題はその後の研究

に委ねた｡我々は,内部運動についても取 り扱いが可能 となるように, Tomonagaの精

神に従って,系に余分な自由度を導入することなく,粒子座標 と運動量を集団変数 と内

部変数-,〃~1/2のorderを無視する近似ではあるが,変換 し,集団運動 と個別運動を分

離 して取 り扱 う手法の第一歩を示 したわけである.内部座標Rnにはphononのback-flow

効果が入 っているが,これを正確に取 り入れる為には Nishiyama(8)も指摘 しているよう

に,ルー1/2までは正確に問題 を解かなければならない｡近似をもう少し上げて,少くと

もN~1の orderまで正確な正準変数 Ek,Hk･qk,Bkを兄い出せると確信 している｡

内部変数 を導入する方法は集団運動だけでなく,個別励起の性質を理解するうえで,

重要な寄与をするであろうし,又個別励起間の相互作用の問題や,集団励起 とcocysling

の取 り扱い等 も容易になるであろう｡次回は,これ らの力学変数を用いて Hamiltonian

を Collectiveな部分 と individualな部分-分離 し,各々の励起状態の性質についての議

論を予定 している｡
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