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§1. は じめに

散逸力学系は非保存系であるが,かな り多 くが保存系についての Lagrange.Hami-

1tonの定式のわくにはいることが知 られている｡つまり積分因子 を考えることにより

Lagrangian,Hamiltonianが求められる｡そ して保存系にできる吸合がある｡与えら

れた方程式からLagrangianとHamiltonianを求めることをThe lnverse Pr(わhm(

逆問題 )という｡ ソリトン問題の逆散乱法 とは別物である｡ くわしくは Santilliの本1)

を参照 されたい｡

以下では散逸力学系の最 も簡単な方程式

●● ●
q+ γq+W2q- o (1)

にまつわる話 を中心に述べる｡変数変換により(1)に帰着 され る非線形方程式 もあり,罪

線形問題 を考える出発点 としても好個の系である｡実際,積分因子の解釈にHirota の

方法が用いられて,Hirota氏 の微 分が非線形の世界 では自然なものであることを思わ

せる｡(1)の双対方程式 をっ くって見て,積分因子について も双対性が伝わっていること

も示す｡

§2. 双対方程式

この節では(1)の代 りに方程式

●● ●
7nq+Pq+Kq- 0 (2)

について考えるO本質的には(1)と同じであるが係数に物理的意味をもたせるためであるO

(2)の積分因子はe%tである｡つま り,

L= ｡告t(i-古2-与Kq2)
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について Lagrange方程式を書き下すと

At .. .
e7n(7nq+Pq+Kq)-0 (4)

となる｡積分因子 ｡藍tを除 くと(4)ti(2)と同じである.〕

次にこれ らに双対的関係にある方程式 をっ くる｡双対性の意味についての高橋秀俊氏

の考察2). 戸田盛和氏の双対鎖3)から考えて,ここではqの共役運動量 pについての方
●

程式を意味する｡L(q,q,i)の変分は

dL-貿 dS･詰 dq･器 dt-pd;･idq･詰 dt

-a(pi･Pq)-抽 -qdP･詰 dt

と計算され,書き直してG(p.A,i)が導入できるときには

dG-a(pS･fq-L)- qdp･qdb一語 dt

∂上

となるo LかLGがp,A, - けの関数で表わされるのはp-許 p-器 が逆に

解けるときだけである｡ そのときには

. ∂G ∂G ∂上 ∂G

q=両 ' q=盲貢'~~ 二~∂t ∂t

であるから

i_LG_QLG_= o

dt∂声 ∂p

が Lagrange方程式の双対方程式であり,p,右 tだけの方程式になっているcJ

方程式(2)または(3)の双対方程式を求めてみよう｡

I-&i
G(p･.A,i)- em(去 p2-壷p2)

であるから双対方程式は

-& l

e7n(7nbLPb+Kp)- 0

となる｡(7)紘(4)ノこ対応する方程式である-積分因子 を除 くと
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7n'pL Pi,+Kp- 0 (8)

が得 られる｡(8)は(2)に対応する方程式である,,

(7),(8)(,i(4)I(2匿 おいて8- -Pにした方程式であり,正抵抗が負抵抗に } またその

逆がおこっていると考えられる｡その意味で双対 と名付 けた｡

Gを経由するこのや り方で共役運動方程式がいつも求まるだろうか? 別の例 をあげ

る｡

L-与Inくト γq-(卜 1)

に対する運動方程式は

'q'+r8- 0

である｡これに対する G(p,_A,i)をっくると

G= eP-1

とな り, G一系でpに共役な変数は循環座標 となるから方程式は

●
p- 0

となって しまう｡ ところが,Hamilton方程式から

●
P=-T

であり,共役な運動方程式をっ くると

ep('p'+ i,2-γ2)- ep'p'- o

:9)

(10.I

(ll)

(12)

3日監

(14)

が得 られて(12)紘(14)の特殊な場合 となる｡いづれにせよ,Cからきれいな双対方程式が得

られるのはかなり限られた場合である,,

§3. 2つの非線形一方程式

上の積分因子は damping factorに関係 したものとして首肯できる｡ ところが積分因
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子は他に もある｡Havas4)の求めた ものを考えよう｡

から出発すると,運動方程式 として

'q'+ 再 +W2q

与2+r 再 +a,2g 2

- 0

LJ('I+r()
)-iln(52.柄 +W2q2)

(15)

が得られるo(15叱 っいては残念なが らG(p･,声,i)を求めることができない｡それは q.

与をp,Pのみで表わせないからである｡それ故(15)に対応するp,βのみで表わされた

運動方程式 を書き下せない｡積分因子の意妹もこのままでは不明である｡積分因子のた

めに(15)は形式上,非線形方程式であることは注 目に価する,,

(15)の分子,つまり(1)に帰着 される非線形方程式 2つで積分因子の意味を考えてみる｡

n-2を2+γ"-a,2y2-0
●● ●

(16)

は ダニ与 なる変換で(1)に帰着 され るo

Riccati方程式はRiccati変換で線形化される｡(1)に帰着されるものとして定数係数

を考える｡

x+ C + kx+Kx2= o
●

(17)の線形化は広田氏の講義 ノー ト5)にあるように

x≡紫

とおけばよい｡ここで

9(i)- e-kip(i),f(i)-Kq(i)

(17)

(18)

3日㌫

とすれば, q(i)を位置座榛･p(i)を共役運動量 とするHamiltonian system((3)に対応

する.))

a(q,恒 )-｡kiCfq2.e-kl与p2 B等OE

から得 られる線形散逸方程式に帰着される,,QO)紘(3)に対応するHamiltonianである｡こ
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のことは逆に考 えると,共役変数の組 (q,p)で記述される力学系が(18)の変換によ り1

変数 x(i)で完全に記述で きることを示す｡位相平面 上の運動が一次元の直線上の運動に

置き換えられる(,保存系 であれば初期条件 を与えれば位相平面上の閉曲線だけで運動が

記述できることから理解で きる｡Ⅳ個の振動子系で〃個の ノルマル ･モー ドがあれば 2〃

次元の位相空間 を〃次元の空間に次元を-らせる｡散逸系について も積分因子 を考えれ

ば保存系 と同じことがいえることをこの例は示 している｡

単に(17)を線形化するだけなら,ふっ うは

･一一三子

とおいて(1)に帰着 させ るっ

つぎに積分因子の付いたn5)に変換 される2つの非線形方程式 を考える｡

～ ･ 2 2

M' γM -2与2-w y = O

-Li2+γ"-W2y2
●

が得 られる｡ Riccati方程式(17)に対 しては

x+ C+k x+K x 2

●

C+ kx+Kx 2

- 0

倒E

'22)

遇翌月

が得 られるJ 変換はそれぞれ y-す･a-組 を用いたo 双対方程式 も対応する符号

1

が変るだけで同様に考察できる,,

(15日こ導 くHamiltonianは まをあらわに含 まないから保存量となる｡その点から(15)の積

分因子 を考える方が(4)の積分因子を考 えるよりよい｡

Santilliの本には引用 ミスがあるので,正確なHamiltonianは

γ

H(q･p)-7 p･-1n(cos(q2BJW ))+lnq
選別E

である｡この保存量はエネルギーの次元 をもたない点で保存系の場合 と異なる｡ 非線形

方程式(22),(23)の保存量も変数変換によって(2踊 らゝ簡単に求められる｡そのような意味か

らもHavasの積分因子の方が興味深い｡

§4. 積分因子の解釈

但3)をじ一つと眺めてみると
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響 - o

なる形 をしていることがわかる｡これは

●∬
ふ+i(a )--0 →両+1-0 -

と変形されたものと考 えられるC,

同様 に(22)を見つめると

yy -;2+f(y,y )
●● ●

f(γ,封

なる形 をしている｡これは最初に方程式

〃 弓 2+f(y言 )- 0
●●

から出発 して変形 されたものと理解 される｡

もしもRiccati方程式 を広田微分5)

左- 嘉 -Dt(x ･1)

を使って書 くと

Dt(x･1)+f(x)- 0

になることから類推 して,節)式 も

Dt(与･y)+f(y言)-o

なる形に書いてみる.)そ うするとC6)は

Dt(タ ･ y)+f( y ,タ )
f ( y ,タ)

f(x)

!25)

(26)

t'27I

遠望E

la9)

8割

HBHE

なる形になっていて Riccati方程式 と似た形 になっている｡ Riccati方程式は, 1と∬

で表わしたもの‡(31栂 y,与で表わしたものといえる.この例 から広田微分は非線形方

程式では自然な演算子であることが想像される･,

以上の2例は非線形方程式に変換 して積分因子の意味 を考 えてみたが,変換 しないで,
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(15)そのものを考察 してみようo(1)をD了演算子 を使って書き直すと

Dt(;･q)+62十γqq+a･2q2-0
●

となる｡つまり,この場合 も

Dt(i･q)+f(ト q)-0

の形になっているC,そ うするとただちに

Dt(与 ･q)+i(右q)

f(ら,q)

(32)

控壁E

としたものがHavasの積 分因子を使った方程式15)であることがわかる｡

広田微分を使 うと一見複雑に見えるHavasの積分因子が簡明に理解されるrJ 以上のこ

とから非線形の常微分方程式は 1階なら

Dt(x･1)+f(x･1)=0

の形にするO 2階なら

Dt(&･∬)+f(左･tr)-0

の形にする,,高階 もこの考えを拡張するや り方でやってみると理解 しやすくなる可能性

を秘めているC/

§5.おわ りに

積分因子の解釈 をHirotaの方法で試みたついでに,Hirota微分とPoisson's bra一一

cketの関係 について一言述べたい｡

lf･9〕琴 (莞 寛 一莞 器 )

の定義において, 自由度 1の賂含のみ を考えると

〔f･9〕-fxgp-fpgx

となるo HirotaのDx-演算子は
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Dxf･9-fx9-fox

であるから 〔f,p〕-fX , 〔9･P〕- gxを用いて

Dxf･9- 〔f･p〕9-f〔9,P〕

と書かれる｡

(34)で共役変数pが不必要に顔をのぞかせているが記法を工夫すれば除去できる｡

DZf･9-DxDxf･9 -Dx(f/ 9-f･93)

なる関係式を周いると

D2f･9- 〔[f,p],p〕9-2[fp][9,P]+f〔[9,P],P〕

(34)

(35)

が得 られる,,以上において 〔 〕は古典力学の Poisson's bracketであるから諸公式

はすでに得られている｡高階の演算子については長 々となるので省略するが,同様に書

き下すことができる｡

形の上から考えるに,Hirota演算子 はpによる微分は実行せず,片方だけxで微分

するので,古典力学 と量子力学の中間に位するポア ツソンの括弧式 といえる｡古典力学

で非線形 を考 えると量子論に一歩近ずくという直感に合致 していて興味が増す｡ Lie代

数のような代数的構造が考えられる｡
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