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概要 先の論文で示した,系に余分な自由度 を導入することなく運動を集団運動と

内部運動に分離して取 り扱う方法を応用し,強 く相互作用し合っているボーズ粒子系

の Hamiltonianを集団運動を記述する部分と,個別運動を記述する部分及び, Resid-

ualinternalHamiltonianへ N-1/2の or血rを無視する近似で分離したo individual

HamiltonianlJ/ま effectivemassを持った freeの kinetictermだけでなく, Screening

された short･rangeの potentialからの項及び zero-pointmotionと粒子間の相互作用に

基づく平均 kineticenergyからの項等から成っているo又 ResidualintemalHamilto-

nian は effectivemassを持 った freeの kinetic,term と Residuallong-rangeintera-

ctionterm及び collectivemotionと individualmotionによって Screeningされたsh-

ort-rangepotentialterm 等から成っていることがわかった9

§1. はじめに

先1)の論文で一集団運動を記述する座標 fkは

Ek-妄 言eil .m ･ ( Iklくks, k ≠ 0 )

と採 りSl個導入し,これに正準共役な運動量 花kは

打k-孟㌻吾e-1l●-nt(k･pn,一号k21･
で,次の交換関係を満足していた｡

(1-1)

(1-2)
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〔打l ･EL′〕 - (h/i)∂k,k′+0(N-1/2), 〔打k,nk′〕-0+O(N-1/2) (1-3)

又･. fk,7Ek に直交する内部座標Rnと運動量Pnは次の分離の条件から求められた-J即

ち,

〔打.･札〕-0, 〔p｡･fk〕-0, lPn,打l〕-Oo

これらの分離の条件からRn とPnは次の形に求まったu
k

R-rn+去去 ｡菩 写 e~lq'''nli'1

pn-pn宣 .Ss.吉 巨 iq●(rn~ ri)((q･pi)+iq2)

Rn とPnは次の交換関係を満足していたo

lpn･Rn′〕- i(yi)∂n,n′+0(N-1P,I i- (- 蕊 )

(1-4)

(1--ち)

(lT6)

(1-7)

で, Slは collective-otionの自由度の数で Sl-告 であるoIAL, ksは phonon
の cutoffmomentumであるC

ボーズ粒子系においてはR ,P で記述 されている内部運動に含まれている個別運∩ n

動を記述する座標でtは次の形に求まり,

ギk -太 字eil.Rn･ (ks< -k l< kc )

S2個導入したo qk:,こ正準共役な運動量 BLは

9.-一面 打 吾e-il.Rn((k･Pn,一号k21)
l

(1-8)

(1-9)

であることがわかるO但 し･Rn及びP は (卜5),(ト6)及び(1-7)式を満足するも∩

のであるo ql'BLの交換関係は

〔BlIqk′〕- (h/i)∂k.k′+0(N-〆2) (1-10)

なる正準な交換関係を満足している｡

このようにして求まった個別変数 かt,321 は集団変数 fl･㌔ と直交していることもわ
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かったo

又

〔打t･qk′〕 -0+0(N-V2)I 〔町 fk,〕-0+0(N-V2)

〔BL･nk'〕 -0+0(N-y2)I 〔fl,符V〕-0

(111)

をそれぞれ満足していたo又,集団座標 flと個別座標 でkはconfigurationspaceで互い

に直交していた｡即ち,

=(vn･fk)･(Vn･ギt')-0+0(N-V2) (1-12)n

又,個別変数 7k,･12t.I/ま波数kが k<ksで零になっていることもわかったo即ち,

ギー-0+0(N-V2)･ Bk-0+0(N-42) lkf<ks (1-13)

このことから,ボーズ粒子系ではk よりも小 さい運動量を持った個別励起は存在しなS

いこともわかった｡

以下に怒いて,集団変数 ft･nk及び個別変数 で一･Blを用いて朝永2)の手法で系の

HamiltonianをcollectiveHamiltonian,individualHamiltonian,residualinternalHamiltorr

ian等-分離する｡

§2. Hamiltonianの kinetic部分の集団運動と個別運動及び内部運動部分-の分

離

系の kineticenergy

仁 志吾pn2 (2-1)

を,集団運動量 打l及び個別運動量 Blを含む項と,そうでない項に分離するoそこで,

Tを7Cl及びBk展開するo

ks ks ks ksks ks

T=Tin't与｡alk)打l十kZ:*｡yZ]t.α2(k,k')nt7k′+k雪｡k与｡t墓 .α37knL′Wk〟
kc kc kc

' ‥●+.kTM k)Bk､kZ:bks詔EksP2(k,ど)qBk′S
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kc kc kc ks kc

十Ik昆 siJ,kslk& P39kBk′Bt〝十-.十 kg.[品 so(k,ど)71 Bt, (2-2)

ここで, Tinは7rk及び32Lを含んでいないo又各係数 al,α2････及び Pl,P2,･-及び

0は 71及び Bkを含んでいないので各係数は次の分離の条件を満足するように決定するo

〔Tin ,I.〕-0･ 〔Tin ,牲〕-0･及び 〔α1･fk〕-0, ,

LO l ･qk〕-0,･･･,又 〔al･ギk〕-0, , 〔pl･EL〕-0, I

及び 〔0,Ek〕-0･〔0,71〕-0 (2-3)

及び 打k,ftとBk,ギkの直交条件 (1-ll)式も考慮する9

まず,

ks ks ks

〔T,fk]-.i:,gα16i)〔wq,EI]'.Z呈.1g.α2(q,1)lw.冗.Ifk〕

戊 .妻｡Dki.α3(q･1･-,lw.打.WD let,I.its.,.!ksO(q･1,
･〔W.･fk〕･Bq十･･･

ks ksks

= (h/i)alk)+2(fyi).! ｡α2(q,k)㌔ '3(h/i)q雪.IE.α3(q･1,k)
kc

･打q花.十-･+(h'/i) ∑ 0(k,q)Bq
lqI>ks

ところで,左辺の 〔TL.fk〕は(ト1)及び(21-1)･,(1-2)から･

〔T,EL〕-(h/i恵 方__I (lkf<ks)

であるから, α3-0,･･･-0,及び 0(k,q)= 0

であることがわかる･J 従って

〔〔T,Ek〕,fk′〕- 2(h/i)2α2(k′,k)
α2(k,,k)-iAf〔〔T,Ek]Ifk′〕2
･1&)- (iAl)〔T,fk〕-(i/h)2kh lT･EL]Ifq〕･wq

q~土0

- 2 6 -
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ところで, (2づ )から 〔〔T･fk],i.〕-(TVi)2悉8卜. であるから,

a2(k′,k)-与藍 8日 ′

｡1&)-患W._k一言Wf 0
k2

同様にして,

p2(k,k)I-埠 〔〔T,符k]･符k′〕
′

- (ih,lT,qkト (A,2..Eks"T･qk,･符4]Bq

を得るoそこで 〔T･ギk〕を計算すると結果は次の様になるO

(2-10)

lTlqk〕-2t 吾 〔pn2･ギk〕-禦 k2札 l-禦 k2乱l (2-ll)

を得 るoここで,m* - か こ- て肯 (212'

であるO従-て･ [ 〔T,7k ] ･符 . 〕 - (も / i)2ET*ak,_4

pp21: 芸 慧 =｡ l (2-13)

を得る｡

(216).(2-9),,(2-13)及び (21-2)式より,系の Hamiltonianの kineticpartは次

の様に分離 された｡

T==T.+T +Tindln C (2-14)

ここで. Tは CollectiveHamiltonianの kineticpartを･Ti｡dはindividualHamil卜C

onianのkinetic partを又 Ti｡は内部 Hamiltonianの kineticpartをそれぞれ表わし･

以下の通 りである｡

･C-与k妻S.kmi打l花･-I
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rind-i.kgCksB Bk9--t

Tin-T-(Tc+Tind)

(2-15b)

(2-15C)

§3.内部 Hamiltonianの kineticpartの集団運動と個別運動及び Residualin-

ternalmotion部分-の分離

上で求めた内部 Hamiltonianの kineticpartTin にはもはや 打kやBL-ま含まれていな

いが,fkや qkを含んでいる｡そこで,T.からfkや 7kを含む項とそうでない項に分1n

離するr 分離の仕方は朝永2)に従って,Thをfk､ 甲k展開するo我々はN-1/2の order

を無視する近似を用いているので Ek qkの二次まで求めれば良いO

ks ks

Tin-TYn1%.EkTc,lk,･kE.謹 ｡fk･EdTc,2(k･kl十 ･

+
kc～~1
k｢

kc kc

s Fkr,ksFdT,ksでtでdTind･2(klk′'十 '''kかkT叫 1(k)+ ∑
ks kc

'kZ:7gldEkELqk′Tint(k,k')S
(3-1)

ここで･TYnはfk及び でkを含んでいないo 又各係数 Tc,1∴ ･及びTind,1･･･及びTin｡も
fk及び でlを含んでいないので･各係数は次の分離の条件を満足するように決定するっ

〔TYn,打k〕 --0･ 〔T?n･Bk〕- 0及び 〔T｡,1･W.〕- 0,
〔Tin｡,1,32k〕- 0･J-･又 〔Tc,1,Bk〕-0･ ,〔T叫 1,冗.〕- 0, ,

及び 〔Tint･打k〕 - 0･ 〔Tin.･Bt〕 -0

又, 花k,EkとBk,ギtの直交条件 (1-ll)式も考慮するo

まず, (3-1)式から行kとTi｡の交換関係を求めるr,

ks

(3-2)

〔打k･Tin〕= (b/i)Tc･lk)+2(b/i).i:t｡EqTc,2(q･k'+(b/i)l議書ksqqTint(q:k)

〔打d,lwk,Ti｡〕〕- 2(A/i,2Tc,細 k)I∴T｡,.2(k,,k)=-撃 〔打k′,〔W.,Tin〕〕

kc

･Tc,1k,-(ih,lwk･TiJ-(Vh,2q!.I.〔打.Ilwk･Tin],｢.,与ks7.Tint(q･k)

- 28-
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ところで,左辺の lwk､Tin〕は(2-15C)及び(21-15a,b), (112)及び (1-ll)か

ら

〔符k･Tin〕- 〔打k･T〕-lwk､(Tc+Tird)]

- 〔wk,T]

一m% 吾e-ik･･n ((k･pn,J2-k2)

〔符k,,〔nk･Tin〕〕ニ ー
(b/i)2

rrN k2k/2

(3-3)

(k･k′)Ee-i(k+ビ)･rnl(k･pn)2-2(k･pn)(k,･pn)n

ll(k2-k'2)(k･pn)+Tlfk2+(k･k'))(k'･pn)

'射 k4-2k2k,2･-2(k.k･,k,2)〕 (3-4)

荏-て,Tc,2(ku --与m% 吾e-i(k'd).rn l(k･pn)2-2(k･pn,(k･pn,

-b2(k2-k2)(k･p｡)十叫 2十(k･k)I(A･pn)+h12tk4-2k2打2-2(k･ぱ)打2)〕

鋸 H c十 kk,-与mTk El3(k･pn,2十bik4〕o
+芦⊇

Tc,2(k'･k)はTc,2(-k,k')に対してN 2 の orderの大きさ故,我々の近似から,Tq2

(-k,k)に対 して無視するoこの無視する項は phonon･phononinteractionのlowestor-

der term に相当している9又,㌔,2(-k,k)は CollectiveHam山onianの potential

energypartのfkLlの係数であるから･系の基底状態でとった期待値で置くことがで
きる｡

即ち,

Tc,2(-k,k'-与〔2<T'+j監〕

ここで<T>は基底状態での-粒子当りの平均運動 energyで,

<T,二-<｡i吾忘吉 pn2lo>

を表わすD従って,

-29-

(3-5)

(3-6)



五十嵐靖則 ･中馬国喜 ･鈴木良治

kc
･C,1瞑 -お e~ik'rn〔2<T>-i<去 pn2,ド .qF,ksqqTint(q,k) (3-7)

(3-7)を(3-1)に代入すれば, Ti｡の展開の中で, Collectivemotionとindividual

kskc
motion との interactionterm .空｡lk,E ksfkqk,Tint(qk)は落ちることがわかるo

同様にして･係数 Tin41,Tind,2を求めるO
kc

〔Bl,Tin〕 =(A/i)Tin41&)'2(TVi)l｡E ksq.Ti叫 2 (q,k '

〔32ビ.〔9.,Tin〕〕-2(Vi)2Tind,2(k'･k)

･T叫 2(ど,k)-iig 〔.Qk･.lBk.Tin〕〕

rind,1&,- (ih,lBl,Tin]1 i,A,2,qgksq.lB.,〔Bk･Tin〕〕
左辺の 〔lQk･Tir]は (2--15C)及び(2-15a･b), (卜 5),(1-6)･(ll )I(卜 9)及

び (1-ll)から

〔32k･Tin〕- 〔32.,T〕

又, 〔Bl′.〔Bk･Tin〕〕 -

(fl/i)

m､席 k2ス2忘

(di)2(k･k′)

mNk2k'2}2忘

∑e-ik'Rnt(k･Pn)一書 k2i)2

~i'k'ORn〔2t(k･Pnト をk21)･写 e

(3-8)

･†(k,･Pn)-㌢k2i)｣ (k･Pn)-ik21)2-A(k･klA((k,･Pnトをk'2i)〕
(3-9)

従 って, Tin｡2(k′･k)-i
(k･k')mNk2k'212乞-i(k+唖 〔二2((k･Pnトをk2̂)E:e

･((k,･Pn)一昔k21)- ((k･Pn)一書k21)2

-A(k･k')iI(mn上告k'211]

他方 T叫 2(--k k,=-巨孟百雷(k･pn,2･碧〕
Ti｡42(kJ )は Tin42(-k･k)に対 してNl1βの orderの大きさであるので, Tin42(-k,k)

に対 して無視する｢ 従って･ kineticenergyからの individualHamiltonianの potential

energypart-の係数 1'ind,2仁k･k)は

-30-
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TinqZ(-k,k)-与〔2< T>+患 〕

とな り･又 Ti叫 心は

･indl.,i,--妄言e~il.rn〔2くT,-i<左 pn2>〕

(3-10)

(3-ll)

と求まるC

従 って, (3-5).(3-7).(3-10),(3-ll)及 び(3-1)式より,内部 Hamiltonian

の kineticpartTi｡は次の様に分離されたo

T･-T?+Tc+Tind+TJqi｡+Ti'nqinm ln p p (3-12)

ここで, T;は kineticpartからの CollectiveHamdtonianの potentialpart,Tirdは同
qln,Ti'nqinはそれぞれ kineticpartかじく individualHamiltonianの potentialpart. T′･

らの CollectivemotionとResidualinternalmotionとの interactionterm と individual

motion と Residualinternalmotionとの interactionterm を表わし,以下の通 りであ

る｡

･…- 与 kis.〔2<T>+慧 〕･ELE_k

･ニnd-i.kki,k-S〔2<T,+碧 〕ヤk7-k

･′･ - -Gi .!oCIln ∑e~ik'rn〔2<T>-i<+mp三,〕fkn

覧 in一志k旨ks宇e-ik'rn〔2<T> i<去pn2,]ギk
TワニT-(Tc,十Tird.Tc･.in.T;rdJn)ln p

(3十13a)

(3-13b)

(3-13C)

(313d)

(3-13e)

§4. Hamiltonianの potentialenergy吾1i分の集団運動 と個別運動及び residual

internalmotion部分-の分離

次に我々は,全系の potentialenergy

v-与Zn£Ⅴ(rn-rJ)-与nzf;EVk･eiki-n-rJ)

- 31-
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但し･Vkは Potentialの Fourier係数であるO

をEkを含む項, 符kを含む項及び gk､ギk両者共含まない項に分離するo分離の仕方は先

程のTinの場合と同様に朝永の方法に従って,Ⅴをfk･ギk展開するo

ks ks ks kc

v-vo十kg ｡vc.1㈲ fk'k誓｡謹 ｡vc,2(k.nfkf打 .S.Vind,1&)でk

･kk墓｡淫.vin｡2(k,k)かkqL,･昌｡.klE,ksVin.(k･k,,fkqd (4-2)

ks kc

と展開する｡

ここで,VoはE.及び 71を含まない｡又各係数Vql･､-･,VinqL･･･,及び Vint等 もEL

及び でk共に含んでいないものとするO従って･分離の条件は次の通 りであるo

〔打k･V.〕-0, li2k･V.〕-0,及び 〔71･Vc,1〕-0･････

〔32k,Vind,1〕-0,-,及び 〔71,Vin41〕-0, , 〔Bk,Vql〕-Op･ I

又,

〔打k7Vin.〕- 0, 〔32L,Vin.〕- 0, (4-3)

を満足するものとするo

V｡及び各係数は条件 (4-3)及び (ド ll)式 を満足する様に決定するo

ks
vc,1&)-(Jh,〔打k,Vト (ih,2.%.〔nq･lwk･V,]Eq-,.F,ksVint(k･q,符.1

(4-4)

vc,2(k,kl-Ly 2 lwk/,〔㌔･Ⅴ〕〕

ところで, N-1βの orderを無視する我々の逓似で,

〔打k)V〕-(TVi痛 vk･Zellk.rn∩

又･ 〔打打,〔打k･V]] - 一 % 2(k･k′)NVkak,_d

であるから, (4-7)と(4-5), (4-4)から

-32-

(4-5)



ボーズ多体系におけるHamiltonian集団運動と個別
運動及びResidualinternalHamiltonian-の分離

vq2(k,k′)-一撃 NVk･∂k,_k,I

vc,.1瞑 Jmk･吾e-ik'En一km(k･打)･fk
-0

を得る,,(4-4)を(4-2)に代入すればわかるように, collectivemotionと individ-
ks kcr

∑帖ualmotionと interactionterm

即ち,
I.fdF,ksVint(k･k′)Ekでtは落ちる･,

kskc
LiZ:描,ksVint(kk′)fk●符k′=0

同様にして,Vind/k)及びVin42(k･k')を求めると･

Vin｡.1蔽巨 o
1(k･k′)

vin｡2(k､k′)-一号 S 'NVk∂k,一打 す す
ks紬+q)･q)
q≠o q2k2

･(k(k+q))Vk+.∂k,一定

従って,全系の Hamiltonianの potentialenergypartは次の様に分離されたo

V- Vo +V+VindC

(4-9)

(4110)

(4-ll)

ここで･Ⅴは CollectiveHamiltonianの potentialpart,VindはindividualHamiltonianのC

potentialpartを又 鳩 は residualinternalHamiltonian の potentialpartをそれぞれ表

わ してお り,以下の通 りである｡

vc-与kk毒 .NVk･fkと k

vin｡-与.kP,kslNVk･呂｡等 欝 (k･(k十q)V k･.,符kでk

V.I-V-(Vc+Vind)

§5. Collectiveandindividualexcitations

以上の結果から系の Hamiltonianは次の様に分離された,

-33-

(4-12)



五十嵐靖則 ･中馬国書 ･鈴木良治

H- H c 十 Hind+HR . I十H′･ +H:｡q inC.ln (5-1)

ここでH は collectiveHamdtonian を, Hindは individualHamntonian,HR.Ⅰは resid-C

ualinternalHamdtonian,H'こ,intまCollectivemotionと residualinternalmotion との
interaction'Hamiltonian,H;rd.inは individualmotionとresidualinternalmotionとの int-

eraction Hamiltonian, をそれぞれ表わし,以下の通 りである｡

Hc-技 ki転 +与l妻｡lNVk十2<T>+監〕fkf_k (5,2a,

Hin｡-i,k.!ks憲 BtB-k･症 lNVkI.星旦笠 置 "k+q,,Vk.qS

･2<T,+竪 〕W ,ーk

瑞 .Ⅰ-立 言 pn2-.!0% 21.Lie.崇
+ ∑ ∑∑

(k･p｡Xk･pm)/-ik(･n-･n)e
k704m L=oT;=蒜 2mNk2

k
e-ik(㌔-fm)十 ∑∑∑

C覧 [[a(k･pn)(k･pm)

Ilr>ks芯tum 6mN2k2 〉 k≠On≠m

･e川､In-m'-∑ ∑ ∑
lkl>ks∩ ≠m

fil(k･pn)(k･pm)]
4mN

-ik(rn-rm)ks TTSlfll(k･pnト (k･pm)/ik(rn-rm)
12mN2

qT.2k2 -ik(
詣Lm- 24m呼
∑∑

∑∑
,fu)k｡∑

k｡∑
>_kI
⊥

NkLJjt｡宝JtLJm

rn-rJI[<T,-i<去pn2>]

e-i吋rnl-)+与nzts.kL;ksVkeik''nl-'
-去 FtZm,kl; ks豊｡# '(k(k+q,,Vk･qelk(rn-'J

･与 Nvk(k- 0)-与Nkkf｡vk一与

((k十q)q)

q2k2 (k(k+q))Vk.q

ks

V言 .LF,ks.E.

ks kc

ここで,M二≡(1-品J lm, α喜 ∑ +1∑ であるo
k≠O Ikl>ks

Hこin-一意k!｡吾e~ik●'n〔2<T,一号 <k p三,]fk

恥 n--丸等ks吾e-ik'rn〔2<T,一号<去pn2,]7k

(5-2b)

(5-2C)

collectivemotionと residualinternalmotionとの interactionHとinが小さいとすれば,
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運動及び Residua1internalHamiltonianへの分離

(512a)から, collectiveexcitationenergy e｡心は

eck)- 〔碧 vkk2十2<T'慧 +(普 )2]1/2 (kl≦ks ) (5-3,

と求まる｡

又･ individualexcitationenergy eind恥は individualmotionと residualinternalmo-

tion との interaction H;n4inが小さいと仮定すれば･

Eindk)-[憲(52)2+2<T,響+慧 ･k2

･.蓋等 ㌍ (k･(k+q,,V k..] 42 (k s< .k.< k c , (5 - 4)

と求まる｡

§6.終 りに

集団運動の最も一般的な手法は朝永2)によって示されたが,内部運動の取り扱いの問

題は今後の研究に委ねられていた｡我々は内部運動についても取 り扱いが可能となるよ

うに朝永の精神に沿って,系に余分な自由度を導入することなく,粒子座榛 と運動量を

集団変数 ft,打L･と内部変数 qL･Bk-NIV2の orderを無視する近似ではあるが,変

換し,集団運動と個別運動を分離して取り扱う手法の第一歩を得,系の Hamiltonianを

集団運動と個別運動及び residualinternalmotion部分-分離することができた0

分離された CollectiveHamiltonianは,西山3)の得たものと同じである｡又 individual

Hamiltonianは effectivemassを持った freeの kinetictermだけでなく, Screeningさ

れた short-rangeの potentialからの項及び zero-pointmotionと粒子間の相互作用に基

づく平均 kineticenergyterm からの項等から成っている,又. residualinternalHamil-

tonianは effectivemassを持った freeの kineticterm とresiduallong-rangeinteraction

term 及び collectivemotion及び individualmotionによって Screeningされた short-

rangepotentialterm 等 より成っていることがわかるo

zeroIPOintmotion と粒子間の相互作用に基づく平均運動 energytermは,例えばHe

Iの場合には,多 くの実.gi4)や理論5)的研究から知られている様に,けっして小さくは

なく, Bogoliubov近似6)を使って落とすわけにはいかないO又,HeBの phonondis-
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persionの問題等には大切な項である｡

我々の得た結果をHeIの問題-応用し, phonon,rotonenergyspectrum等の算 出

は次回に報告したい｡
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