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1. 非平衡系における相転移 と臨界緩和 との関係を調べることを目的 とするO漠然 と一

般に相転移点では,臨界緩和が起るものと思われていたが,非平衡系で詳 しく調べてみ

ると,必ずしもそ うでないことがわかってきた｡そこで,非平衡系の相転移 をどう定義

するかも問題になってくるoここでは,定常分布 pstが急激に変化するところとして定

義 しておく｡この定義は,変数のとり方に依存することに注意されたい｡したがって,

不変的な定義は,臨界緩和の起るところということになるであろう｡こうすると,研究

目標は, どこで, どのような臨界緩和が起るかを調べることに尽きるO常識的な定義に

従って,相転移点 と臨界緩和の起る点 との関係を調べた結果を整理すると,

(a)deterministicsystemsでは両者一致する (vanHoveヲstheory)

(b)non-multiplicativesystemsでは random force, 8-0の漸近的極限 ((a)のごく

近傍 )で一致する｡

(C)E有限では一般に一致 しない,

(d) multiplicativesystemでは, (イ)左-γxlgx2+ x符(i)及び 左-γx-937n+xTn

q(i) (但 し, 7(i)はrandom force,m>1)の場合一致するが, (ロ)一般に

は,一致 しない｡例えば, i-γx一gX7n+xq(i)(,n≠ 2)では一致 しない.

1) (ii)直接法 (厳密解 ),8日) 摂ここで用いた方法は,(i)nonlinearscalingtheory,

動展開 (8-展開及び強結合展開 ),M 固有値問題 として解 く方法,2),3)付)WKB法4)

等である｡

さて,相転移の定義は例えば,第 1図のように, ス= lpの前後 で ㌔ t が急激に全体の

振舞いが変るところとして定義する｡一方,臨界緩和点 スニス は,緩和時間 Tが T--C

になる点として定義 される｡もし,緩和スペク トルの零でない最小のもの El(A)が求ま

れば,臨界緩和点 Icは El(Ac)-0によって与えられるo
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第 1図 : 定常分布の急激な変化 ((a)と(b)の違い )

による相転移点 スp を決定する模式図o

>X

2.一般に確率過程 左-α(x)+β(a)7(i)が与えられた時,適当な条件の下に,それ

は,次のFokker-Plancheq.

孟p-一意 [α(- EP(-)β′(-,]p+ 憲 p2(x)p (1)

によって記述されるoこれからPst (定常解 )が求められ, その全体の様子から,相転

移点が得 られる｡

3.直接法 (厳密解 )

確率微分方程式を直接,形式的に解いてその性質を調べる.｢股に;-α(tr)+P(x)7(i)

に適当な非線型変換 E-f(x,i) を施 して f- (a+的(i))f+C+朗 (i)のよ

うな線型方程式に変形出来れば,もとの方程式は形式的に解ける｡その条件は, α(α),

♂(∬)が次の微分方程式を充すことである :

意 (a ,-毒 {b(競 ←ト α}

例えば, schenzle-Brand6)によって,固有値を求める方法により研究された模型
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(3)

は (2)の一例になってお り,適当な非線型変換により,線型化されて, (3)の形式解は,

x(i)- exp[γt･拾 (t′)dt,]
1

･[9(--1)itexpt(m-1)(γと′+it'7(S)ds))dt′+x(0)1--]-~1

(4)

と与えられる｡これより,例えば<x(i)1~7n>を計算すると

<x(i)hn>- (<x(o)1~m>-
γ-(n-1)e

)e-(7n-1)[γ-(7n11)e]i+
r-(m-1)e

(5)

となる.このモーメントの緩和時間 Tは, I- [(,all)(γ-(,a-1)EJ]11で与え

られ, γ-γC… (7n- 1)Eで, T-∞ すなわち,臨界緩和が起ることがわかるo一

方,相転移払 mによらず, γ-rp-Eで起る6)ので, m≠2では, rp≠γC である

ことがわかる｡

(4)より,一般のモーメント, したがって,緩和スペクトルを具体的に求めるのは,

容易ではないが, scalingtheoryl),5)を用いると容易に導ける.

4. Scalingtreatmentformultiplicativestochasticprocesses

Ref.5)に解説 したように, 左-α(x)+♂(x)7(i)に,非線型変換

x一拍 ,i)-FYI(e-rtF(x));F(a)-expi.x毒 dy

を施すと,1),5) 打こ対する方程式は次のようになる:

dE
五一-eAγtF,(F-1(eγiF(E)))β(FJl(ertF(E)))7(i)/F,(E)

(6)

(7)

今, ♂(x)-xP+(higher) として,漸近評価すると,すなわち, scalingtheory のア

イデアに従って, (7)の右辺をEの最低次で近似すると
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意Esc(i)- [exp(p- 1)r t ] ExP ( i )7 ( i)
(8)

となり,この解は

(a) Esc(i)- a (0)exp it7(S ) d s for p- 1,

1

(b) Esc(i)-[(i-p)I:e'pLl'γsq(s)ds+a(0)17]'i for p≠1, (9)

となる｡これに対応するxsc(i)tも xsc(i)-Fl (ertF(fsc(i))によって与えられ

る｡この期待値は,容易に次のような強結合展開の形で求められる :

･xsc(i,,- (言 )* '1- el(--1)耳 f ](チ (吉,nx(0,n(1-m,

×(1-e-γ(m-1)i)-ne-Ant+(higher;continuous).

但 し, lnは次式で与えられるスペクトルである :

スn =n(Tn-1)[γ-a(7n-1)6] (ll)

これは, S｡h｡nzle_Brand6)と一致する｡

第 2の例 としては, 左-γx-3X7n+x7n再 こ対 しても同様に, } - n ( 7n-1)γがm

求められる｡これも,固有値問題に変換 して求めた厳密解に完全に一致する｡

5.unearscalingtransfbrmationと解の性質

上の結果を理解するためには,F-P eq･

前 p--£(γx-p- +e旦xnp
∂

∂∬2

は次のスケ-ル変換

x′-(E/9)ll/(m-n･1)x, i′-(6/9)(m-1)/(m-n十1)ig,

γ′-(8/9)-(n-1)/(n -n十1)(γ/9), P′-Pdx/dx,,
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に対 して不変であることを用いればよいoこれよりスペク トル Ik(γ,6,9)は,次のよ

うに表わせるこ-とがわかる :

m-I m-1

スk-9(e/9)W lk'(:(E/9)m-n'1)
(14)

これは, Kuboetal.7)によるn-0,γ-0の場合に対する議論の一般化になっている｡

この 1inearscalingproperty を用いるといろいろなことがわかる｡

(i)§4のnOnlinearscalingtheoryによって,厳密な discretespectrumが, S-Bmodel

等に対 して得られた根拠が示される｡すなわち, scalingtheoryは, Eの小さいlimit

での漸近評価であるから,スペクトルがγの一次関数であるとすれば, (14)の性質か

ら,それは, Eに関しても線型であることがわかり, したがって,scalingによって導

いた結果は厳密な離散スペクトルと一致する｡

(ii) }kが強結合展開で求められる modelがどのような形かを調べることができるoす

なわち, lkが 9によらない条件を求めると(12)の範囲では,§4で議論 したモデル

に限られることがわかるo同時に,それは, }kが γの一次関数の場合であることが

示される｡

6. two-levelnoiseの場合

北原達8)は ユニγx-3x2+xz(i‖こ対 して, I(i)が±Aの2つの値 をとるマルコ

フ過程として,固有値問題を解いた｡但 し, ∫(≠)は次のような non-whiteの性質

<Z(i)I(t′)>- A2exp(一項 -t'l) (15)

を持っとした｡我々はこの間題を一般化 し, i- γx-937n+xz(i) として scaling

theory1)を適用 し,強結合展開を行って,次の離散固有値を求めた :

･k-k(m-1)γ言 上 l･[}2･4(--1)2k2A2]1/2)･ (16)

,a-2とお くと,北原達8)の結果が得 られる.

7. まとめ
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以上,相転移と臨界緩和の関係を調べてみると,非平衡系では,一般に,常識的な意

味での "相転移点''では,臨界緩和は起らず,別な点でそれが起ることがわかった｡乱

雑な力の強さEが小さい極限では, "漸近的臨界緩和(asymptoticcritical slowingdown)"

が起ることが示せる｡この見方は,Mange19)や MiguellO)の6-展開でのゆらぎの発散に

に対する批判の解答になっている｡また, K｡bashima虚 1)は,実験的に非平衡系の臨界

緩和を観測した｡

以上の他に,まだ多数の成果が得 られているが,それらは近 く発表する予定である三2)
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