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文 献

第一節 序

結晶を作るという技術的な問題は,練金術の昔から今日まで,目覚しい進歩を遂げてきてい

る｡ しかし一方,結晶が何を根拠として,またどの様なプロセスを経て成長するのかという物

理的な問題については,十分解明されていない｡その原因は,結晶成長の問題が,比較的地味

な問題であった上に,基本的に,準安定 ･非平衡状態という,物理学としても未発達な内容を

含んでいるからである｡

これまでの成長過程の研究は,気相からの結晶成長,液相からの結晶成長の二つの分野に分

けて行なわれてきた｡前者の成長の仕方としては,主に沿面成長 (lateralgrowth)1)2)後者で

は付着成長 (adhesivegrowth)が主として考えられる｡ 沿面成長過程は, 〔Fig.1〕に示され

ているように,多くの結晶が,ほぼ完全に滑らかな表面を持っことから類推 して,何かの原

因で,結晶表面上に,ステップが形成され,そのキンク(khk)に原子が安定に組みこまれて,

ステップが完成し,更に同様のプロセスを繰り返しながら,結晶面に平行に,新しい結晶面が
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Fig.1沿面成長 (lateralgrowth) W･Kossel(1927)1)

モンテカル｡ .シミュレーションによる表面の様子 14)

数は温度に比例 したパラメータ

Fig.2付着成長(adhesivegrowth) Jacksonらによる(1975)8)
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結晶成長過程に関する試論

完成されるという成長過程である｡

一方,付着成長過程は, lFig.2]のように,むしろ結晶面は,滑らかな平面ではなく,非

常に凹凸の激しい(rough)表面になっていると予想されることから,液相から結晶面に付着

した原子は,そのまま結晶をっくり,結晶表面はroughな状態で,垂直方向に成長していく過程

である｡沿面成長過程が,ステップの形成のために,熱励起を必要とするのに比べ,この場合

は,ある意味で連続的な成長が,可能となる｡

本研究は,固相 ･液相界面の問題に限定して行なわれた ｡ 固相,液相を区別するために,

solidlikeatom とliquidlikeatom の二種類の原子を仮定して,それらがすべて,結晶相の結

晶格子に相当する格子点に位置するという格子模型を用いた｡ また原子間のエネルギー相互作

用tj=,最近接格子点間のものたけを考えた｡(solid-solid間, liquid｣iquid間,solid-1iquid間

相互作用を,各々, elユ,622,812とおく)先ず,第二節で,固液界面の一層だけを取り上げて,

界面の roughnessが,材料に依存してどのようになっているのかを検討し,第三節では,界面

の無限の層を考慮した多準位模型を考察する｡ 更に第四節では,多準位模型を連続体模型に移

行して,それに基づいて,時間的進展を論じ,成長速度を決定する｡

第二節 二準位模型4)

この節では,融点近傍で,どの物質が滑らかな(smooth)結晶面を作り,どの物質が荒れた

(TOugh)結晶面を作るかを調べる｡それはまた,どのような成長過程が現れるかという問題

にも関連することになる｡ 〔Fig.3]で示すように,固液界面は, a -0番目の一層だけとみ

I
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頒 鷲一■一二㌧+表芸__ 琵 琵 琶

･:-:3･-･･-solid [コ･･･････1iquid

Fig.3 二準位模型の固相 ･液相界面
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吉田宇-

なし,この結晶面に, solidlikeatom が,付着しているか,いないかの区別によって,隣り合

う二面間の相関エネルギーが定まるという近似に基ずいて考察する｡

問題にしている面内の solid比eatom の比率をCとする｡ただし,Cは0から1までの値を

取 り得る｡ このとき,面内の相互作用エネルギーは,

E-N11811+N22622+N12612 (2-1)

で与えられる. ただし,Nil,N22,N12は,面内の最近按対の総数のうち, (solid-solid)対,

(liquid-liquid)対,そして (solid-liquid)対の数である｡ 面内の格子点の総数をN,平面四角

格子を仮定して Z -4(配位数 )とすると,Nil,N22は,

Nil-2NC-N12/2

N22-2N(1-C)-N12/2

と書ける. これを用いると(2-1)は,

E-2N〔Cell+(1-C)822〕+N12Qeff

と書き直される｡ ただし¢｡ffは

¢｡ff - e12- (Ell+ E22)/2

(2-2)

(2-3)

(2-4)

と定義する｡ 従って,Cを一定としたときの,系の分配関数を求めるにあたって,(solid-liquid)

対の取り方には依らない部分を除いた部分分配関数だけを計算すると,

N12¢elL

Z(C･T-)={62}9("･C･".2)e-k7-
( 2-5)

と導かれるo ここで{;2,は,(solid~1iquid)対の様々な取 ｡方について加え合わせることを表わ

す｡また9(N.C.N12)は, N,C,及びN12が一定であるような状態の総数である｡ 机まボル

ツマン定数である｡ 更に〃12に関して

N12=<N12>-4NC(i-C)

のように単純平均に置き換えられるとすると

.;2T,I("･C･"12)=
〝!

(cN)![(1-C)N]!

-3tli8-
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が導かれる｡ ゆえに(2-5)に(2-6)(2-7)を代入して得られる分配関数に対するエネ

ルギーは,
(2-8)

FニーkTmlnZ(C.Tm)-NkTm〔αC(1-C)十ClnC+(】-C)ln(llC)〕

で与えられる｡ ここでαは,

α=4¢｡ff/kTm (2-9)

と定義されている｡ パラメータCに対する自由エネルギーの変化は, 〔Fig.4〕 に示されてい

る｡ 極値条件から,自由エネルギーを最小にする比率Cは,これをC*とすると,

I;'<aaccnn…… cc'*==0..'51 (2-10,

である. ただし,acは,Fの最大値と最小値が一致する, αの臨界値でαC-2 と与えられる.

(2-10)の結果から,α>α｡の場合,C*-0,あるいは1で,完全に面の上を solidlikeatom

で埋めているか,逆に完全 に liquidlikeatomで埋めているかを示している｡つまり,このとき,

結晶面は'滑らかな面が,安定な状態として実現していることがわかる｡ 一方,α<α｡の場

合には,C*-0.5すなわち, solidlikeatom と liquid比eatom が同じ比率で,面の上に散在

α-10

ノ′ ●~一､､α-5,0

J7-3.0 ＼

クC-2.0 ､.㌔__I

a:31

Fig.4 自由エネルギーと Solidlikeatom
の比率Cとの関係

K.A.Ja｡kson4) (1958)から引用
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しており,非常に慮れた結晶面が,安定な状態として実現していることがわかる｡また〔Fig.4]

から,結晶の成長過程にっいて考えると,CがOから1に進むに従って,α>α｡の滑 らかな

界面の場合には,何らかの熱励起を必要とする沿面成長が考えられる｡ α<α｡で ある荒れた

界面では,第-節でも述べたように,連続的に成長が進む付着成長を考えるのが実膚に合うが,

〔Fig.4]では,この場合も熱励起型の成長過程を行なう様に見える｡ この描像をもっと明確

にするためには,界面が一層だけでなく,多くの層に互っている場合を考える必要がある｡ 次

の節で,その問題を取り上げる｡

第三節 多準位模型5)

solidlikeatom liquidlikeatomの2種に区別するのは,第二節と同じであるが,ここでは,

〔Fig.5〕に示されている様に,無限個の層を考え,--から,十-まで,番号をっける｡ n

番 目の層の solidlikeatom の比率を,Cn(o≦ Cn≦ 1)とする｡ また,下層の極限では,完全

に固相,上層の極限では,完全に液相になっているものとして,境界条件を,

C-∞ -1, C+∞-0

とする｡ さらに,エネルギー的に不利な張り出し(overhang)を禁 じて,

Cn≧Cn十 1

とする｡

還-･solid 口-liquid
Fig.5a 多準位模型の固相 ･液相界面の図

-34O-

(3-1)

(3-2)



･1-Cn.1 W/'C'n'.I:"/

1-cn V# cn ''

n+ 1層

n 層

n- 1層
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左図を参考にすれば,分るように,

n層とn-1層,及びn+1層との

相互エネルギー,またn層内の相関

エネルギーは,次式のように表わさ

る｡

Fig.5b 層間の模式図

En,ルー1-芸 〔cnEll･(1-Cn-1)622+(Cn-1Cn)612〕
〟

En,n.1=盲 lCn.181.+(1-Cn)622+(Cn-Cn十1)612〕

En,n-Nil,nell+N22,nE22+NlちnE12

(3-3a)

(3-3b)

(3-3C)

ここで,Nil,n,N2ちn,N.2,nは,各々n番目の層における最近按対のうち, (solid-solid)対,

(liquid-liquid)対,(solidlliquid)対であるものの個数である｡ これらにっいて7,も

Nll,n-2NCn-N12,n/2

N22,a=2N(1-Cn)-N12,n/2 (3-4)

が成 ｡立っ,但 し,配位数 (隣の格子点の数 )Zは,正方格子を考えて,Z〒4とした｡これ

を用いると

Enn=2NCnEll+2N(卜 Cn)822+ N12,,とW

w ≡ 612-(ell+ 822)/2

と書くことができる. 従 って系のエネルギーは,

+(:袷
E(N,Cn,N12 9 n )- ∑ (E,hn-1+En,n十En,n.i)n=-α)

+∞
-Nfw+3∑

n=-CX)

となる｡

これから分配関数は,次式で与えられる

+(x)

(3-5)

(3-6)

(3-7)

lE22+(Elユ- と22)Cn〕)+lL,∑N12,nn=-0〇

一二i41-
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E cc co

Z(N,Cn,T)-∑｡~汗 -(,1)"-I-cn(,2)"-;jl-cn'e-FTEw･31･恥 +(8日~622)り )
(Nlちル)

･明きn,9(N,Cn,N12,a,e鋤 ･n (3-8)

で ∑は,SOlidatom,liquidatom の様々な並べ方について,加え合わせることを意味す
圧,..I

るO また, )1,)2は,solidlike,hquidhkeatomに関して,N12,nの とり方には依 らない部分を

表す｡更に 9(N,Cn,N12,n)は,面内の格子点の数N･Cn,N12,nが一定であるような状態の総

数である. 今, solidlikeatom,1iquidlikeatomの各々の化学ポテンシャルとして

Ft1-3811- kTlnjl (3-9)

p2=3Ezl- kTlnj2

を定義すると, (3-8)式は,

0 co
Z(N,Cn,T)-Z.･ZleXpト N△正∑(1-Cn)- ∑Cn〕/kTJ (3-10)-co I

のように書き表わされる｡

こ こ で

△〟-〟2-〟l

0 o〇

zo -exp(一差〔pl=1+p2= 1+W〕)-(ゝ⊃ l

(冗)

zl-{NEn}9'",Cn,"12･n)exp(~話 芸"12,n)

(3-ll)

(3-12)

(3-13)

を用いた｡ (3-13)式 を計算するにあたって,第 n面における, solid-1iquidの最近按対の

総数N12,nを,その平均値

N12,n=<N12,n>-ZNCn(1-Cn)-4NCn(1-Cn) (3-14)

によって代用する｡これは磁性理論における分子場近似に相当している｡この結果を用いれば,

(3-13)式は

一一-;i.12 一
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(:X)

zl- exp(~器 差` "12,n>){Nen}9(",Cn,"12,n'

-exp (昔 萎 cn '1 - C n ' '.NE ,9(",C n ,"12 , a '

で与えられる｡ また容易にわかるように,

{en'9(",Cn,"12･n)=
(〃㌦ )!

n='1'∞(NCn+1)T.lN(Cn-Cn.1)〕!

- Il
n

_!V!

〔Ⅳ(㌦ 一㌦ +1)〕!

(3-15)

(3-16)

となる｡

これは張り出しを禁ずる条件から得られる｡

(3112)式は,a-0番目の層を境界として,上下にはっきりと固相,液相に分かれている

状態を原点にとって,系の自由エネルギーを求めると,

Z 0 ∞

F--kTln右-"△pl∑(i-Cnト∑Cn卜kTlnZl-⊂)〇 1
であるから,(3-15)を代入すれば,次式で与えられる｡

F 0 ∞ ∞
扇子= β 〔∑(ト Cnト ∑Cn 〕+ γ∑ Cn (ト C n )-(X) 1 -00

OO
+∑(Cn- Cn十1)lh(Cn-Cn十1)-00

ただし,β≡△ p/kT , γ…4u'/kT

(3-17)

(3-18)

(3-19)

と定義する, Temkin5)は,この自由エネルギーの表式を用いて, 固相 ･液相界面の性質

にっいて調べた｡

先ず,極値条件 (dF/dCn)-0から,

C 一 ㌦ + 1n
Cnll-Cn - e2γCn -γ十P

境界条件として, (3-1)から

C-co-1 I C十∞ -0

(3-20)

(3-21)

が得られる｡ この漸化式をこっの場合に分けて考察する｡

(i)T-T-(融点 )のとき,β-fT(p2m )-0であるO このとも(3-20),(3-21)
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は,次のように書き直される｡

C -Cn+1n

(:HllI(/ll -e'2γcn-γ

C-∞ -1 , CIP -0

Zn=2γCn-γとおくと,これは次の式と同等である｡
71

zn.1 -Zn-(Z.-Zl)ek萱IZk

Z_(n.1,-Z_n+(Z.-Zl)謹 ｡Z-i

Z十00 -γ, 乙∞ニーγ

(3-22)

(3-23)

(3-24)

これから, 2つの解の存在が分る｡

1･ Zoニ ーZl〉 Z_1- - Z2-- etC

(or,C0-1-Cl, C_1-1-C2･･･- )

2･ Z0-0 , Z-1--Z+1,Z-2--Z2･･････etC

(or,co=1/2･ Cl=-C-1, C2--C_2 )

lFig.6] には,比率Cnと層番号 nとの関係が,示されている｡ これは,解 2をプロット

したものである｡ n-0における接線の傾きから,固液界面の大体の厚みが分かる. これによ

れば,γが大きいほど,界面は,境界のはっきりした,滑らかなもになっている｡ また数値計

算によって,各々の解 1,2が自由エネルギーにどう寄与するかは 〔Fig.7〕 に示す｡グラフ

から分るように,解 1が,Fminを,解2が,Fm｡xを与える｡ これは,固液界面の中心が,莱
際の格子面の位置と一致するとき(解 2),㌔ axとなってエネルギー的に不安定であること

が分る｡ また第二節の二準位模型の場合と同じように, γが,γ>γo(=2.5)のとき,極大

･極小が存在し, γ<γOのときに自由エネルギーの極大 ･極小は一致する｡ただし,lFig.4〕

のように,周期構造が,どうなっているか,ここでは明確ではない｡次に,結晶成長が進む,

過冷却の場合を考察する｡

(ii) TくTm のとき P>0である場合

β>Oから,このとき, (J-)で得 られる自由エネルギー に対して,それを減少させるよう

- 34 4 -
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ら

C.8

0.6

a(,'

C2

●｢十十 !:uo ､+ ･一一 >Llf]

十○■7.′ヽ -∫/O2

･ト+rL LT3lー/I

○ヽ_-ト

亡} 一rO+3 0(I十十⊥
-/0 -6 -2 2 6 〟

Concentrationdistributionof

"solidHatomscn producingaminimum
ofthefreeenergyofthesystem forcer-

tainvaluesofparameterγ≡4W/kTm:
1) γ=0.446;2)0.769;3)1.889;4)3.310.

Fig.6

solidatomの比率 cnとnの関係

氏ei'0.-でタ-i?,J-LZ-/.6 i,r-｢I.710,(

′＼

｢771in

o a字 C3 /2 L弓 =憲 一
Changesinfreeenergyofthe

system on formation ofaroughsepara-
tion boundary instead orasmoothone

corresponding to the two solutionsof

Eq.(23): 1)solution 1;2)SolutionII.

Fig.7

自由エネルギーと,界面のroughness(i)との関係
D.E.Temkin5) (1966) γ

♂

/ A

/

o I 2 3 7

curvedividingtheregionof

positivevaluesofparametersノダandTinto

twosubreglOnS.

Fig･8 匹 箸 と r-器 の関係
領域Aでは,lateralgrowth,

領域Bでは,adhesivegrowth. が予想される｡

D.E.Temkin 5) (1966)

1 3 45 :
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に,バイアスがかかる｡βが,ある程度大きい場合には,自由エネルギーの極大 ･極小が現れ

る周期構造をこわして,単調減少になると考えられる｡ 条件式 (3-20),(3-21)の解の存

在は,βとγによって決められる｡ 〔Fig.8〕に数値計算の結果が表わ してある｡領域Bで

は,固相 ･液相が共存する安定解はない｡ここでは連続的 soudatomが,付着しながら,結晶

成長していく｡ 一方領域Aでは,極大値,極小値が存在し,熱励起型の沿面成長を行うと予想

れる｡

第四節 連続体模型

これまでの議論では,層の結晶度を表わすCn(order-parameter)は, discreteだったので,数

値的に解かなければならなかった｡この節では,これに連続体近似を用いることによって,解

析的に取り扱う｡ その結果,界面の措像が,明確になる｡ 更に強磁性体に現れる磁壁と界面と

の類推が成立ち,磁壁の移動6)の間の問題として研究する｡ 連続体模型を,固相 ･液相界面

に最初に適用した cahn2)との比較を, AppendixAで取り上げる｡

第三節の (3-18)から出発する｡

F 0 ∞ ∞ ∞

NT5 - β〔∑(1 -Cn ト ∑ cn 〕 + γ∑ Cn (卜 Cn)+∑(Cn-Cn+1)ln(Cn-Cn･1)-∞ 1 -C0 -00

(4-1)

今便宜上,変数を次のように置換する｡

Cn -(1+on)/2 (-1≦ on≦ 1)

従って,最下層では,完全に固相,最上限では,完全に液相になっている条件は,

0_∞ =1 o十∞ =- 1

で表わされる｡

また (4-1)式は,次のように書き換えられる｡

F

前 -con s t- 言 _wz:won王 墓(1-on2)

･三豊(0,了 On十1)In喜(on-on･1)

(4-2)

(4-3)

(4-4)

0 co

ただし,const-P(∑ 1- ∑ 1)/2で,これは,自由エネルギーFの原点をずらすだけな一亡＼コ 1

ので,以下省略する｡ここでパラメータ O,Lの suffixnを連続変数にしよう｡ すなわち,

一二う46-
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on- U(na)- a(Z)

on.1- 0(na+ a)- 0(Z+ a)

αは格子定数, Zは座標を表わす｡したがって,

on- on.1=- a410(Z)≡- aOz(i=
(4-5)

と書ける｡ 小文字の sufⅥxは,その文字に関する微分を示す｡不連続変数の関数 を,連続変数

の関数に置換するには,ポアソン和の公式

∑ ,(na)-土だ γ(Z)dz+三色 云 Y(3竺 )
亡＼〇

-- a a s-I a

が有用である｡ ただし,

Y(坐 ,-去J-; y(Z)cos(空竺)dztZ t:LJ7E a

である｡

(4-6)

(4-7)

そこで今,(4-6)式の右辺第-項のみを用いる第零近似では, (4-4)式は, 次のように

書き換えられる｡

蒜 - 三I-;dz上告o･を(- 02,-号ozln(一芸oz,〕 (4-8,

(4-8)を minimizeすることにより, o(Z)の安定解を求めよう｡ このため, (4-8)の変

分をとると,

芸 -三J-: dz巨 富一言o･言fz(ln(-言oz) )〕 ∂o (4-9)

で与えられる｡解は 〔〕-0で決まる｡先ず, r-㌔ (融点 ) のとき,固相 ･液相両相の
化学ポテンシャルは等しいとしてβ-0である｡ 従って

l o･旦i ln(一言oz)-02 2dz

が導かれる｡ 境界条件 として

Zニー∞ で α(Z)- 1 ,

Z-+- α(Z)--1 ,

(4-10)

(4-ll)

を用いる｡ これは両端で,完全に固相 ･液相になっているとして,その両端では, a(I)は,
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ほとんど変化しないという条件である｡

方程式 (4-10),(4-ll)の解は,次式で与えられるo

o(Z)ニー tanh21a(Z- ♂) (∂は任意の定数 )
(4-12)

この結果をa-1,♂-0にとったとき,図示したのが 〔Fig.9〕である｡ 第三節で指摘 した

ように, Z -0における接線の傾きから,固液界面のおよその厚みdを求めると, a -4/γが

得られる｡これは,数値的に解いた場合とほぼ一致している｡ γが小さい物質ほど,界面は何

層にもわたって,荒れた状態になっている｡言い換えれば,r-4W/kTmから,多くの金属結

晶のように,融点が高い程,凹凸の激しい界面をっくっていることが分かるC また (4-12)

の結果は,第三節の中で得られた解 1,2を共に含んでいる｡これを使って,自由エネルギー

Fを求めると,ポアソン和の公式(4-6)の弟一項だけを取 り上げた,第零近似では,

F

NkTm -l f;dz〔言(i-02)一言ozln(一言oz)〕- 1nγ-1 (4-13)α

が導かれる｡ これは,♂-0, ∂≠0に関係なく,FEまuniqueに決まる｡ つまり,第三節の

〔Fig.7〕のように,Fk極大 ･極小は現れない｡しかしながら,ポアソン和の公式 (4-6)

の第 2項を考慮すると,事情は異なる｡

(4-6)式の第二項から,今,それから得られる自由エネルギーF-の寄与を△Fと書くと,

念 芸 -三sill-mco dz〔吉(1-02ト 言ozln(一言oz)〕cos等 (4-14)

(4-12)式を代入すると

a(I)-- tanh2La(I-6)

-fa(1-02)ニー - sech22La(Z-a)
γ

2α

を周いて,

仝亡 -三三Id-dz･言sech2 2La(I- ♂)〔1+.nli (- tanh22la(I-♂))〕〕NkTm a s=1

27Esz
×cos

が,導かれる｡ (Z-♂)- Zと置き直せば,
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＼ヽ
＼＼＼ヽ
ヽヽ
i:｣
ヽ
ヽヽ
ヽヽ
iiZI■コ■==■■i=:｢

一 一■･一

←訂 →
Z-Oの接線を引 くことによりd-号 を得る
dは界面の厚 ぎを表す

r=2のとき d-2

r-o.5 ～ a-8

Fig.9 0(Z)ニー tanhをZの変化

Af三三∫;dz･吉sech22Lazt1+ lnL+ ln(- tanh22Laz))cosNkTm a 9-1 4

27TJ,8
-三三 〔Ascos一･一㌃ -Bssin空 ゼ 〕α∫=1 α

が得られる｡ ただし,

A=L
∫ 4

27m(I+♂)
α

(4-15)

27Esz
∫;dz･sech2l zt1+ In喜(- tanh22Laz))cos一一一㌃2α

(4-16a)
27Tsz

I-: dz･ sech2f az(1+ .n言(- tanh22Laz)isin一一一㌃
(4-16b)

で与えられる｡

この結果から, ♂(≠0)のために,自由エネルギーFk周期構造が現れる｡ (4-15)を計算

すると, (4-16b)は,奇関数の積分である｡よって, それは0となることがわかる｡従って
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Asだけを考えればよい｡Asを計鼻するのに,

ln(1- tanh2 2Laz)I- tanh2 2Laz

のように近似すると,結果は,

As-空 室 (1+旦lnL 'jiif3
3r 2 4 γ2

)｡｡S｡｡h(也 )
γ

となるO ゆえに,ポアソン和公式から得られる自由エネルギーは,

-(lnγ-1)〔1+
87C2 ∞

∑
3γ(lnγ-1)∫∃

(4-17)

S(i･iln言+4Tw22S2)cosech(塾 )cos(響 ,〕γ

(4-18)

で与えられる. 今 夕 -1だけを計算 して,a-4/γが,大きいところで近似すると

F

NkTm

2

-(.nγ-1)〔1+2打2d(11盲慧 e~号d'cosT ] (4-19)

が導かれる｡この結果を図示 したのが 〔Fig.10〕である｡ これから分るように,♂-0で,
FnはX･♂-言で先inを与えること,また γが小さい, dが大きいとき,Fmax とダmi｡ の差
は,無限小であることが読みとれる｡ これによって, (4-19)式は,第 三節の, 〔Fig.7]

に,厳密に対応するものではないが,その図の定性的な説明を与える｡ また,自由エネルギー

Fを最小にする,界面の中心 と実際の格子面とのずれ (相対的位置 ),'ま, (a/2)であること

が分かる｡

次に過冷却の場合を考えてみよう｡ 71<㌦ のとき,β>Oである｡ この場合の自由エネル

ギーの変化を,模式的に表わしたのが, 〔Fig.11〕である. バイアスβが小さい場合,自由

エネルギーFの周期構造は保たれる｡ この際,-層一層,結晶面が完成 していくためには,熱

励起を必要とするので,沿面成長過程が,行なわれると考えてよい｡同様に, γが大きく,固

相 ･液相の界面が,はっきりしている材料では,自由エネルギーの極大 ･極小は, (4-19)

から,非常に差があるので,バイアスβが,かかる時,沿面成長を行 う｡一方,バイアスβが

大きい時,Fの周期構造は,こわれてなだらかになり,ほとんど単調減少関数になる｡ この際

は,連続的な成長が考えられる｡つまり, γが小さく,界面の厚み dが大きいとき,(4-19),

〔Fig.10〕からわかるように, Fの極大 ･極小の差はほんの微小になる｡ したがってバイア

スβが,少 し働 くと,固相 ･液相の界面は,荒れた凹凸の激しい構造を保ちながら,付着成長

過程を-て,結晶ができていく｡

ここでは,後者の荒れた界面に話を限って,界面の移動,つまり,結晶の成長速度について
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-0.ナチ門5-

6

F '7

N々 TZ,I

(I) a-0.8

Fmax -1･67

F.bin - -OA5

1△ F1-2.12

a 3_礼
ここ 4

Fig.10 自由エネルギー,))変化
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考察してみよう｡ このとき,固液界面の層の厚さdは,大きいので,自由エネルギーの表式は,

第0近似, (4-8)式を用いて十分である｡

両 -三 I_-wdz卜 iPo･言(1-02,l ozln'一㌢ Z,〕
F a

a(I,i)の時間変化を与える式として,conventional theory を採用すると,

6F
£ o(I,i)--音

である｡ 変分計算を実行すれば,

flu(I,i)-p･γo(

(4-8)

(4-20)

Z,i)- aま ln(一言 di-zo(Z,i)) (4-21)

･｡ 圭 こ

o 壬a o.

lllig.11 過冷却のときの自由エネルギーの変化

-:i52-
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が導かれる｡ (4-21)を変形する.先ず変数 (I,i)を動座標 払 -Z- ut に変換すれば,

(4-21)式は,次のように書き換えられる｡

aowu-roou-V(ou)2-po弘-0

ただし, 畑 ま, dO/duを表わす｡これを解くために,

o(a)-0.(a)+H u)

とおく｡

ただし,oo(a)は,定常解

O｡(a)-- tanh去 ･u

(4-22)

(4-23)

(4-24)

を表わす｡ 吠 u)揺,その定常解からの微小なずれを表わす｡

(4-23)式を, (4122)式に代入する｡バイアスβを微小とみなすと, 速度 U,及び少

は,Pの1次と考えてよいから,βサ(a),Vサ(a),などI,i無視してよい｡従って,

a九払-γOoやu- T(00)弘や-V(oo)三十P(0.)礼+γOo(oo)a-a(0.)払W

が導かれる｡ これは,

(oo)uニーfa(1- 岩)

･0.,wu--Za20.(1- 03)

を用いると,

a* uu-γ鴎 +fa(- - -4Vl…(1- 002,2-ar(- o呂)2α

のように書き改められる｡

ここで更に,変数をuから, ooに変換する｡ その際,次のような関係に注意すれば

炉 -Za(- 鵜 d4-oo中

･a払-4r22(1-03)2新 一 左 200(1-棉 ,+

り り

(4-27)式は,次の様に変形される｡

- 35 3 -
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2Ia2(1-020,2g.2軒 2La2(1-- -4諾:(1-03)2一票 (1-03, (4_29)

右辺を,界面の中心の近傍oo-0に近似すると

(1-002)ddloz恒 2サ-ヱ(- 03ト 2}=ヱ-2-P (4-30)α γ α γ

となる｡そして,両端,つまりつまり完全に固相,液相が実現している所では,ほとんど定常

解からのずれはないとして,次の様に境界条件を与える｡

00-_1のとき サ(oo)-0

00--1のとき 少(oo)-0
(4-31)

微分方程式 (4-30)が,境界条件 (4-31)のもとに,解けるための必要十分条件から,

U -f p (4-32)

が導かれ,界面の移動速度は,バイアスβと,固液界面の層の厚さに比例している｡(4-32)

は, AppendixBで,証明する｡

この結果は, Landauら6)が,磁壁の移動に関して,求めた速度と同様である｡その場合に

は,体系にかかった磁場と磁壁の厚さとの積に比例している｡もともと,自由エネルギーの表

式 (4-8)において, 第一項は,固相 ･液相両相の化学ポテンシャルの差から成るバイアス,

第二項は,エネルギー項,第三項は,隣凌する層間の solidlikeatomの比率の差を出来るだけ

滑らかにしようとするエントロピー項であり,それらが,磁場によるエネルギー,異方性エネ

ルギー,強磁性交換相互作用に対応していると考えれば,この (4-32)の結果は,理にかな

ったものと言える｡

第五節 結 語

我々は,多準位模型に対して,連続体的処理を施すことにより, Temkinが,数値的に得た

固相 ･液相界面の描線を,解析的な連続関数として表わし,界面の厚みが,何によって決まる

かを定性的に示すことができた｡ 〔Fig.9〕またポアソン和の公式を用いて,自由エネルギー

n'最大 ･最小が表われる様な周期構造についても説明することができた｡ 〔Fig.10〕 その得

られた豪式から,実際の格子面と固液界面の中心が,一致している時,自由エネルギーが最大

となり,相対的にα/2(αは格子定数 )だけずれている場合に, 自由エネルギーが最小となる

ことを示した｡更に,界面が多層にわたって rough な状態になっている時,自由エネルギーの
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最大値と最小値の差が,非常に小さいことを示し,そのことから,過冷却した場合に,ほんの

わずかなバイアスで,自由エネルギーが,ほとんど単調減少になることを説明し,それに基づ

いて,付着成長過程の成長速度を求めることができた｡ 〔Fig.11〕 そしてその席果から,磁

壁の移動速度と界面の移動速度との類似を示し,磁壁の問題との対応を明らかにした｡

問題としては,連続体模型に移行した際に,ポアソン和の公式 (4-7)式で補正項を無視 し

て,安定解を求めたが,厳密にはこの項を考慮に入れる必要がある｡ またそれによって,過冷

却度と界面の荒さにっいての関係式を導出し, 〔Fig.8〕に相当する関係について論 じる問

題が残っている｡ また実験との比較は困難ではあるが, roughnessと成長過程について言えば,

多くの金属で, γ(-zw/kT)は,0.6-0.8,また有機化合物では γ≫1(例えばグリセリ

ンはγ～5)となっており,各々,付着成長,沿面成長を示し,理論とのよい一致を示す｡し

かし,Zn,Al,Snでは, γ≦ 1となり,界面がroughとして,付着成長が考えられるが,実

験では,典型的な沿面成長を示すと報告されており,7)その意味では, γと_roughnessことを単純

に鰭びっけることには疑問が残されている｡ また界面の移動速度,すなわち結晶の成長速度に

関しては,容易に比較は出来ない等の問題がある｡
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AppendixA Cahn の連続体模型2)

ここでは,彼の研究の内容を簡単に紹介し,我々の研究と比較検討する｡ 彼は,固相 ･液相

界面に対し,〔Fig.12〕で示すような多数の原子層から成る磁壁内のスピンの向きの変化の問

題との類推を利用した｡/固相の局所的な規則度を表わすパラメータuを導入して,体系の自由

エネルギーFは,次式で与えられるとする｡ L

､二＼コ
F- a∑tf(un)+Ka-2(uT了 un.1)2i (A-1)TZ,=-CO

ここで, αは格子定数である｡ ( )の第 1項は,固相 ･液相の境界面で,一様な物質を生じ

させるのに伴う自由エネルギーの増分を表す｡第 2項は,反対に,隣接する層間で,パラメ-
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Fig.12 時刻 tを変えていった ときの

ある瞬間の磁壁の模式図

矢印は,磁壁の中心を示す

J.W.Cahn2) (1960)

タ 恥 を変化させるのに伴 う仕事を表すoまた境界面の両端では,完全に固相 ･液相が実現し

ているとして,境界条件

～ /
a-〇〇- u }

_ 〟

u,十(カ ~ u

を置く. (A-1)で, a,Lに関して,自由エネルギー最小の条件から,

dj +2Ka-2(2un- un.一一 un_1)-0
dtL,.

(A-2)

(A-3)

が導かれる｡

(A-3)式から,KをJで表わし,それを(A-1)に代入 したものをOと書くと, O は

O -a=tf(un,一三unZ-tnin
と書き表わされる｡ 今,変数 ‰を連続変数 Zの関数に変換すると(A-3)式は,

d2u

S-fu- 2K d7 -0

-:i5fう-
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と書ける｡これは,,更に1回積分を施すと

f-K (票 )2

(A-6)

と変形される｡ また(A-4)式にっいては,ポアソン和の公式を用いて書き直される｡そのと

き,変数 a(I)の Zをどう決めるかは,任意である｡ ここでは,第0番目の格子面は, Z -O

の点から,- α(αは任意 )だけ相対的にずれているとしようO すなわち

uo-LL(-α)

弘 n - a(na-α)-a(Z-α)

と書ける｡ そのとき,ポアソン和の公式を用いて,書き表わした ロは,

O-I= ( f(a ) - 与 udd-i ) dz･2∑ 〔Asco s

OO

∫一二t

で与えられる｡

ただし

千

As-I;(f(a)弓 u雲 )cos

B8-)_;(f(a)i u慧 )sin旦竺 dz(I

2 7Tsα

α - Bssin 星空竺 〕α (A-7)

(A一･8)

で与えられる｡ (A-7)の具体的な表式を求めるにあたって, Cahnは,スピンの問題との類

推から,f(a)として,

f(a)-f.(1-u2)2

また境界条件は,

u/--1, u"-+1

(A-9)

(A-10)

とおいた｡ただし,右 は任意の定数で,右 が大きいと, スピンの向きは,そろいにくい,盲

い換えれば,固液界面としては,はっきりしてくる｡明らかに (A-6),(A-9),(A-10)

から

a(Z)- tanhJ(f./K)I
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が導かれる｡また cりま

0-号何 {1+21a2倍 sflS(1-2:22fKTs2)cosech(雲呑 ×cos竿 }
(A-12)

と導かれるoここで,界面の厚み W-2ノ(K/foa2) を導入するとWが大きい所で

O-旦JR t1-{4WeXP(-;2W,cos空 )7C4 33 α

と書ける｡

あるいは, (A-13)式は,

O-ooll+ 9(a)]

と書き直せる｡ただし, ooti, Oの最小値,

打4 3 -L2W )00-号何 (- 27We 2
で与えられ, 9(α)は

4

9(a)-r exp(-Wi2W)(1-cos竺 )7C 3

α

(A-13)

(A-14)

(A-15)

(A-16)

で与えられる｡ 〔Fig.13〕に (A-14)の変化を示した｡

以上が,彼の研究の一部である｡これ以降, (A-14)及び (A-16)の結果を用いて,結

晶を成長させる駆動力 (過冷却度 )の大きさと,成長パ ターンとの関係にっいて,現象論的に

調べ,実験との対比を行った｡ ここでは,本題からはずれるので,それにはふれず,ここまで

の結果を検討してみよう｡

Cahnが,自由エネルギーの表式,ノ､ラメータu,に関して,磁壁スピンの問題から類推し

て,現象論的に仮定したのに比べ,我々の場合は,もう少し固液界面の実態に合った模型から

出発して,同様な安定解, ((A-ll)と(4-12))を得たことは,関数f(a)や, Kの意

咲,を一応説明できる｡ また彼は, 〔Fig.12〕 〔Fig.13〕を見れば分るように,界面の中心

が,第 0番目の格子面と一致するとき,自由エネルギーが最大になり,相対的にずれている場

合に,自由エネルギーが低 くなると主張している｡ そのためには, (A-13)式 において

cosine関数の係数が正になることが条件である｡ (A-13)の結果は,それと矛盾する｡ 我々

の本文と同様, (A-12)の ∑のうち,第1項を考慮しても, W≦O.9でなければ,係数は正

にならない｡しかしながら,我々の研究では,既に第四節で述べたように,この主張を保証 し

ている｡ これは,自由エネルギーの表式の中で,勾配エネルギーに相当する部分が, cahnの

-.-:i;･Llバー-I
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Thesurfacefreeenergyofthedomainwall

ofFig.12asafunctionofitsposition･Minima
co汀eSpOndtoconfigurationsAandC,andmaxima
toB.

Fig.13 界面の自由エネルギーの周期構造

図のA.B.C.は Fig.12のそれに

対応する｡∫.W.Cahn2)(1960)

論文と我々の模型とでは,

冨
山
L
S
^
S

L
0

^
t)t
I
山

N
山

山
山
t
Z
h

α-POSITION OFINTERFACE

Thefreeenergyofthesystemasafun-

ctionofinterfacepositionwhenthecritical

driving force (equation l･11)isapplied･

Fig.14 過冷却の場合の自由エネルギーの変化,
過冷却度が大きいほど,単調減少にな

る｡ ∫.W.Cahn2)(1960)

Ka-2(un- un.1)2
と

(Cn-Cn十1)ln(Cn-Cn十1)

と書き表わされる様に異なることから来ているものである｡

Appen山xB 微分方程式の解法8)

2階の線形微分方程式

L(y)- a(.I)y〝(a)+A(a)y'(Lr)+C(x)y(x)-R(x)

が,境界条件として,

Bl(y)- rl , BL,(y)- r2

のように与えられている場合を考える｡

(B-1)式で, R(x)-Oとおいた同次方程式の一般解が,

y(Lr)- Clyl(x)十 C2,y2(Lr) (C.,C2は任意 )

-I359-
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(4-4)

(B-1)

(13-2)

(T3-こう)
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で与えられ,また(B-1)の特解が, ツ(x)-Y(x) で与えられるとする｡ このとき,

行列式,

det(BL(yj);1- Bl(yl) Bl(y2)

B2(yi) B2(y2) (B-4)

であるならば, (Bll)が,境界条件 (B-2)のもとに,解けるための必要十分条件は, 行

刺, (BL(y,))と,次の行列,

(B 乙(yj ),ri)= Bl(yl) Bl(y2)

B2(yl) B2(y2) rr: BB:(Yy;)

の階数が一致することである｡ (証明省略 )

さて,第四節の微分方程式 (4-30)と境界条件 (4-31)の場合を考えよう｡

･1-002,品 恒 2恒 1 (〃γ-2aP,αγ

LBl=サ(1)-0, B2-サト 1)-0
∫

(4-30)の一般解は

" oo)-C.[; I
(1- 002) I 1 + oo

ln; ]+C2
8 1- α()

で与えられる｡ また特解は明らかに

少(oo)-⊥ (Uγ-2aβ)… ¢
2αγ

1- 03

2

(B-5)

(4-30)

(4-31)

(B-6)

(B-7)

となるO 今, det(Bl(y,))=Oだから, (4-30)が, (4-j31)の条件のもとで,解け
けるための必要十分条件は,行列,

(B乙(y,))-
1 1

4 4

0 0

が,ranklだから,

-:i6()-

行列
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が,ranklとなることである｡
(BL (y, ),r )-L

これは明らかに¢-0でなければならない｡ すなわち

u-2TaP

である｡
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