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低次元系の相転移について
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§1. はじめに

70年代に急速に発展した臨界現象の研究の中で,ここでは低次元系での相転移の理論の進展

について述べる｡相転移一般のレグィユーは鈴木増雄氏により,詳しくこの研究会で解説され

ている｡低次元系の相転移のうち,所謂,Kosterlitz-Thouless転移及びその周辺の話題を取

り上げる｡関係のある総合報告として文献 1),2),3)がある｡また,文献 4)も参照されたい｡

§2.二次元古典スピン系

二次元格子上のスピン系のうち,最も単純化されたモデルがIsingモデルである｡ハミルト

ニアンは次のように書かれる｡

し訂-- J ∑ O,･oi)
<乙,}'>

(1)

ここに結合定数Jは正であるとする.和<i,j>は最近按格子点のあらゆる対についてとられ

る.スピン変数 oiは格子点iで+1か-1の値をとると仮定する｡このモデルの状態和はOnsa-

gerにより厳密に求められヲ)有限温度(Tcとする)で二次転移を起こすことが示された｡その

徳,いろいろな人々により他の物理量も計算されている｡例えば,`̀自発磁化''<oi>はTcよ

り高温側ではゼロであり,T<Tでは′■■/C

<oa>∝(Tc- T)1/8 (2)

ここに,カッコ<->はノ､ミルトニアン(1)によるカノニカル平均を意味する｡また,スピンの

相関はT-Tcでかつ,格子点 iとjが充分はなれているとき

<oiOj>∝1/(ri-rj)V4 (3)

となる.ここに,riは乙番目の格子点の位置ベクトルであるo転移温度からはなれると,スピ

ン相関は二点の距離の関数として指数関数的に減少する｡

ハミル トニアン(1)をスピン変数が連続的自由度を持っように拡張することができる6.)

LU-- I ∑ S･S･-h∑S乙
<tlj> L ) 乙
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｢低次元系の相転移について｣

ここに,hは定ベクトルoSはN成分(Sl,S2,-････,SN)をもち lSf-1とするo素粒子の分

野では(4)(h-0)の連続体表現をカイラルラグランジアンと呼ぶようである｡系(4)は二次元以

下では有限温度で有限の自発磁化をもたない70) (熱力学的極限をとった後, kをゼロとする｡)

しかし,〟 -2のときは以下に述べるように新しいタイプの相転移が出現する｡

§3.二次元プレイナ-モデル

ノ､ミル トニアン(4)はN-2,A-0のときSl-cosO,S2-SinOとおくと次のように書ける.

LU-- I ∑ cos(Oi-0,) (5)<i,j>

ただし,fel≦7E,この系のスピン相関<S.S.>を計算してみよう｡充分低温では,cos関数‡ノ

を引数で展開し二次まででとめ,かつ107≦-と近似すると

<S.S.>-(a/R)甲(T)i)

を得るoここに,aは格子定数であり,R-ri-rj,また

甲(T)-T/(27EJ)

(6)

(7)

一方,充分高温では各格子点のスピンの向きは乱雑であるから,スピン相関はRについて指数

関数的に減少するであろう.このことは有限温度である種の相転移が存在することを暗示す88.)

帯磁率の高温展開による解析からも,異常性が存在するらしいと示唆されていたがヲ)この転移

の物理的措像はK｡st｡rlitzとTh｡ul｡ssにより与えられた㌘)

§4. Kosterlitz-Thouless転移

ノ､ミルトニアン(5)を次のように簡単化しよう｡

Lu-‡Jd2r(Yo)2 刷 ≦打 (8)

(5)と(8)の違いは以下の議論に重要でない｡

KosterlitzとThoulessは図1のようなスピ

ン配向に注目し,その熱力学的安定性を調べ

た｡内部エネルギーは(8)より直ちに

E-7TJln(RJ(a) (9)
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を得る｡エントロピーはBoltzmannの原理により

S-ln(R/a)2 (R>a) (10)

と評価されるO (B｡ltzmann定数を1とする｡)ここに, (R/a)2は図1の配向の中心をどこ

に置くかという自由度を表わす｡(9)と(10)より自由エネルギー

F-(7U12T)ln(R/a) (ll)

を得る.つまり,Tc-7EJ/2より高温側では図1のような励起は熱力学的に安定であるo(尚,

この議論では,式(9)からわかるように,ミクロな長さαの存在が本質的であることに注意｡)

従って'㌔近傍の系の性質をみるためには図 1のような励起,あるいはもっと一般に,ある閉

じたループにそって格子点を一周したときCが27Eの整数倍変化するような励起を考慮しなけ

ければならない｡

ここで便利のため0のかわりにV-VOを導入する.図1に対応するVを図2に与える.こ

のときIvf-1/rである.以後,図2の励起を渦とよぶ.

Vを二つの部分にわける｡

V=vo+Z71 (12)

ここに,V.はあるスカラ一畳¢(r)のグラジェントでか

けるとする｡vlは

vx vl(r)-2nn(r)2 (13)

を満たすように取る｡ここに,2は考えている二次元面

に垂直な単位ベクトル｡n(r)は渦度密度,すなわち

/ / 4- 61

′∠ / ＼ ＼ ヽ
∫I/＼ ＼ +
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図 2

n(r)-∑n乙∂(r-rL), ni=0,±1,±2,-･.･･,i

を表わす｡(13)の解はただちに得られ,それを(8)に代入すると

-U-‡Jd2r(po)2

(14)

-wJN空 空 n','n',′)lnT -T(ln,)膏 n',)2 (15'
α α α
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｢低次元系の相転移について｣

となる1.0)# 2項は渦間の相互作用を表わす｡積分はIr-r′1>aの領域に限られる｡あとの

議論のため

y-yoexpト cJ/T] (16)

でパラメータ一%を導入する｡ Cは正の定数｡以後,nの値を0,±1に制限する｡高次の励起

はr｡の近傍で重要でないことが示せる｡

以上でプレイナースピン系の問題が二次元クーロンガス系に移された｡また,二次元超流動

との対応も明白である｡Kosterlitz-Thouless理論から4年後(〟)KawabataとBinderによ

り,実際にプレイナ-モデルで渦の励起が存在することが,コンピューターシミュレーション

で確かめられたlol)(文献 12)も参照)

この節ではプレイナ-モデルからクーロンガス系-の変換を直観に基づいて行なったが,よ

り系統的な方法については文献 13)及び14)を参照されたい｡

§5.繰 り込み群による解析

クーロンガス系15)に繰り込み群の方法を適用し,㌔近傍での性質を定量的に議論したのは
K｡sterlitzである1.5)ここでは,誘電関数 8(q)に対する繰 り込み群方程式を求める1.6簡 単のた
め波数q-0の場合を考える｡

含(7,γ)~≡ 78(0)- 叶 0(,2) (17)

で?を導入するOは 式 (7)で定義されている.含(7,y)を再こ関する展開で求め,そののち

ミクロな長さaをaeeと変換すると,y2のオーダーまでで

含(7,y)-?(7(e),,(B))

を得る｡ここに,符(e),y(B)は次の方程式 (Kosterlitzのゼン化式 )に従がう｡

些 -2打2y2
de

d%2-(4-i ),2
この方程式の解の流れ図は図3のようになる.T≦TではC

?(7,y)-含(7(-),,(-))-7(-)
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図 3

時にT-㌔では符(cx')-1/4･即ち,T-Tcでプレイナ-モデルのスピン変数の異常次元はIsing

モデルのそれ式(3)と一致する.T≧Tcでは波数を有限にしておくと

?(7,y,q)≒ cl+ C2/(qE)2,(qE≪ 1)

を得る｡ここに

E-exp[C3(Ti )-1/2]

(22)

(23)

cl,C2,C3は正の定数o(21),(22)からわかるように,クーロンガス系はrcで ｢金属｣一絶縁体

転移を起こす｡より高次の項を取 り入れた計算にっいては文献 17)がある｡自由エネルギーの

異常部分は

Fsing∝E-2 (24)

となる｡(23),(24)よりT-Tcで自由エネルギーは温度に関して無限回微分可能｡これが

Kosterlitz･Thouless転移の特徴の一つである｡

ここで次のようなことを問題にしてもよいであろう｡即ち,二次相転移は¢4理論で,統一的

に理解された108),19)ならば, K｡sterlitz-Thouless転移を記述する普遍なハミルトニアンは何

か?sine_G｡rd｡n系がその候補の一つである106)

§6.二次元 sine-Cordon `̀ハミルトニアン''

30年程前から結晶成長の分野で結晶表面の不安定性にともなう転移が問題になっていた｡

roughening転移と呼ぶが,これは,いかに速 く結晶を成長させるか,あるいはいかにして｢な
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｢低次元系の相転移について｣

めらかな結晶面を作るか等の実用上の要請とっながる問題であった｡roughening転移を記述

する最も簡単化したモデルに離散的ガウスモデルがある｡

Lu-J<莞 >(hi-hj)2 (25)

ここ に, kの値は整数に制限される｡<i,j>は結晶表面格子上での和を表わす｡エネルギー

(25)の意味は図4から理解されるであろう｡ 号

(図では一次元断面を記述している｡)(25)

がクーロンガス系に写されることはChuiと

W｡｡ksにより示された警)ここでは(25)を

sine-Gordon型に変形する｡(25)の状態和

Zを計算するとき,kが離散的であるため,

重み関数WtA)を導入しなければならない.

Z-IdthiW‡hJexpト LU ] (26)

今の場合,wthJは周期的デルタ関数になる｡この重み関数を

W(hl-1+2gCOS27Eh,lyf<1/2

で近似する106)その結果,新しいハミルトニアン

LUeff- J<i弓,(A: hj)2-∑ln(1+29のS2打hi)i

を得る｡(28)ではkは実数の値をとる｡第 2項をUで展開し,連続体表現で書くと

LU-JId2r(vh)2-2ga-2Id2rcos2wk(r)

(27)

(28)

(29)

となる｡(文献 21)も参照のこと).sine-Gordon系(29)に繰り込み群変換をほどこすと(19),

(20)と同じ方程式を得る1.6),22),2),23)ただし,7-I/冗,y-9.即ち,sine･Gordon型がKost-

erlitz-Thouless転移と同じユニヴァサリテイクラスに属することが直接的に確かめられた｡

二次元古典的 sine-Gordon系は一次元量子的 sin｡_G｡rd｡n系,一次元フェ/レミオン系警)I

25),26)massiveThirringモデ ル 27)等と少なくとも近似的に関係がある.しかし,このような

横のつながりにはこれ以上深入 りしない｡
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§7.二成分sine-Gordon系

この節ではモデルの拡張及びその応用を議論する｡Kadanoffは二つの成分 (彼はそれらを

電荷と磁気単極子と呼ぶ)をもっクーロンガス系を考え,プレイナ-モデルのみならず Ising

モデル,eightve,t｡Ⅹモデル,P.ttsモデル等をもその中に含ませようとする警)しかし,今

だ,形式的な段階で充分成功しているとは言えない｡

ここでは(29)で与えられるsine-Gordon系を二成分場に拡張する2.9)この考えはNelsonの

論文30)に刺激された.ハミルトニアンを次のように書こう.

Lu-LKTo+LEI

Luo-Jd2号 [paB (aahp)2+(オ ス)冒(aaha)2]

H.--2ga~2Jd2r∑cos2打e了hi=1,2,3

ここに,h-(hl,h2),e乙(i-1,2,3)は二成分単位ベクトルで

el+e2+e3=0 (33)

を満たすようにとる｡p,スは正の定数｡ハミル トニアン(30)は物理吸着系に適用される｡つ

まり, substrateが六角格子で吸着系が三角格子を組むとすると, (32)は近似的に,subst-

rateと吸着された原子との相互作用を表わす.このとき,(e乙)は吸着系の逆格子ベクトルに

比例するO一方,LU.は吸着系の弾性エネルギーを表わす｡hは変位ベクトル,P,んはラメ係数

の意味をもつ｡

物理吸着系でおこる転移についてはNelsonとHalperinにより繰 り込み群の方法で詳しく議

論されている3.1)ぁる種の条件下では次のような相変化が期待される｡充分低温ではエフェクテ

ィブな(くりこまれた)結合定数 geffが無限に大きくなり吸着系はregisteredsolid,温度が

あがると‰ff-0となりfloating

solid,そして,もっと高温では C) ｢ Tl
shearmodulus peff-0となり

吸着系は融解する｡

ハミ/レトニアン(30)は図5で示

されている転移Tlに直接的に適用

できる2.9)驚ろくべきことは(30)は

もう一つの転移T2をも記述してし

CoynT"e帖qYate'tifo止古9
5oIJJ sol-tJ

3鴫 ⇒ - 笥㌔ O

図5
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まうことである3.1),29)それをみるために(30)にデュアル変換をほどこそう｡少なくともかこつい

て最低次までで,(30)は次のように変換される｡

LED-8in,Et,,[Klb(r)･b(r′)lnr7- ,トK2

-(lng)∑ Ib(r)I2
r

ここに,KlとK2はp,)の関数｡また

b(r)-7n(r)el+n(r)e2

あ(r)･(r-r/)b(r′)･(r-r/)
r-r′l2

(34)

(35)

771,nは0,±1の値をとる｡

(34)の型の/､ミルトニアンは転位理論でよく知られている｡即ち,(34)は三角格子に生じた

転位 (dislocation)間の相互作用を表わす.a(7･)は転位のバーガースベクトルに他ならない｡

このときelとe2は三角格子ベクトルと解釈する.(逆格子ベクトルではない｡)転移点T2の近

傍の性質は(34)に繰 り込み群 を適用することによりNelson, Halperin31)そして Young32)に

より調べられた｡

このように,二成分sine-Gordon系に拡張することにより,二次元系のさらに広い相転移

現象をカバーする｡尚,(30)を少し修正することにより,吸着系の整合不整合転移33)に応用で

きることに注意しておく｡

研究会では対称性を破る外場 (面内異方性 )のあるプレイナ-モデルをsine-Gordonモデル

で扱う31)ことにも言及したがここでは割愛する｡

§8.結 論

以上で,Kosterlitz-Thouless転移及び関連する最近の理論的進展について述べた｡二次元

sine-Gordon系とそれを｣投化したモデルは低次元系の相転移のかなりの部分を記述し得る｡

今後の問題の一つ払 Kadanoffがクーロンガス系で試みたように,IsingモデルあるいはPotts

モデル等をとり込めるかどうかである｡これは吸着系の相転移を統一的にみる試み35)と関連し

て重要であろう｡

Kosterlitz-Thouless転移の動的側面は,主としてhalperinのグループで精力的に研究が

なされているが本研究会では省略 した｡

この報告射 り崎恭治先生との日常の会話から有形無形の影響を受けている.ここに感謝の意

をあらわします｡
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不規 則 な状態 で の局 在

-2次元アンダーソン局在-

京大 ･基研 氷 上 忍

ここで取り上げる問題は最近くり込み群の方法で研究されている2次元アンダー ソン局在の

問題である｡金属に不純物を入れると電子は不純物散乱を受けて,電気伝導度にその効果があ

らわれる｡もし不純物がかなり不規則なポテンシャルをっくれば,電子はそのポテンシャルに

つかまって局在し,金属ではなく絶縁体になるとアンダーソンが1958年に言い出したのがそ

もそもの始まりで, その後多くの研究がなされた.この問題は厳密に言えば-電子が絶対零度

で,ポテンシャルが不規則な為にあるエネルギーEcのところで伝導電子から局在電子に変わる

問題である.一般にこのようなEcはモービ･リティエッジ (易動度端 )と呼ばれているo実験的

には電子間の相互作用の影響やフォノン励起の為,アンダーソン局在が起こるかどうかはっき

りしない.後で述べるが2次元のMOSFETと呼ばれるシリコン表面の電子系や,薄膜の金属

でアンダーソン局在が起っていると解釈できることが最近わかってきたので,今後の実験及び

理論の発展が期待される｡(アンダーソン局在の今までの発展はアンダーソンのノーベル賞講演1)

やサウレスの講義録2)が参考になる｡)

さて,2次元のアンダーソン局在の理論であるが,2次元の′､イゼンベルクスピン系の理論

と似た所がある｡2次元のスピン系は4次元のゲージ理論と似ているので,2次元アンダーソ

ン局在理論は4次元QCD理論と共通した面を持っていると言ってもよい｡

くり込み群が適用出来る弱結合を最初に考えることにする｡不純物散乱が弱い時には,以前

に超伝導の不純物効果の問題で考えられたように, 摂動論でボルン近似をっかって考えられる｡

注目する点は,この一つの電子が不純物散乱によって拡散モー ドがどうなるかということであ

る.拡散モードはゴー/レドストーンモー ドと見ることが出来て,スピン波と類似させるとわか
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