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1.序

今まで,結晶の物理は半現象論的にしか研究されてこなかった｡即ち,イオンによる自己

無撞着場の周期的ポテンシャルによって結晶は整列しているとして,その平衡点からのずれの

みを量子化 して,分子そのものの量子化はされてこなかった｡最近,和達等1)は汎関数形式に

よるボゾン変換法を用いて,徹底した場の量子論を結晶に適用した｡彼等は,ラグランジュア

ンに空間並進不変と数密度演算子の基底状態での期待値の周期的存在を仮定してWard一高橋

関係式を導き,それを手掛りとして,結晶や転位等の一般論を展開している｡

われわれは,ボーズの分子によって構成されている系のラグランジュアンに空間並進不変と

分子の場の演算子 ¢(x)の基底状態での期待値の周期的存在を仮定し,Ward-高橋関係式を求

め,これから,¢(x)のdynamicalmapの次のような性質を求めることが出来た2):位相因子

を含めて,¢(∬)の基底状態での期待値は格子ベクトルの周期関数である｡フォノン場の一次の

オーダーまででは,場¢のdynamicalmapは¢の基底状態での期待値の空間微分のかかった

フォノン場の三つの成分の適当な線型結合で表わされる｡

一方,DeLuca等3)は結晶のモデルを検討し,フォノン･モードのようなgaplessspectrum

の存在を示した｡彼等は,われわれが Ward-高橋関係式によって空間並進不変を正確に取扱

ったようにはしなかった｡彼等は準運動量 kの第一励起状態として,¢の基底状態の期待値を

e乙kxで変調したものをとった｡Ward一高橋関係式は, むしろ,準運動量 kの第一励起状態と

して,¢の基底状態での期待値の空間微分をeik∬で変調したものをとるべきことを示している｡

そこで,この論文の目的は,空間並進不変を正確に考慮して,間隙のないフォノン･スペク

トルを検討することであるO 原理的には,Ward-高橋関係式が成立するように高次の励起状態

をとり入れることによって,いくらでも正確なスペクトルを作ることが出来る｡しかしながら,

ここでは高次の励起状態を無視 して,乱雑近似でBethe-Salpeter方程式を解 く｡この論文で

は,二体のポテンシャルとして,一定の強さの近距離力をとる｡与えられたポテンシャルに対

して,¢の基底状態の期待値を自己無撞着的に決めることが出来るが,¢の基底状態の期待と

してGaussianを仮定する｡最後に,系を一次元に限定して議論を進める｡

*) KitamuraToyoyuki
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§2では,/､ミル トニアンの中を基底状態 と励起状態に置きかえて書き直す｡ §3では,

Bethe-Salpeter方程式を乱雑近似で検討する｡ §4では,与えられたポテンシャルと基底状態

に対 して, 自己無撞着のBethe-Salpeter方程式を得る｡長波長の間隙のないフォノンスペクト

ルが §5で与えられる｡ §6で若干の議論をする｡

2.ハミルトニアン

我々は次のノ､ミル トニアンから出発する :

H-Jdx¢+(x)E(∂)¢(x)+Jdxd頼 1~(x)4,+(y)V(x-y)¢(y)4;(x), (2･1)

ここで,¢は分子の場の演算子であり, E(∂)は微分演算子,V(x-γ)は分子間ポテンシャル

である｡¢の基底状態の期待値の存在の仮定から,

¢(a)- a(x)elf(a)+め(.r),

ここで,基礎格子ベクトルαに対 して,

u(.r+a)elf(3'a)= u(x)e乙f(a)

¢の~dynamialmapの議論から

帰 )-IDBdkPo(x)e乙kxak,

と置くoここで,12Bは第一 Brillouin域で,p.tj:,

po(x)-符-lv(a(x)e乙f(x)),

ここで, 7】1は定数である.

(2･2)式を(2･1)式に代入すると

(2･2)

(2･3)

(2･4)

(2･5)

H-/dk[wkalk-ak+Uk(a_Aak+a:a二k)-∂ekakak-Dk(a_Aak+ak'a二k)+p.I(ao+a言)]
+

+Idkldk2.g(k.-k2)(ak+1ak2akl_k2+ai2_klak2ak.)

十

+Idk.dk2dk3f(kl1 2)a:.aこ｡akl_k2.k3ak2 ,
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.9(k)- 2I dxdyu(x)e-if (a)p ,;(y )p(,(γ)P o(x)c tk(r-y)V (x - γ ),

f(k)-IdxdyPo*(x)po*(y)po(y)%(x･)eLk'x~Jy)V(I-y),

W -C･,≡+2Vk+∂Ek,k

Uk-Uk+Dk,

a,ok-JdxPo*(x)eI乙kx(E(∂)+2Iu2(γ)V(x-y))po(x･)etkx,

(2･7)

(2･8)

(2･9)

(2･10)

(2･11)

vk-Jdx恒 (x)e-if'-)紘(y)eLf'y'po*(y)Po(x)e-tk'3-y)V(x-y), (2･12)

Uk-Jdxdyu(x)e-if(x)a(y)elf(y)po(y)po(x)elk(x-y)V(x-y), (2･13)

宛 -Jdxu(x)e-Lf'x)(E(∂)+2I 払2(y)V(x-y),)p.(a), (2.14)

ここで,9(k)とUkが実数になるように, qNlとakの位相をとったoDkと∂ekは後 で自己無撞

着的に決められる｡

3. Bethe-Salpeter方程式

われわれは間隙のないフォノン･モー ドの存在やこれらのモー ドによるdynamicalmapに

興味があるので,これ らのフォノン･モー ドを考察する｡さて,次のようなGreen関数に対す

るBethe-Salpeter方程式を導こう:

Gk,k-p(tl,t2)…<0けAk(tl)Ak+7(t2)JBp>,
(3･1)

ここで,川>とIB>はそれぞれ基底状態とフォノンの励起状態である o Akは次のようであP
る :

Ak( i) =

交換関係を使って

(乙£ T,-Êk)Ak(i) -Sk- ∂SkAk,

ここで,T3はPauli行列,Êk,Skと∂Skは次のように定義 される :
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E"k-(:kk
Sk=/dk'

gk,a-A,+kak,+(gk+gkLk)ak+Lka

gk′a二k,a:,_k十 (gk+gkLk)

+Idkldk2

/･･rル
α.〃ル+一

α

＼J

p.;･･いル
(hl-k2+fkqk2)ak'lak2ak.kl-k2

+

(fkl_k2+fk.k2)a;1_k2_kak2ak

(3･4)

(3･5)

(3･6)

最初,Green関数Gk,k(tl,t2)を検討 してみるo Gk,k(tl,,t2)は次のようである :

Gk,k(tl,t2)-<OITAk(tl)Jt(t2)fo> (3･7)

(3.3)式から

ー ー

(i& lT3-E"k)Gk,k(il,t2)(一乙87 273-E"k)-<0日8(t1-t2)(一競 -E"k)
.∂

-i8(t了 t2)[Sk-∂SkAk,Ak+]T3+T[Sk-∂5kAk,Sk+-Ak'6Sk+][0>, (3･8)
【岩⊆⊇

である｡ここで [･･･]噸 換関係 を,嘉 は左側に作用することを示 している｡ (3.5)式から,

<ollsk-∂SkAk,Ak+][0>

-2Idk'(f.+fk_k,)

+2J d d fklk′

(dk',1㌢ ,t2'Gk2,,2d(?],t2,)

0

Gk2,,lk,( t l,t2) Gkl',2k'(三1 , i2)〕

♂ ( t l- i2)- ∂S k ,
(3･9)

ここで,<0lAplO>-0としたO (3･8)式を解 くため,乱雑近似をするo乱雑近似でkj:(3･

8)式の最後の項は全然寄与しない｡
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さて,次のGreen関数を導入 しよう :

GZ(tl-t2)-<OfTAk(il)Ak'(i2)JO>,

(3･10)式は次の式 を満足しているとする :

(乙831T3lÊk)G:(t1- t2)-ii(il-t2),

G…(≠1- と2)のフー リエ解析は

GkO(i1-t2)≡iI%oGO(k)eLko'tl1 2',

と定義され,ここで

GO(k,-(koT3-E"k,-1- - # k2 r k三:wk k.Aiwk)

Ek-Jm ,

である｡

(3･10)式と(3･11)式から

(3･10)

(3･11)

(3･12)

(3･13)

(3･14)

Gk,k(tl,i2)-GkO(t1-i2)-LIdtGkO(i1-i)<0IlSk-∂SkAk,Ak+(i)]fO>T3GkO(i-i2),
(3･15)

であるoEkを自己無撞着的に決めるため,

Gk,k(tl- t2)-GOk(il-t2),

<o圧Sk-∂SkAk,Ak+]川 >-0,

とする｡(3･17)式は次の自己無撞着な方程式を与える｡

∂Ek-2Idk′(fo+fk_k′)GkO′11(0),

Dk-Jdk′fk_dGkO′._2(0),

ここで
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GOk(0,--義 (; k _Akw kj

次にGreen関数 Gk,k-p (tl,t2)を計算するO

乱雑近似では

(3･20)

Gk,k_p(tl,t2)-一乙I2% GkO(t1-i)<OflSk(i),Ak'_p(i)]lBp,T3GkO7(i-t2),

(3｡21)

もし,

Gk,k-p(i,i)…G(k,k-p)e~LPol

とすれば

G(k,k-p)-乙蔦 GO(k,,(k,k-p)GO(k-p),

ここで,

(gp+gk7)Hl(p)+(gk+gp)H2(p) (gk+gk-p)Hl(p)

(gk+gk7 )Hl(p)

Il(k,k-p)-

+ 2Jdk'(fp+ fk-〆 )

+ 2Idk'f k_k′

Gil(kt k,-p)

0

0

G 21(k:kip)

(3･22)

(3･23)

(yp+9k-p)H2(p)+(gk+gp)Hl(p)

: 22 (k:k,_p,)

(3･24)

ここで,新 しい Green関数H(p)は

H (i)-<OIAp(i)lBp>-H(p)e~乙Pot,P

Hp(i)の運動方程式は

(ial T3-Êp)Hp(i)-<0"p･榊 p,.rBp,,

乱雑近似では,(3･5)式の第二項は (3･26)式に寄与 しない｡そこで

- 372-

(3･25)

(3･26)



H(p)-GO(p)<ofSplBp>p.

である｡ここで

<olsp7Bp>p.-Jdk′

(

Quantum FieldTheoryofCrystals

(3･27)

gk,G12(k:kLp)+(9p+gk,J Gll(k雄 一p)

gk′G2 1(k:kJp)+(gp+gk,-p)G22(k:kJp)

W.'tまく0lSp+a';6p,｡fo>-0から自己無撞着にきめられ

W.I-/dk′(gk′GkO′12(0)+(9.+gk′)GkO′11(0))

(3･28)

(3･29)

結尾 自己無撞着な方程式 (3･18),(3･19)と(3･29)及び,結合 したBethe-Salpeter方程

式 (3･23)と(3･27)を得た｡

4.近似の手続

Bethe-Salpeter方程式 (3･23)と(3･27)は任意のポテンシャルV(3-y)に対して正確にと

くことが出来ない｡そこでV(x-y)は近距離力で,近接分子とのみ一定の強さf6/Nで働いて

いると仮定する｡ここでⅣは系の粒子数である｡さらに,与えられたポテンシャルに対して自

己無撞着的にu(x)elf(a)の型を決めることが出来ないので,次の型を仮定する :

(x-na)2

a(-)-=(義)V4{~訂

elf(tr)-eiKx

ここで分子の分布確率として半値幅dのガウスの分布関数を仮定した0Kは逆格子ベクトルで

ある.位相因子｡if(a)は格子ベクトルの周期関数であればどんな関数でもよい｡従って,因子

｡iKxは関数｡if(x)のフ一.)エ級数の一成分であると考えることが出来る｡因子｡iKxは周期的格

子の形成に重要な役割をなす｡

V(a-y)や u(a)elf(-)に対する仮定は式 (2･7)と(2･8)の9(k)やf(k)カミG(k,k-p)にく

らべて, kのゆっくり変化する関数であることを示している｡そこで9(k)や f(k)はそれぞれ

定数の9やfに置きかえるo同様にして,Vk-V,Uk-Uと置くo(4･1)式と(4･2)式から

f-Voq~2(嘉 +K2)2,
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9-2V.7-3K(i 2+K 2) ,

V-vo7-2K 2,

N-vo7-2K 2,

W,.- 7-1[芳 +K3+(- +2V.)K],

a.(k,- 7-2lS 4･
3K 2+3kK･誓

･K(K+k,2･(-p･2V.)(i2･K 2) ]

ここで,Uが実数になるように因子 で-1をとった｡

もし

G(p)…Jdk'G(k',k′-p),

とすれば

G(p,-訂豊 GO(k,,(p)GO(k-p,,

H(p)-GO(p)9

である｡ここで

Iltp)-

G12(p)+ 2Gll(p)

G21(p)+2G22(p)

9(Hl(p)+H2(p))+2fGll(p) gHl(p)+fG12(p)

gH2(p)+fG21(p)

もし,次のような記号を使えば

… …','(:,') ,

Qij(p)-i/eg oG(?,(k,G(,?)(k-p),

- 37 4 -

9(Hl(p)+H2(p)).2fG22(p,)

(4･4)

(4･5)

(4･6)

(4･7)

(4･9)

(4･10)

(4･11)

(4･12)

(4･13)
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･E~ :

(4･10)式 と(4･11)式は

A(p)G(1)(p)+B(p)G(2)(p)+C(p)G(3)(p)=0,

D(p)G(1)(p)+E(p)G(2)(p)+F(p)G(3)(p)=0,

H(p)G(1)(p)+I(p)G(2)(p)+I(p)G(3)(p)-0,

となる｡ここで

1

A(p)-2Q13(G(?,'G(03))+Q12(G(い γ)+Q33G(03,-才 ,

B(p)-2Q13(G(02)+G(03))+012G(03)+Q33(G(02)+γ),

(4･15)

(4･16)

(4･17)

(4･18)

(4･19)

(4･20)

C(p)-4Q13(G(?)+G(02)+2G(;,+γ)+2Q12(G(?)+G(03))+2Q33(G(Z)+G(03)),

(4･21)

D(p)-2Q23(G(;)+G(0,,)+Q33(G(?,+r)+Q21G(:), (4･22)

E'p)-2Q23(G(Z)･G(03,)+Q33G(30,･Q21(G(2,+γ,一 方 , (4･23)

F(p)-4Q23(G(冒,+G(02)+2(紘 )+2Q33(G(01)+G(冒))+2Q21(G(02)+G(冒)), (4･24)

a(p)-(Qll+Q ,3)(G (?,+G (:,)+Q 1 3(G (01,+r)+Q 23G (03, , (4･2 5 )

I(p)-(Qll+Q33)(G(2)+G(03))+Q13G(≡,+Q23(G(02,+r), (4･26)

I(p)-2(Qll+Q33)(G(冒)+G(02)+2G(03,)+2Q13(G(;,+G(03,)+2Q23(G(2)+G(≡,)一七,､L7

(4･27)

ここで

γ=三,
9

(3･18),(3･19),(3･29)式は次のようである :

･E-2fJdkPk
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D--i /dkEi

w'O-f(D'2∂E)

5. フォノン ･スペ ク トル

フォノンスペク トルを決めるため

A(p)-

A B C

DEF

H I I

A-B+E-D B-E C-F

DIE E F

月~-′ ∫ J

-0,

とするoここで,Qijを次のように書き直すo

Q12(p)-Q'(p)+poe-(p), Q21(p)-Q+(p)-poQ二

Q13(p)=A(LIPoR), Q23(p)-A(L+p｡R),

¢33-2』2凡

Q'-lJdk(EE′+wd)f, Q~-iJdk(WE′･W′E)f,

R-iJdk(E+E,)f, L- - ildk(u+W′)(E･E′)f,

Ql1- - iJdk(EE,棚 ,,(E･E′)f,

ここで,把 aJk,E-Ek,GO/-Wk-p,E′-Ek-pであ り,

J=
1 1●~~ _

EE/p20-(E+E′)2'

である｡これ らの結果,間隙方程式 (4･30)は

刀

-f7 十 Q '- 2 A 2R-(po2:W2)R,P

となる｡ここで

a2R- i J dk(E･E,)(- ′)2f ,P
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(5･1)

(5･2)

(5･3)

(5･4)

(5･5)

(5･6)

(5･7)

(5･8)

(5･9)

(5･10)



Quantum FieldTheoryofCrystals

であるo興味がある長波長領域においては,-uZはp2に比例しているo

(4･19)-(4･23)から

A-B十E-D-詩 KQ+14AR･'Q'-2A2R,r-a )pZ･鉦 (5･11,

ここで,

B～-(叫 A-E2r)(Q+-2A2R+
E2r

2(a,+A-E2γ)f
(5･12)

であるo(4･3)-(4･8)と(4･31)から,(5･12)式のE2r/2(W+A-E2γ)ffま-(4D+7-2K2/

d2,,f(4A･27~2旦;)であるo(4･7)と(4･31)から,DF汁 2(姦 +K2)(iS +K2一 山a

2V.)のオーダーであるoこうして,K≪‡ 又はK≫‡ の条件のもとに

E2T A′■ヽ.′

2(W+A-E2γ)f fD

9- β(po2-ap2 ),

2

AIB'E-D-秤 (apo2-♂ap2,,

である｡ここで

α-Q--4AR･(Q'12A2R)γ一方 +p,

p-2(孟 ち+1)A,

である｡

長波長領域に興味があるので,p2のオーダーまでの精度で(5･1)は

A(p)ニー欝lpz-
P(EJ-IF)

I,.≡,]I

である｡ここで

S-2α(EJ-IF)+2EqF一種J+2∂E1-46∂E,
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∂-(Q一一4AR)(W-A)+Q'-2A 2R+2E2ARr,

6-Qll+2A2R+AL-AR(W+A)+E2ARr,

7-(QN-4AR)(a,-A)+Q'-2A 2R-E20-γ,

E-Q++2A2R+4AL+Q-(W+A)-E2Q~γ,

(5･20)

(5･21)

(5･22)

(5･23)

であるo(5･18)-(5･23)式において,p喜一 p2の項を除いてすべての項でp-0,p.-0とお

いた｡結局,間隙のないフォノン ･スペクトルβとして,
P

β2=
P

を得た｡

4AR(EJ-IF)-2
GL) 〉
P

(5･24)

6.議 論

Ward-高橋関係式を使って,DeLuca等のものより,分子の第一励起状態としてより正確

な型をとった｡乱雑近似でBethe-Salpeter方程式を解 くために,次の仮定を置いた:二体のポ

テシシャルは一定の強さの近距離力である｡¢の基底状態の期待値 として(4･1)と(4･2)式の

型をとった｡

Ward-高橋関係式において,二体ポテンシシャルの具体的な型に対して間隙のないフォノン

の存在は,その型に対応する格子構造を要請する｡一定の強さで最近按分子のみに働 くわれわ

れのポテンシャルにおける閉環のないフォノンの存在はK≪‡ 又 は K ≫与 を要請 している.

前者は分子の存在確率の半値幅より分子間隔がずっと大きいことを,即ち,分子がよく局在 し

ていることを示 している.後者は逆で,¢の基底状態の期待値が,即ち,a(x)がむ しろ平 ら

であることを示 している｡この状態は超流動に対応してお り,事実,ポテンシャルの型として

デルタ関数をとると,間隙のないフォノンの存在はK≫1-の条件 を要請する｡ K≫‡ の極限

では,デルタ関数型のポテンシャルに対するフォノン･スペクトルはわれわれのポテンシャル

のものと一致する｡超流動の系は位相変換に対 して不変である｡従って,位相因子｡乙Kxにおい

て,Krを位相 とみなし, a-一定, 炉 1-(iK)~1ととれば,われわれの系払 Coniglioと

Marinar｡̀1)によって計算された超流動の系に移行する｡

位相因子 ｡乙Kxの存在は結晶格子の構築に本質的役割をなしているO 事実,K-0とすると(4

･5)～(4･7)式の格子にとって重要な量, 9,U,Vは零になるo
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DeLuca等の取扱いでは,結晶構造の議論は出来ないことを注意しておく｡

最後に,論文作成中,いつも有益な意見と議論をいただいた和達三樹先生に感謝致します｡

また,有益な意見と議論をいただいた高橋康先生に感謝致 します｡
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