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副題 は少 し長 くなるが,次 に示す通 りである。

ク ォー クは 閉 じ込 め られ て い るか?

～～

2次 元 古典0(3レ ・イ ゼ ンベ ル ク模 型

に於 い て,T→0で,、 相 関 関数 は指

数 的 に減衰 す る か?

この副題 をど う読むか とい うと,上 の問題 と下の問題 は,本 質 的 に同 じ問題 であ る とい う

statement,次 に,そ れぞれ と問題 は現在 どこまで明 らかになっているか とい う問い と両方 を

表わ している。

ま ず,そ のstatementの 説 明 に か な りの 時 間 を 使 い,そ の 後 で,下 の 方 の 問 題 をか な り詳 し

く論 ず るつ も りで あ る 。

§1.空 間d次 元量子場 の理論 と空 間d+1次 元古典統計力学の同一性

この ことは,か な り常識になって きてい るが,統 計物理と場 の理論 を結ぶ重要なか け橋 であ

る。証 明は,量 子力学において ♂ 翫 の代わ りにe-HTと い う作用系の期待値〈qfIe-Hτlgi>を

周期的境界条件をつけて,経 路積分の形に直せば、一次元の統計力学の分配関数の形に正確に

なることになる。場の理論の時 も同様。(詳 しい証明は略)

2っ の系 が同一 であることに依 り,2つ の系 の物理量 の間に も同一性 が存 在する。

第一 の関係 は、

f≡ ε(1)

左辺はd+1次 元 の統計力学 におけ るfreeenergyの 密度,右 辺 は,d次 元の量子系の基底

状態 のエネルギー密度 を表わす。

第二の関係 は,

tξ"'-El―E。(2)
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左 辺 はcorrelationlengthの 逆 数,右 辺 は 量 子 系 に お け る,massgapを 表 わ す 。 αは 格 子 間 隔 。

§2,立 場 の違 い

前節において、統計力学 と場の理論の 同一性 を論 じたが,物 性物理 と素粒子物理 との問に大

きな立場 の違いがある。物性物理 においては,格 子間隔 αは有限 な値 をもつ実在 する量 である

が,素 粒子物理 においては,格 子 間隔 αは,紫 外発散 をと り除 く為に導入 され た切断 である。

物理量 を計算 して,く りこみ を行 ない,最 後 に α→0の 極 限をと った ものが,理 論である。こ

の極 限が存在 し,か つ,そ の極 限でユー ク リッ ド不変性 を回復 しなくて はな らない。そ の為に

は,系 が第二種相転移点の ε近傍 でな くてはならない 。a→0の 極 限 とε→0の 極 限 を同時 にと

るのである。

第二種 の相転移点の近傍 では,相 関距 離が大 きくな るので、相関距離程度 の距離 を問題 にする

限 り,格 子構造 に依るこ とは消えてしまい,ユ ーク リッ ド不変性 が回復 するこ とが期待 され る。

又,massgapは 素粒子物理 の場合、最 小の質量単位に対応す る。この量 は,一 定の有限な値

をもつ。その為 には,(2)式 よ り,α →0極 限で ξ→Q。で αξ一 定でなけれ ばならない。

§3.ゲ ージ格子模型

前節に述べた ように,紫 外発散 をと り除 く為の切断 として,格 子 を導入 し,格 子上で,電 磁

気学 を考 えてみ る。ただ しゲー ジ不変性 は保っ ようにす る。Bohm-Aharanovの 実験 で も知 ら

れ てい るように、量子力学 において,重 要な量は

・xp(・・∫4吻)(3)

と い う量 で あ る 。 こ れ は,数 学 で も,fibrebundleのconnectionと し て,本 質 的 な 量 で あ る 。

この量 を,格 子上のボ ン ドに対応 さぜ る。

#…xp(・ ・∫1轡(4)

と こ ろ で θ∫ オ 面 藁 θ(α、の と す る と,こ の 量 は
μ μα

expiθ(α,b)(5)

とか け る 。 こ れ は 群U(1)の 要 素 で あ る 。 元 々,A.の 値 は 一〇。か ら+。 。ま で 取 り得 て,そ れ

それ異な る物理量であったが,(5)式 の形 に書 くと,θ の周期関数 で0≦ θ≦2π と考 えて よい 。
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す な わ ち,1つ1つ の ボ ン ドに ラ ン ダ ム 変 数 と し てU(1)の 要 素 が 対 応 す る 。 こ の ボ ン ドは 向 き

を も って い て,向 き を逆 に す る とexp(-zθ(α,b))と な る 。 ゲ ー ジ 変 換 に お い て(5)の 量 が ど

う変 化 す る か は,(4)式 に も どれ ば た だ ち に 分 か る 。

ゲージ変換 ・4鳩+響(6}
μ

に対 し

・xp@ノ 聴 。)一 ・xp(―i・・@)e・p呵 乃オ画)・xp(…(・))(7)α α
==exp(-iα(α))exp(乞 θ((乙,ゐ))exp(乞 α⑦))(8)

故に

exp(iθ(a,b))→exp(一 ピα(α))exp(iθ(α,b)exp(iα(b))(9)

こ の(9>式 に よ っ て ゲ ー ジ変 換 が 定 義 で き る 。exp(乞 α@))自 身,群U(1)の 要 素 で あ る こ と に注

意 。exp(ie(a,b))≡U(α 、b)を 任 意 の 閉 じた ル ー プ ◎ に 沿 っ て 並 べ た もの は 、 ゲ ー ジ 不 変

で あ る 。

HU(a,b)(1①

C

こ うす る と,C上 の 格 子 のsiteに は,必 らず 入 って く る ボ ン ドと,出 て い くボ ン ドが存 在 す る

の で,式 〔9)によ る変 換 で,不 変 で あ る 。

Actionは ゲー ジ不変でなければな らない。ゲー ジ不変量 として一番簡単な ものは,最 小の

閉 じたループ(ブ ラケッ ト)に 対す る式(10}である。これ をすべてのブラケッ トに対 して足 し合

せた ものがActionで ある。すなわ ち

A一 霧 Σ θσσσ(11}
θ 口

ここで 口はブラケッ トを意味す る。

今 まで は,電 磁気学に対応す るU(1)格 子 ゲー ジ理論 を論 じた。U(1)の 群 はアーベル群(可 換

群)な ので,可 換格子ゲージ理論 とも呼ばれ る。(電 子のこ とは,は ぶいたが,簡 単に導入で

きる)

ところで,素 粒子物理 の クォー ク力学 に対す る ものは,非 可換 ゲージ理論 である。 この理論

は,可 換 ゲー ジ理論 の簡単な一般化によって得 られ る。(以 下SU② の群 のとき を論ず る)

す なわ ち,各 ボ ン ドにUと して,SU(2)の 基本表現(ノ=1/2表 現)を対応させ る。式〔9)に対す
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るゲー ジ変換 は

σ(・,の →r1@σ(・,のv(b)

こ こ で7は や は りSU(2)の 行 列 。 ゲ ー ジ 不 変 量 は 式(10)に対 して

T・(Pなu(α1の)

こ こ で 、Pはpathに 沿 っ て 順 序 を 並 べ る とい う意 味 で あ る 。 式(11)に対 す るActionは

』一 ♪ 召 ・・(σ醐

(12)

(13)

(14)

で与 えられ る。

式(11),式(14)のe2,y2は それ ぞれ結合定数であ る。元 のQED等 と比べて,規 格化は行われて

いる。 ところで第一節に述べたこ とに よる と,こ のe2,y2は,統 計力学 におけ る温度Tに 対応

することが分か る。統計力学 と同 じよ うに,e2,g2を 変 えた ときに,相 はどのよ うに変化する

か,特 に相転移点は どこに存在す るか を見っけるこ とが重要 である。その為 には,相 関関数 を

調べ る必要 があ る。

§4,相 関関数

相関関数 〈σσ…ひ〉は,σ σ…σ が ゲー ジ不変量でない限 りゼ ロとなる。そ こで,ゲ ー ジ

不変な相関関数 のみ を考える。前節に述 べたよ うに,閉 じた ルー プにそ ってσを沿べ た もの

t・(P署の(13>

が ゲ ー ジ 不 変 量 で あ る 。 閉 じた ル ー プ と して,長 方 形 を と り,一 辺 の長 さ をT,も う一 辺 の 長

さ をRと す る 。 こ の と き の 式(13)の こ と を 特 に ウ ィ ル ソ ン ・ル ー プ と呼 ぶ 。

吻 一t・(pHuC)as)

Cを 大き くしてい く極 限で,班@の 漸近的振舞 は大 き く分けて

M(C)・・exp(-CA)(16)

又 は

m(Cう(xexp(-ctL)(17)
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となる。ここでAは ・Cで 囲まれ る最小の面の面積,LはCの 周 囲の長 さである。式(16)と(1Tの

違いによって・ ゲー ジ模型 は2つ の相に分れ る。これはス ピン系に於 いて,2点 相関関数r(r)

が

r(γ)α=exp(-Cγ) ⑱

又は

r(γ)ccCノ (19)

となることに対応 している。

式(19)が秩序状態,式(18>が 非秩序状態 に対応 しているの と同様,式 働が秩序状態,式(16)が 非秩

序状態 に対応 している。どんな ゲー ジ変換型で も高温(g2》1)で は,非 秩序状態であること

が証明 されてい る。ス ピン系 と同 じ結論で ある。

次に ウィル ソンルー プの物理的意味 を述べ る。この為には,第 一節で述 べた統計力学 と量子

系 の同一性 を用い る。い ままでは,ウ ィル ソル ・ルー プは統計力学 の言葉 で定義 され たが,こ

れ を,量 子系の言葉 でいい直 す。す ると

撫 囎 α・xp(一m㈹T)
⑳

こ こ で

7㈹=Eo(ノ ㈹)-Eo⑳

とい う関係式が証明できる。7㊧ はス タティ ック ・ポテ ンシャル と呼 ばれ る ものである。⑳ の

右辺 でEo(ノ ㈹)はC数 の外揚 としての電荷 が距離R離 れておかれた時の真空 のエネル ギーで

ある。

式 ㈱,(ITと 式 ②①,⑳ と を 組 合 せ る と,

7@(rexp(-CA)⇒ グ砥)=OR ⑫2)

又

m(ご>cくexp(-C'工)〔 》V㈹=C' ⑳

すなわち,ウ ィル ソン ・ループが面積則 に従 う時は,ポ テンシャルは距離 に比例 して大 き くな

る。すなわち,ク オー クを引き離すのに、無 限のエネルギーがいる。これ はクオー クが閉じ込
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め られていることを意味する。すなわち,

閉 じ込めの相=非 秩序状態

これ で,statementの 半 分 は 終 った 。

§5.な ぜnon・abelianlatticegaugetheoryか?

ク ォー ク力 学 の 特 徴 と し て,ク ォ ー ク の 「閉 じ込 め 」 と 同 時 に,ク ォ ー ク の 「漸 近 的 自 由 性 」

とい う重要な性質 がある。これは,ク ォー クが近距 離で相互作用 するときは,ほ とんど自由粒

子のよ うに振舞 うとい う性質であ る。一方でこの ように振舞い,か っ,ク ォー クは粒子 として

観 測 されない(す なわち"閉 じ込 め"ら れている)と い う,一 見,相 矛盾す る性 質を同時 に説

明することが,素 粒子物理 の重要 な問題 の1っ である。

と こ ろ で,こ の漸 近 自 由性 は,く り こ み 群 のfi関 数 がg・=0の 点 で 負 の 傾 き を も っ て い る こ

と と 同等 で あ る 。4次 元 の 場 の 理 論 の 中 で,こ の 条 件 を 課 し,物 理 的 に も っ と もな 理 論 を捜 す

と,non-abeliangaugetheoryが 唯 一 の 可能 性 と し て 残 る 。 これ を調 べ る に は,普 通 のQEDの

よ う に,continuumtheoryで 摂 動 を 用 い て 調 べ る 。 と こ ろ で,continuumtheoryで 摂 動 が 正

しい とす る と,ク ォ ー ク等 が粒 子 と して 振 舞 う 。 こ れ は 矛 盾 で あ る 。 こ の 事 に つ い て,摂 動 は,

ク ォ ー ク が 近 距 離 で 相 互 作 用 す る 時 の よ う に,特 別 の 場 合 の み 適 用 で き る,と 考 え られ て い る 。

クォー クの"閉 じ込め",素 粒子 の質量等 は,理 論 の非摂動 的取扱いによ って,解 明できる

と考え られている。ところで,場 の理論 は,有 名な紫外発散 を含 んでいる。これ を切断す る為

に,か つ,ゲ ージ不変性 を保 つ ように、格子上でゲージ理論 を考 える。故に,非 可換格子 ゲー

ジ理論が クォー ク力学の基本理論 である。

ところで,摂 動論 は限られた現象 に対 してではあるが,意 味 をもってい る。 この摂 動論はy

～0で 老え られ る。格子 ゲージ理論 は高温(g》1)で は,非 秩序状態(閉 じ込 めの相)に あ

るが、 もし,有 限のg、 で相転移 を起 し,g～0で は閉 じ込 めの相 でない とする と矛盾 する。

す なわ ち一方 で"漸 近的 自由"を 説 明す る為 に,y-・Oを 考 えな くてはな らな く,そ こが"閉

じ込 めでない相"と なるか らで ある。結論 として,非 可換 ゲー ジ理 論が,高 温(y》1)か ら

g=0ま で移 る間に,相 転移 がない ことが必要である。

ところで,ス ピン系 は高温 では非秩 序状態であるが,3次 元以上では,温 度 を下げ る と秩 序

状態 に相転移す る。2次 元は,ぎ りぎ りの ところで、秩序状態は存 在 し得 ないが,planar模 型

のよ うに,相 関関数 がベ キ乗 で減衰す る相へ,相 転移する揚 合 もある。0(3〕のハイゼ ンベル ク

模型 は,有 限 の温度 で相転移 がない と信 じられている。ゲージ模型 で も同様 で,高 温(y》1)

で非秩序状態("閉 じ込め"の 相)で あるが、5次 元以上 では,温 度 を下げ ると秩序状態に移
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る・4次 元がぎ りぎ りの次元 で・U(1)格 子ゲージ模型 では、2次 元のplanar模 型 と同様 に
,

相関関数がベキ乗 で減衰す る相へ相転移す る。非可換ゲージ理論 では,2次 元ハイゼンベル ク

模型 と同様に有限の温度では,相 転移 が起きないこ とが期待 されてい る。 これ でstatement

終 り。

§6.い ままでのま とめ

クォー ク力学の特徴 は2っ あ り

① 漸近的自由

② 閉じ込め

である。① はcontiluumtheoryで 摂 動で示 される。② を示す には,非 摂 動的 と り扱いが必要

である。非摂動的 な とり扱い には2っ の方法がある。

⑳ 非摂 動論的に理論 を定義 ⇒ 格子 ゲージ理論

⑭continuumtheoryで,非 摂動的効果 を上手 にと り入れ る。

⑳ の方 法は,は っき り定義 され ているが,解 析的計算 には向かない し,a→0の 極限 をどうと

るか等 の問題 がある。⑭の方法 は,ど う定義 されているか明 らかでないが,解 析的計算 には向

いてい る。

又⑳ と㊥は同等か とい う問題 もある。

§7.モ ンテ カル ロ法の結果

前節の④の方法は,モ ンテカルロ法 などの数値計算には向いてい る。

Creutzが 非 可換 格子 ゲージ理論 を用い,モ ンテカル ロ法で ウィル ソン ・ループの温度依存

性 を調べた。その結果 相転移 はなく,か つ,低 温(y<1)で の振舞 は くりこみ群の結果 と

定量的 に一致 するこ とを示 した。

これ と同様 のことを,2次 元0(3)古 典的ハイゼ ンベル ク模型 について,ShenkerとTobochnik

が,や は りモ ンテカル ロ法で,ウ ィル ソン ・カダノフ流 の くりこみ群の処方せん を用 いて調べ

た。結果は,相 転移 がない こと,低 温(T<1)で の,相 関距離の温度依存性は くりこみ群 と

定量的 に一致す ることを示 した。更 に,高 温 と低温 との境 がは っき りしていて,高 温側 は,高

温展 開の結果 とよく一致 し,低 温側 はく りこみ群 の結果 とよ く一致す ること,低 温側 は,ブ ロ

ック ・ス ピン変換 に よる くりこみ群が うま くい くが、高温側では うま くいかない ことを示 した 。

この仕事が,2次 元古典ハイゼ ンベルク模型 で相転移がないこ とをは っき り示 した最初 の仕 事

であろ う。
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このよ うに,2次 元 の古典ハイゼ ンベル ク模型 と,4次 元 の非可換 ゲージ模型 とは,非 常に

よ く似ている。そ こでまず2次 元 の古典ハイゼ ンベル ク模型 を調べて,そ の結果 による類推 を

用いて,4次 元非可換 ゲージ模型 を調べ ることにす る。

§8.2次 元古典ハイゼ ンベル ク模型

この模型の,連 続模型 は,非 線型0(3)シ グマ模 型になる。この連続模型 を用いて,ハ イゼン

ベル ク模型の低温側の性質 を調べ る。これ は6節 でい う⑭ の方法 である。ShenkerとTobochnik

は もちろん⑳の方法でモンテカル ロ法 を用いたのである。◎の方法で⑳の方法の結果 が導びけ

るか とい う問題 である。

ハイゼ ンベルク模型のハ ミル トニァ ンは

H--i
.,4,。 照 Σ ・1-・ ⑳

一+歯
.為.((Si-s)2-・)

故に連続極限で

丑≒ レ ∫(Σ
<ヘ ノ〉(・.Si)2+・ ・n・・)・2・

と な る 。 場 の 理 論 と して 考 え る と き は,H→L,S→ σ,T→fと お き か え て

・寸 茎
1(卿2・ Σイー ・

と 書 く 。partitionfunctionは

Z-∫ 刀 。e-ad2・

㈲

㈱

⑳

T《1の とき,す なわちf《1の とき,⑳ を証価 するのに,鞍 点法を用いてよい 。すなわち,

∫LCI2xを 有 限にする,オ イ ラーの運 動方程式 の解のみ を老 えればよい。 この解は,イ ンスタ

ン トン解 として,全 部分か っている。

・一 ・。1+σq(28)

と 分 け る 。 σdと して 運 動 方 程 式 の 解 を と る 。 σ,の2次 の 項 ま で 残 し、⑳ 式 のfunctional

integrationを 行 う。(1100pま で の 量 子 効 果 を計 算 した こ と に な る 。)2点 相 関 関 数 に つ い

て も,同 じ こ と が で き る 。 そ の 結 果(途 中 の 計 算 は 省 略,詳 し くは 小 生 の プ レプ リ ン ト"lns一
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tantonContributionsin2dO(3)non.linearσmodel"を 参 照 の こ と),相 関 距 離 が 解 析 的 に 計

算 で き て,

exp(1十 γ一π/2)

⑳ξ一64護 「 ・㎡ ㈱ 鯉 ・

となる。ここで αは格子間隔f(a)は,格 子間隔 αの ときのfの 値(Tに 対応),

一の定数 である。数係数

・一即(詰 傷 調 一 α…2

を,

あ り、 見 事 に 一 致 す る 。

γは オ イ ラ

(30)

ShenkerとTobochnikの モ ン テ カ ル ロ法 の結 果 と比 べ て み る 。 彼 等 が 得 た 値 は0.01で

この結果は,◎ の方法(連 続理論)で'も,イ ンスタン トンを考慮 することによ り,非 摂動効

果 も正 しく取 り入れ ることがで き,④ の方法(格 子理論)と 一致することを示 してい る。[⑳

の結果 はf〈1の ときの主要項 として厳密 である]

モ ンテカル ロ法に よる結果は,相 関関数 を温度の関数 とみる と,

1/ξ

1/T
1/L3

の よ う に,折 れ ま が りが 存 在 す る 。T〈1.3以 下 で は,式 四 と一 致 す る 。T>1.3で は高 温 展 開

と一 致 す る 。 と こ ろ で,高 温 側 で は,Blochwallが 系 をdisorderす る こ と が 分 か って い る 。

T〈1.3で は,イ ン ス タ ン トンが,系 をdisorderす る こ とが示 さ れ た 。 故 に2次 元 古 典 ノ・イ ゼ

ンベ ル ク模 型 は,相 関 関 数 がexp.damp.す る とい う意 味 で は相 転 移 が 存 在 し な い が,新 し い

型 の 相 転 移 がT～1.3で 起 っ て い る こ と を上 の 解 析 は 強 く示 唆 す る 。 高 温 側 を,イ ジ ン グ模 型

でeffectiveに 置 き か え る こ とに よ り,転 移 点 を も と め る とT・…L3と い う値 を得 る こ とが で き る 。

ゲージ模型 で も同様 のこ とが起 ってい ると予想できる。しか し,解 析的 な計算 はまだ行 なわ

れてい ない。低温で はイ ンスタン トンが系をdisorderさ せ,高 温で はvortexが 系 をdisorder

させている と考 えられ る。その転移点 を,一 種 の平均揚近似 によ り得るこ とができた 。

これ か らの課題 としては,新 しい型 の相転移 を調べること。素粒 子物理 においては,イ ンス

タン トンの効果 の解 析的計算,数 値計算 にクォー クの影響 を与 えることな どがある。
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