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Boltzmannに 始 ま りGibbsに よって体系化 され た統計熱力学 は,揺 動散逸定理 を支点 として

熱平衡系の線型応答および熱平衡近傍の不可逆過 程 をも包含す ることとなった。 しか し,表1

のよ うに,熱 平衡か ら遠 く隔 った非線 型非平衡系,た とえば,流 体の乱流では,マ クロの性質

天体力学(土 星環の間隙,

↑

Arnold拡 散)

1ハ ミル トン力学系(N≧3)卜 、

ド理論

画 、/!力 学系理論

*)A .流 体力学(古 典,量 子),レ ーザー物理,反 応拡散系、 プラ

ズマ,半 導体の熱い電子系,… 核反応系

B.大 気物理学,発 生生物学,集 団生物学,…

表1統 計物理 とその周辺

が統計熱力学 とは全 く異質な統計法則 に支配 されている と考 え られ る。また,体 系 を熱 平衡か

ら次第 にず らしてい くとき,時 空 の対称性が逐 次に変化 して乱流が出現す る様子 は,熱 平衡系

の相転移 とは全 く異 る性質 をもつ 。最近,こ れ らの現象が,実 験お よび理論 の両面か ら活発に

研究 され るようにな ってきた。その背景および統計物理的な問題につ いて議論 した。

乱 流 お よ び そ れ へ の 逐 次 転 移 の 研 究 は,1940年 代 のLandau,Onsager,Heisenbergや
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非線型非平衡系の逐次転移と乱流

F,y。m・nlect・ ・e1)のF・y・m・nの よ う に 、 し ば し ばphy・i・i・t・}・ よ っ て 取 上 げ ら れ て き た,

いわば,統 計物理の夢 といえる。今回の,研 究の世界的活発化 は,電 算機実験 および高精度 の

流体実験 によるい くつかの新事実 の発見 と,力 学系理論的および統計物理的な新 しい概 念 と観

点の導入 によるわけであるが、はた して この夢 がかな うかど うか?今 回の もう一つの特徴 は,

天体力学 およびエル ゴー ド理論における不安定軌道 ・カオス領域 の発見 を契機 として・ハ ミル

トン力学系の カオスの研究が,非 可積分系の量子力学 を含 めて,同 時 に行われていることであ

る。
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(レイノルズ数)R

発達 した乱流

H>0

(カ オス度)

H=0

Rt

P

R
C

0

(普遍性)

乱流

振動

パ タ ー ン

熱 平 衡

気

液

固

T(温 度)

理 想 気 体

5>0

(エ ン ト ロ ヒ。一)

T=0
(S=0)

図1.非 線型非平衡系の逐次転移 と

熱平衡系の相転移

図1は,非 線型非平衡系の逐 次転移 と熱平衡系の3相(固 相,液 相,気 相)と を比較 した も

のである。熱平衡の液 体 を2つ の水平板 にはさみ下か ら熱す ると,よ く知 られてい るように,

2つ の水平板間の温度差Rが ある値R cに 達 す ると,熱 対流による流れ のパ ター ンが現 われ る。

さらに温度差 を上げてい くと,あ る値Rを 境 としてパター ンが時間的に振動す る。さらに上

げてい くと,あ る値R、 で乱流 へ転移 し,流 速 がランダムな時間変化 を行 うようになる2!っ ま

り,空 間のある点 での,あ る流速成分 ω(のの時間相 関関数

・ω≡概 珂 ・姻 ・(㈲

が混 合 性(C(T)→Oasτ → 。。)を もっ よ う に な る 。 い い か えれ ば,雄)の 強 度 ス ペ ク トルC@)
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が 連 続 ス ペ ク トル と な る 。 こ の よ うな 逐 次 転 移 が,多 く の 場 合 に観 測 さ れ た 毫)じつ は,逐 次 転

移 の 詳 細 は,流 体 の プ ラ ン ドル 数P(粘 性 率 と熱 伝 導 率 の 比),容 器 の 形 状,平 均 流 の 構 造 に

依 存 す る の で あ る 。 た と えば,容 器 の ア ス ペ ク ト比rが 小 さ い とき に は,パ タ ー ン の 振 動 は 一

つ の 基 本 振 動 数 ω1の 周 期 運 動 か ら始 ま り,っ ぎ に 二 つ の基 本 振 動 数(Dl,ω2を もつ 準 周 期 運 動

へ 転 移 し,っ い で 乱 流 へ 転 移 す る1)こ の と き,実 験 に よれ ば,windingnumberω1/ω2がR
t

で 簡 単 な 分 数 に な る とい う。 そ の 分 数 をMl/M2と す れ ば,振 動ta(DL・==ω1/Ml=ω2/M2の 周 期

運 動 と な る が,じ つ は,あ る 実 験 に よ れ ば 、Rtの 直 前 で ωL/2n,(n=1,2,3,… 。。)の 振 動

数 を もつ 低 調 波 が 順 次 に 出 現 す る とい う(低 調 波 分 岐)。 こ れ ら の 低 調 波 はRの あ る 値Rn,

(n=1,2,3,… 。。)で 順 次 に 出 現 し,R。.ilS乱 流 の 発 生 点R、 を与 え る 。

このよ うな低調波分岐は,じ つは,一 変数の差分方程式

錫.1-9(%)・(P=1・2・ ●')

の分岐理論 ですでに知 られていた。y@)が 極大 をもつ滑 かな関数 であれ ば,そ の極 大点近傍に

着 目して

y@)=rx(1-x),(0<x<1)

と お け よ う。 そ の と き,γo=1,γ1=3,r2=1+V写 ・ … ㌦=3・5700と すれ ば γn<r

くr
。+1な るrで,2n重 周 期 運 動 が え られ る 。 っ ま り,γnで 吃/2π 型 の 低 調 波 分 岐 が 現 わ れ

る 。 し か も,相 つ ぐ区 間 の 比 は,も の 近 傍 で 漸 近 的 に

nn-1=δ=4
.669・ ●'

γn十1― γn

と一 定 と な り,相 つ ぐ ス ペ ク トル 強 度 の 比 も

∫(・)(ω)

P(・+1)(。/2)=・=6・57●'ny

とnに よ ら な い 一 定 値 と な る(Feigenbaum,1979)。 驚 くべ き こ と に,上 述 の 流 体 実 験 は,小

さ な πで あ る に も拘 らず,こ れ ら の ス ケ ー リ ン グ則 を 近 似 的 に 満 し て い る曽

可能 な逐 次転移 の全体像 を明 らか にす ることが,現 在の課題 の一つである。上述の ように,

ある振動数 ω、の周期運 動が励起 され る とき,乱 流 にいたる逐次転移 の タイ プは

熱平衡 → パ ター ン → ω1→
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非線型非平衡系の逐次転移 と乱流

IT(間 欠的乱流)6!

ミ ω1/2n→T(乱 流)。

ωPω ・ ＼ミTo「 認 あ

、
究=可 ―可 →

＼ ぐ 嘉 一丁.

と5つ のルー トがあると考 え られ る。このほか周期運 動な しの逐次転移

熱 平 衡 → パ タ ー ン おT

がLorenz模 型 で は 現 わ れ る 。 ま た,Ahlersら の 実 験 に よれ ば1)Pが 小 さ く,rが 大 き い と

き,パ ター ンの出現 さえな しに

熱 平衡 →T

と,熱 平衡 の分枝か らいきな り乱流へ転移する。なお上記 で,+は 準安定なカオスを伴 う転

移である。

発生直後 の乱流(R～Rt)は 長波長 のモー ドか らなD,そ の統計的性質は境界条件,平 均流

の構造,発 生機構に依存する と思われ る。また,Ahlersら の乱流 を除けば,発 生直後の乱流は,

有限個 の長波長モー ドのフー リエ成分の時間変化,つ ま り,相 空間にお ける力学系 の奇妙 なア

トラクタに よって表 わせ ると考え られている。熱対流 に対す るLorenz模 型

X=―10(X一 η,

Y=γX―}i-XZ,

Z=XY-(8/3)Z

は,こ のよ うな観点か らの乱流の研究の契機 とな った。この一見簡単な常微分方程式の,孟 →

・。にお ける解は,殆 ん どすべての初期値に対 して

1)0くr<1で は伝導解

X=Y=Z=0

2)1〈 ・<・ 、-24・06で は 対 流 解

X==Y==± 》τ(7=:"iア,Z=T―1

3)rl〈 γ 〈rt=24.74で は

a.X=Y=± 〉τ(可,Z=r-1
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b.nonperiodicorbits(カ オ ス)

4)・t<r<・
,-145で は

nonperiodicorbits(カ オ ス)

と な る 。3)で は2っ の流 域(basin),対 流 の 流 域 と カ オ ス の 流 域 が あ る 。r>r
pで は 周 期 解

と 非 周 期 解 と が 交 互 に 現 わ れ(Shimada-Nagashima,Shimizu-Morioka,'78),r→ ・。で は2つ の

対 流 点 を8の 字 に 回 る 周 期 軌 道 と な る(Shimizu,'79)。

上記3),4)の 非周期軌道 はラ ンダムな運動 を表わ し,Lorenzの 奇妙 なア トラクタ とよば

れ る,非 可算無限回ラ ンダムに折 りたたまれたsheetの 上 を閉 じるこ とな く彷裡 し続 けるので

ある。 このよ うな,決 定論的力学系の非周期軌道が示 す ランダムな運動はカオス(chaos)と よ

ばれ る。カオスの本質は混合性 にあ り,そ れ を捉 えるには,初 期値の少 しずつ異 る多数の軌道

の集団 をみ るのがよい。た とえば,相 空間(X,Y,Z)の 小さなセル(cell)が,時 間 と共 に1

どのように変形 してい くかをみ るのである。変形の詳細 は,伸 縮率がO,± な る方 向の数mO,

m±お よび±なる伸縮率の算術平均R± に依存す る。カオスの ときにはm+≧1で あ り,し か も

セルの体積は急速 に0と なるので,セ ルは急速 に細長い シー トまたは リボンに変形 してい く。

Lorenz模 型 ではmO=m±=1で ある。このセルは,t→ 。。では,奇 妙なア トラクタに吸引 さ

れ ると同時にそれ を覆 う。 したが って,セ ルの,≠ →。。での形状は、その まま,奇 妙 なア トラ

クタの形状 を表 わす と考 えて よい。このことか ら,奇 妙なア トラクタの次 元(相 似次 元)は

D-mO+m+{1+[R'/il― 目

に よ って 与 え られ る(Mori,'80)。Lorenzア トラ ク タ の 次 元 は,γ=40(σ=16,b=4)

でD≒2.06,H6nonア トラ ク タ の 次 元 は,α=1.4,b=0.3でD≒1.26と な る 。 非 整 数

の 次 元 は 奇 妙 な ア トラ ク タ の ラ ン ダ ム な形 状 の 特 徴 で あ る 。

上述の ように,一 次元差分系 の一山変換やLorenz系 のよ うな少数 自由度 の力学系が,短 時

間では何の変哲 もない軌 道 をつ くるにす ぎないが,長 時間 ま→。・の極限では,奇 妙なア トラク

タとよばれ るsingularな ランダムな構 造 をつ くり出 し,統 計力学 を不可欠 とす る。今 までの統

計力学 は 自由度無限大の極限にその基盤 を求 めてきたが,こ のことは,そ のよ うな観 点 を改め

て,も っと広 いス コープで統計力学 を展開 しなければな らない ことを示唆 してい る。

発達 した乱流(R》Rt)の 著 しい特 徴 は、図1の 理想気体に対応 して、普遍的な性 質 をもっ

ことである。これは,非 線型の慣性力 によって多数 の短波長モー ドが励起 され,そ れ らが境界

条件や平均流 の構造に強 く依存す る長波長モー ドとは統計的 に独立 とな るか らである。短波長

モー ドの励起 に対 す る伝統 的な描 像 は,1940年 代 にKolmogorov,Landau,Weizsacker,
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非 線 型非 平衡 系 の逐 次転 移 と乱 流

Heisenberg,Onsagerら のせ き学 に よっ て 作 られ た エ ネ ル ギー カ ス ケ ー ドで あ る 。 図2は そ れ を示

source

1nE(k)

1nk

図2波 数 空 間 に お け るエ ネル ギ ーカ ス ケー ド

したものである。 ここでE㈹ は単位質量 当 りのエネル ギースペ ク トルであ り,E(h)akは 波数

の大きさが(ん ～ ん十〔既)の 間にあるモー ドのもつ乱流エネルギーの平均値 を表わす。スケー

ルLの 長波長 モー ドに供給 されたエネルギーは,平 均移動率 εで短波長 モー ドに順次に移 され,

ス ケ ー ルe、 一(R/R、)―3/4Ll・ な る と,雛}・ よ り髄 す る.灘 領 域 ∬1《k《eE1で は ス ケ

一 リ ン グ則

E(k)～ ε2/3ゼ`/3(の 一μノ3,

〈1δ,(k)i2>～,2(kL)μ

が成立っ 。ここで δε(ん)は,波 数 彦におけるエネルギー移動率の揺 ぎである。 μは間欠性指数

とよばれ,そ の実験値は0.3～0.5で ある。一般に,距 離 γだけ離れた2点 間の速度差 の揺 ぎ

δ〃(γ)について

〈 ―δ、(,)1・〉 ～(,。)・/3(。/L)―(n"3)μ/3

が 得 ら れ る 。(Nelkin―Bell,'78)。

この美事 なエネルギー カスケー ド像 を発展 させ,乱 流統計 の本質 を捉 えるためには,(1)μ
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をきめる理 論 をっ くる,(2)エ ネルギー カスケー ドの具体的 な物理的 モデルをつ くる,(3)長

波長領域の,ε お よびL以 外 の詳 細な性 質が洗 い流 されて,慣 性領域で普遍性が成立す る機構

を明らかにす ることが必要であると考 え られる。

発達 した乱流 は,大 小様 々の直径 をもった渦糸 か らなると考 えられ る,渦 糸は ランダムに曲

折 し,溶 液 中の高分子 鎖のように,多 数 のblobセ グメン トが連 なったランダ ムな鎖 と考 えよ

う。いま,t=0で 、この ようなblobの 一っ をとり,そ れ が時間 と共に どのよ うに伸長 し曲

折 してい くかに着 目す る。時刻tに おける直径 をe(t),体 積 を■(のとすれば,γ(t)≡e(t)/e(0)

として,
2v(t)…v(t)/[e(t)]3=[r(t)]―D

が 成 立 つ 。 だ だ し こ こ でD=3一 μで あ る 。 こ の 漏(t)は 時 亥1;tに お け るblobの 数 を 与 え る わ け

で あ る が,そ れ ら の空 間 的 拡 りの 自乗 平 均 は,ノV》1の と き,

<IR(釧2>一[醐]2り[e(の]2

とかける。ただ しここで ソは高分子鎖 で よく使われ る拡 りの指数である。したがって,γ ω の

時間的変化がわかれば,渦 糸が空間的に どのよ うに拡散 してい くかがわか ることにな る。 γ(の

を渦糸の離散的 カスケー ド模型(Mori-Fujisaka,'80)を 使 ってきめる と

e2(0)
〈IR(t)12>一

[1―(t/c。.)]2η

が 得 られ る 。 こ こ でt。。～[e2(①/ε]v3は 渦 糸 の 寿 命 で あ り,指 数 ηは

η=3[(3一 μ)ン ー1]/(2十 μ)

で 与 え られ る 。 μ と ンの 間 に は ン=1/(2一 μ)が 成 立 つ と思 わ れ る 。 した が って,μ=0で あ

れ ば 、v=1/2,η=3/4と な る 。Fujisaka―Mori('79)に よれ ば ・ μ;1/3で あ る 。 そ の と

き,ン=3/5,η=0.77と な る 。

発達 した乱流は普遍的な統計的性質をもつが,そ のエネルギー分布は理想気体の等分配則E

;(3/2)Nk
BTと は 異 った 。 ま た,渦 糸 の 拡 散 は ブ ラ ウ ン運 動 に よ る 拡 散 〈iR(t)―2>=6Dt

とは全 く異 った 。これ は,乱 流統計が熱平衡系のBoltzmann-Gibbs統 計 とは異質 の統 計法則

に支配 されてい ることを示す。今 まで,流 速に対す るNavier-Stokes方 程式の統計理論 がい ろ

いろ と展開 されて きた。 しか し,統 計熱力学の基本原理 である等確率の原理や変分原理S(b)=

maxを,リ ウ ヴィルの方程式か ら演繹するこ とに未 だ成功 していない ことを考 えると,乱 流統

計 をきめる変分原理(S(P)=maxに 代 るもの)を 発見す ることがまず必要である と思われ る・
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非 線 型 非平 衡 系 の逐 次転 移 と乱流

μ を き め る た め の,間 欠 性 エ ン ト ロ ピー-tU大 の仮 設(Fujisaka-Mori,'79)は そ の 一 つ の 側 面

を 捉 え た も の と思 わ れ る 。

以上,乱 流 の統計的性 質 と乱流発生 にいたる逐次転移 に関 して,二 三の トピックスを考察 し

てきた。現在,実 験お よび理論の両面か ら最 も活発に研究 され てい る課題 は

1.逐 次転移の全体像 とその機構

a)P,r,平 均流の構 造への依存性

⑤ 周期外力,外 来 イイズの効果

丑.乱 流 の表現 とその統計

の 弱い乱流(R～.Rt)

1)相 空間の奇妙なア トラクタの統計

2)境 界条件,発 生機構への依存性

b)発 達 した乱流(R》Rt)

1)流 体空間の ランダムな渦糸の統計

2)普 遍性 、スケー リング則の基礎

c)外 来 ノイズ と内来 カオスの相克

である。これ らの研究 は,統 計熱力学に対応 して

皿.統 計乱流力学

a)伸 長 ・曲折 を記述 する巨視的指数(D,v,…)

⑤ カオス度 を表わす情報 エン トロピー とそ の変分原理の発見

(KSエ ン トロピー,間 欠性エ ン トロピー,…)

c)乱 流輸送現象の統計理論

の,新 しい観点か らの研究 を促す もの と思われ る。と くに,現 在、弱い乱流 と発達 した乱流 と

は全 く異 る表現 が使われているが,そ れ らの統一的表現 への模索は乱流理論 に新 しい発展 のモ

ーメン トをもた らす に違いない。

物 性物理学 を開花 させ,そ の中では ぐくまれ てきた統計物理学 は,ミ クロの世界 とマ クロの

世界 とを橋渡 しす る物理 か らさ らに発展 して,時 間的and/or空 間的 に スケー ルの異る2っ の

異質な世界 をっな ぐ物理 として成長 しよ うとしてい る,と い えるのではなかろ うか?
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