
Loziア トラクタ上の定常統計分布

K-エントロピー< トポロジカル-エントロピー< log2

なる関係が成立するものと思われる｡

最後に,さきの指数 Tとア トラクタのハウス ドルフ次元 αCとの関係 にっいてのべる｡n個の

スピン変数の組によってもとの座標平面は2n個の部分領域に分割 されるが,上にのべた結果よ

り,そのうちのN(n)個だけでア トラクタをおお うことができる｡部分領域 の代表的な直径 を

R(n)とする｡もし十分大きなnについて,R(n)-R｡eサ nとなるならば,ア トラクターの全

体積は

N(a)･(R(n))α-eT'nx(eサ n)α- e(T才a)n

とな り,ア トラクタの臨界次元 α｡は

ac-I/P

となる｡
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Lorenz系 の 分 岐 構 造

京大･理 富田和久 ･津田一郎

§1 はじめに

力学系の構造安定相は必ずしも1種に限らず,制御パラメーターの値 を変えていけば, 1つ

の相から他の相-の分岐現象 (bifurcationphenomena)が見 られる｡ここでは,特にいわゆるカ

オスの出現につながっていくような分岐を念頭において考察をす ゝめたい｡

個々の分岐現象の機構については,従来,諸種の研究がある｡ 例えば単一流域の問題の場合

1) pitchfork分岐 :sub-harmoniccascade
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2) tangent分岐 :incommensurateであり,いわゆる間欠性につながっている｡

また,多流域の場合

3) homoclinicconditionの出現 :delocalizationの発生,もしくは消滅がみられる｡

等が知られている｡

しかし乍ら,制御パラメーターの広い範囲にわたって得られる一連の分岐の相互関係,すな

わち,相図の大局的構造 を論 じた例はあまりないように思われる｡

我々は,以前,Belousov-Zhabotinsky反応において,反応物質の流速を変化させていく時にあ

らわれる興味深い相図の大局的構造を,簡単な 1次元模型を導して再現することを試みた1)が,

今回は,流体における対流現象の原型 として知 られるLorenz系について,レ-リー数 γ を変化

させていく時にあらわれる相図の大局的構造を直接に与えるような, 1次元的模型 (ロレンツ

写像 )を提唱する2.)

言 うまでもなく,すべての性質は系を支配する方程式に含まれているはずであるが,方程式

をみただけで,例えば,相図の構造を思い浮べることは必ずしも容易でない｡そこで模型を考

える訳であるが,その際方針として,制御パラメーターの変化に対 して,殆んど変化を示さぬ

ような系の本質的な自由度 と,パラメーターの値に応 じて敏感な変化 を示すような自由度とを

分離することを試み,両者の関係を論ずることにより,実際に見出される現象の全体に対する

見通しを得ようとするのである｡

カオスが問題になるような場合,一般に多自由度の系を級かうことは容易でないが,系の按

空間においてみた流れの固有値が1次元的特徴を具えている場合がしばしばみられ,この様な

場合には,軌道のPoincare断面が近似的に1次元多様体 となるので,上記のような方針をもっ

て, 1次元的模型から相図の大局的特徴を導くことが出来る｡

§2 Lorenz系

周知のようにLorenz系の方程式は

dx /d t-a(y-a)

dy /d t-r x-y-x z

dz / d i =-bz十 xy

で与えられるが,0-10,A-8/3とし,rを変化 させて (1< r<500)えられる相図の大体

の特徴は第 1表に要約される｡ (Mode記号の意味は表に伴 う説明をみられたい｡)

今,Poincare断面としては Z -r-1なる面をとり,軌道が Z の増加する方向にこの面を切る
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表 1 Lorenz系の分岐構造

0-16.0,A-4.0としてrを変化させた.7CS花l"lu
- 7Ea(n,n)dc-x(n)- 7CS(a+1,n+1)(n≦

1
.)

れ
3

の移行 をしめしてある｡

7CS(n,a)(7Ca(n,a))は各 domainで nloopを措いた

後,相手のdomainに移る対称的 (非対称的 )軌道 を

示 している｡xは chaoticな軌道を示 している｡

SⅠMULATⅠON MODEL

SCHEMATⅠC (α-2)
γ γ~1 MODE pROFⅠLEⅠN

tr-ZPLANE ∬M

525 号.吉0-3 ws(1,1) ○○
500 2.O wa(1,1) Cわ0.616

355 2.816 x(1) Cわ
245 4.081 ws(2,2) C50 0.75

235 4.225 打a(2,2) Q@
219 4.566 x(2) &
137.5 7.273 ws(3,3) 悔参 1.0

136 7.353 x(3) @

102.81 9.726 打S(4,4). 悔夢 1.25

点の軌跡 (C,言)をみると,暑々線状の集合を形成するので, これをx座標でパラメ トライズ

して, 1次元的なロレンツ表示をっ くることが出来る｡この際, Z軸に関する対称性に注目し

て, め:C-言なる写像 を考察するのが最 も簡単である｡そこで,この写像に関して,シミュ

レーションの結果を要約すると,次のようになる｡

I. γ に依存 しない性質 (不変特性 )

(1)不変多様体 C の拡がり A ≡ 軸 -Xp

A～xf-Jb(r-1) (r≫1の場合 )
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(2) 鞍点Oからみて, C上の1番遠い点は¢によって言上の1番近い点に写像される｡

(3)写像関数 ¢は,moddを除き, γ に依存 しない簡単な形をしている｡

Ⅰ.γ に依存する振舞 (分岐構造 )

(1)r-- 7CS(1,1)
1

(2) rを減 じていくと 7Ta(1,1),言a(1,1)

順次右のように変る
J

x(1)
1

7CS(2,2)
J

以上をくりかえす (ITS(4,4)まで)

図1 Poincare断面図 (模式図 )

Z-γ- 1の面をZ の増加する方向に軌道が切

る点の軌跡 (C,7)を示す｡ Z軸周に対称性が

あるので,Cと石ま1800まわせば互いに重なる

関係にある｡

xM,(xp)は C のx座標 の最大値 (最小値 )を
示す｡
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(3) γ を減ずると共に

写像関数 ¢は

(読 slopeの絶対値が増加 し,

(b) modeAでjumpがあらわれ,

(C) 周期運動 (7T)が不安定化 してカオス (x)があらわれる｡

§3 1次元模型とこれよりえられる結果

以上の結果 を考慮に入れて,次の模型をっくる｡

(1) 普遍的な写像関数 ¢:C-i-をえらぶ (-I(3))

(2) 不変多様体の拡がりAを一定 (-1)と仮定する(-Ⅰ(1))

(3)¢を限定する基本的正方形 Sの端点 (1,0)は必 らず曲線 ¢上にある｡ (一日2))

(4) 以上の条件の下で¢に沿って残る1つの自由度∬Oをparameterr(レ-リー数にあたる)

と対応させる｡

(5) 不連続点の移動が物理的変化の意味をもっために,¢は非線型でなければならないが,

最低次として¢を∬にっいての2次関数にえらぶ｡

この様な模型は基本的正方形に関して表示すれば

ワニf(i)=atx孟- (1-仁 xM)2) (mod1)

となる｡

この様な写像関数においては7ES(n,a)なるモー ドが安定に存在する領域を解析的に決定する

ことが出来るが,さらにこれよりえられる分岐の大局的構造は,∬Mを増 してい くと,次のごと

く順次に変化する｡

(1) 7CS(a,n)が安定に存在する

(2) pitchfork分岐を起 して,(7Ca(a,n),盲a(n,n))があらわれる｡

(3) pitchforkが極限に達する以前に,奇数次のtangent分岐が起 り,これらが更にpitchfork

分岐を起す｡

(4) chaoticphasex(n)があらわれ,対称性を回復する｡

(5) 7CS(a+1,n+1)があらわれる｡

(6) 以下同様にして,このような過程を繰 り返す｡

この様な模型の示す性質は,第 1表と対比すれば,その類似性は明白であろう｡表 1表には

γ に対応する, 模型の方のパラメータ∬Mの数値を対応する振舞の個所にかき込んである｡
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§4 結 び

はじめに述べたように,Lorenz系における分岐構造の全体 を,簡単な 1次元模型を導入する

ことによって再現 しうることを示すことが出来た｡

残 る問題は,元の方程式の不変集合と1次元模型との内的関連を明らかにすることであろう

が,これは将来の課題に属する｡
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