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自然現象の確率論的記述は,確率微分方程式 (以下 SDE),即ち,拡散過程として理想化 し

て表現される事が多い｡その仮定の下では,stochasticcalculusが行なえるし, Dynkin,Rac等

の公式があり,更には,Kolmogorovの前向き,後向き方程式 (拡散方程式 )により,分布関数

や諸平均量を求める事ができる｡しかし,現実の現象において確率的要因はwhitenoiseではな

く,相関を持ったものであると考えられる｡従って,SI)五日こよる記述は,自然現象の近似過程

ないし極限過程であり,いかなる過程が,どの様な極限操作の下で拡散過程に収束するかを明

らかにする事は基本的な問題である｡更には,収束が証明されていない場合に,収束を仮定し

たとき,拡散方程式の拡散係数とドリフト係数がどう与えられるかという問題も,分布関数や

諸平均量を求める事と結びっいて重要である｡これに関連 して,いわゆる"modelling"の問題が

あり,rapidlynuctuatingsystemがIto型,stratonovich型いずれのSDEで近似 されるかが議

論されている｡しかし,極限として拡散過程で記述される現象はrapidlyfluctuatingcasesに限

られるのではなく,揺ぎの自己相関が本質的な場合においても,適切な scalinglimitにおいて

拡散過程として記述される場合がある｡ここでは,揺ぎの自己相関が本質的な場合に,確率差

分方程式で表現される確率過程の拡散過程-の収束の問題を,集団遺伝学における"拡散近似"

に即 しながら考察する｡

集団遺伝学 匝opulatio云genetics)は,個体の集まりである生物集団を対象として,遺伝的組

成 (遺伝子の相対頻度 )がどの様な法則の下に変化していくかを研究する｡通常,遺伝子頻度

の変化は,世代 という概念と対応して,離散時間の確率過程として記述される｡

いま, 2つのタイプAl,A2からなる遺伝子の集団を考え,時刻 k(第 k世代 )におけるAl

遺伝子の相対頻度をxk(0≦Xk≦1)とすると,単位時間当りのXkの変化は典型的な場合,

AXk=Xk.1-Xk-
Sk (a,)x k(llXk)

1-Sk(a)F(Xk)
十 fL(1-2Xk)+lk(a) (1)

で与えられる｡右辺第一項は自然淘汰 (selection)による変化を表わす｡Sk(a,)はAlのA2に対

する有利度であ り,その絶対値は小さい事が知 られている｡(Sk)は一般 に autocorrelationを

もつ random sequenceである｡第二項は突然変異による変化の項で,〟は1つのタイプから他

のタイプ-の世代当りの変化率である｡更に,lk(a,)は個体数が有限であるために生じる確率

的効果 sizeeffect(random sampling)である｡従って,頻度の確率的変化の要因としては,stochas-
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ticselectionとrandom samplingがあるが,前者は更に independentselection(tSkiがautocorre-

1ationをもたない場合 )とautocorrelatedselectionに分ける事ができる｡

一般に,(1)に基づいて,実験的に観測可能な量である遺伝子頻度の分布やモーメントを求め

る事は難しい｡そこで,この離散時間確率過程を拡散過程で近似 して,これらの諸量を求める

事がheuristicに行なわれてきた(拡散近似 )0 autocorrelatedselection以外の場合には,離散時

間過程から対応する拡散過程-の収束について多くの研究がある(Markovchainから拡散過程

-の収束となる事が多い )｡ここでは, autocorrelatedselection(特別な場合として,independent

selectionも含む )を確率的要因とする離散時間過程の拡散過程-の収束について,我々が得た

結果を紹介する｡但 し,random samplingの効果はない場合を考える(ie.lk(W)≡0)0

(1)をもう少し一般化して

AXk- eokf(Xk)+(eok)29(Xk)+62k(Xk)+83r(ok,Xk,e) (2)

で与えられる離散時間過程‡Xk)kCO=｡を考える｡ここで,環境パラメータtok)は次の混合性をもっ

平均 Oの定常過程とする (♂-mixingprocess)0

∝,_1 ∝,

lEto｡ok)l≦¢(k)Eta.2), ∑ 62(k)<-,∑ kQ(k)<-
k=O k=1

め-mixingの厳密な定義について払 たとえば,Billingsley,P･(1968)ConvergenceofProbability

Measures,Wiley,New Yorkを参照の事｡連続時間 tと離散時間 ktをk-lt/62]([]はガウス

記号 )で対応させ,x(6)(i)-X[t/62]とおくoこのとき,次の2つの命題が成立っ｡

[命題 1]

f,9,A,rは有界とする｡

x(e)(o)-Eを初期値とするx(e)(i)をx(e)(i,i)

x(o)-Eを初期値とする拡散過程x(i)をx(i,i)とする.

任意に固定したE,tに対 して, 8-0のときx(E)(i,i)がx(I,i)k分布収束するならば,

a(i)のみたす拡散方程式の拡散係数は巧 (x),ドリフト係数は喜(V-V)f(x)f,(x)･vg(x)CX)
+A(x)である｡但し,V≡ ∑Eto｡ok),V…EtoZ)0k=-co

[命題 2]

f,9,A,rは次の条件をみたすとする｡

ある開区間 L- (x_,x.),(侵土l<+-)が存在して

f(x)>O onL , f(x±)-0

xiのある近傍のx eLに対して

f (x)≦ 0(Lx- x士Iai),3α±≧1
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f,9,A,rはL上,有界かつなめらか

9/f,A/f,r/fがLにて有界 (突然変異の効果を含まない事に対応 )

8-0のとき,a(6)(i)は[命題 1]の拡散係数 とドリフ ト係数 をもっ拡散過程x(頼 こ関数空

間D[0,1]で弱収束する｡

但 し,D[0,1]は[0,1]上の右連続,左極限の存在する関数全体にSkorohodtopologyを入れ

た距離空間であり,詳 しくは前掲,Billingsleyを参照の事｡また [命題 2]により,任意の有限次

元分布の弱収束が分る｡なお,[命題 2]の証明には Gikhman,Ⅰ.Ⅰ/.ConvergencetoMarkov呈

processes,UkrainianMath.ユour.21(1969)p.263の定理を用いた｡

2種類のランダムネスを持っランダムウオークの理論

東北大 ･工 原 啓 明

濃厚高分子溶液l)-2),原子炉雑音3)等では:,考える系にいくつかの異なるランダムネスを与

える "雑音源"が含まれている｡

前回の研究会4)につづいて, ここでは区別出来る2種類のランダムネスを持っ系を,

(i) 2つの内部ランダムネスを含む (例,濃厚高分子溶液 )

川) 1つの内部ランダムネスと外部からのランダムネスを含む

場合に分け,これ等の系のランダムウオーク (RW)の漸化式に対 して,"粗視化"を行い,一方

のランダムネスを消去して得 られるRWの漸化式について論ずる｡

RWの漸化式は

W(7n,N)-∑pNa_1(,nl,a-α･1)W(7n-α･1,N-1)
α=ち 0

(1)

∑銘1(m+α･117n)-1
α

であるき)W(7n,N)はウオーカーがN回のステップ後,場所7nに到達する確率,又PNa_1(,nl,n-

α･1)は7n-α･1から7nにとび移る確率を表わす｡更に,詳細な記述では,PE自身もWと複雑

に関係 し,5)(1)は

N L

W(m,N)-写昌 左 pNa-k(-lm~α･Z;W)W(m~α･Z,N-1 )
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