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§1. はじめに

最近,ある種の力学方程式において chaos出現の前駆現象としてかなり普遍的に現われる熊

手型分岐 (Feigenbaum分岐)の研究が精力的に行なわれるようになった1.)研究は主に一次元

差分方程式に基づいた数値計算で行なわれており, chaos研究の重要な一分野を形成しつつあ

るように思われる｡現在,現実の物理体系との直接の比較は十分なされているとは言い難いが,

近い将来この方向の実験 も多く行なわれることが期待される｡ 熊手型分岐は元来周期状態間の

転移であり,ここに表われる特徴的な量は chaosとは一応何の関係もないが, 最近 chaosの

Lyapunov数と関連しているという議論2)や周期的 chaosでの議論3)があり, 熊手型分岐の新

しい側面があらわになりつつある｡本稿では,主に一次元差分系に基づいて研究されている熊

手型分岐の議論を,一般的な微分方程式に基づいて摂動論を用いて行なおうと試みるものであ

る｡

§2.摂動理論

自律系の力学方程式

去華 )-F(XQt);r) (1)

が,励起パラメータγを増加させたときあるγの範囲で熊手型の連続分岐 (Feigenbaum分岐)

を示すとしよう｡この仮定より明らかに状態ベクトルXの成分数NはN≧3を清さなければな

らないoTf を(1)の基本的な周期とするとrn+1で周期=2nTfの周期運動は不安定となり,こ

れよりわずか上では周期二2･2nTfの周期運動が実現されることになるoここでn-0,1,2,

-｡通常これらの不安定点 trniはn--で忘に集積し,それより上では chaosが実現され

るo rn<Tn<rn.1を満すある適当な値 Tn(a-0,1,2,･-)に対して,この値での周期運動の

振動数をBOTn)とおくと (以下も同様にあるrに対する周期をT(r)と書き振動数を32(r)(≡
27C/T(r)) と書く),上の設定より
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32(Tn+1)-2~132(Tn)(1+{n) (2)

が成立するo ここでも (lfnl≪1)は基本振動数のずれを表わし,n-∞でぐn-0を満す｡

更に,(2は り次式が成立することがわかる｡

B(Tn)-否nAニ (3)

ここで, An…m+1-rn(>0)は周期=2nTf の周期解が安定に存在する区間の長さを表わし,

y(>o)はn-∞で両こ依らないとし, nLi讐Cn≠0,-とする. ∂…ユ忠 (rm-rn)/(rm-rn.1)
-nliimA n/An.1として

i/- ln2/ln∂ (4)

であり,∂は Feigenbaum 比と呼ばれ,実験的には多くの差分方程式系に対して ∂-4.669-･

なる値が得られている｡本稿の目的の一つは Feigenbaum 分岐をなす微分方程式系に摂動論を

用い, ∂を解析的に求めることである｡

rn< r< rn+1を満すrに対して(1)はt--で周期 T(r)(=2nTf)の周期解 を持つorでの
周期解をX(i)tおくと,杏(i,γ)を周期 町 )の周期関数とし,Â(r)-r l(r)exp. 〔/.T'r)PT(

X(s);r)ds]とすると Floquetの定理より

exp十〔J.tGA(x(S);r)ds〕-8(t,γ)exp〔tÂ(r)] (5)

と書けるoただし, Guy(X;r)-∂Fp(X;r)/∂Xv｡exp十[-]は通常の Orderedexponen-

tialを表わすoÂ(r)の固有値をIa(r),それに対応する規格化された固有ベクトルをlα,r>と

おくと,

Â(r)Iα,r>ニ スa(r)Lα,r>, α- 1,2,-･,N (6)

この固有値は次の性質を持 っ ｡

(i) これらの固有値のうち一つ (α- 1とする)は0である｡

(ii) 残り(α- 2,･･･,N)の固有値の実数部分はrn< r<rn+1なるrに対しては常に負で

ある｡なぜならこの領域では周期T(r)の周期運動は安定だから.

熊手型の連続分岐は各不安定点で singlemode不安定の結果として生ずる｡ なぜならこの転移

では新しい独立な振動数の運動 (トーラスを形成する)は励起されないoγをあげたとき㌔ +1

でこの運動は不安定になりrn.1より上では周期=2TLTfの運動はもはや安定ではないo従って,
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0モー ド以外のモー ドのうちの一つ (α-2)の固有値 12 は rn.1より下では負であるが rn十1

で0にならなければならない o 他の固有値 (α- 3,-･,〟)は ㌦ +1では負のままである (有限

の負 とする)o以下では各転移点で転移が連続的だと仮定して γ 2 ㌦ +1での新しい状態を摂動

論を用いて議論しよう｡

不安定点 rn.1での周期運動Xn(i)

Xn(i)-FGFn(i);rn.1) (7)

に従うo ただし, rn.1では 12は0となるので任意の初期条件から出発したとき,周期軌道に

おち入るには無限の時間がかかる｡この意味でXn(i)を定義するのは簡単ではないが,ここで

は次の極限軌道としてXn(t)は定義されていると解釈されるべきものである.

tXn )-lim lim tX(i)i r

r→ rn+1- t→∞

ここでtX(i)irはパラメータrでの同期軌道を表わす｡

rn.1よりわずか上のrでの解X(i)は次の形に求まるとする｡

_〟

x(i)-xn(¢n)+az=lXa(i)en(Qn)Iα, n

(8)

(9)

ここで¢n(i)-2B(r)(tH .)/a(rn.1) でQn(i)-rJin-.1_杏(i,γ)は周那 (rn十1)の周期関数,

la>n ≡ r｣怒1-1α,r>であるoB(r)は新しい運動の正確な特性振動数で,今の場合 B(r)-

2-IB(rn.1)(1+{n(r))であるo{n(r)Qま r-rn.1+で0にならなければならないので,

{n(r)-I?a(r-rn+1)+0((r-rn十1)2), 日日OE

と展開できるだろう｡(9)でxaは古い周期軌道Xnからのずれを表わし, toはこのずれが常

に微少であることを保障する定数であるが,今の場合一般性を失なわず初期条件を適当に選ぶ

ことによって0とおけるo r- rn+1+62An+1とおこうoここで e(>0)は0<e<1を満し,

㌔+1からのずれを測る量である｡(9)を(1)に代入することにより,次式を得る｡

xa- 62An･1,aln](舶 +lEn'xa･岩 γopl,n]α(dn)xpx,'0(62An･1X,33),
●

α-1,2,-,〟,

γaln]毎)-n<αIen-1b)〔F′(Xnb);rn+1)-PnXnb)〕
●

opl,n]α毎)-211<αl針1b)〔(∂2/axp∂x,)N (Xnb);en毎)x)]x=0,n n
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ぉよびダ′Cr;r)…∂F(X;r)/∂r｡Nはダ(Xn'吉xaenJ｡>n;rn.1)をxで展開したとき
の非線型項であり, laln]qま㌔+1での Floquet指数でα- 1,2に対して0となるo

§3.相似則 と Floquet指数

α- 1,2に対して xa(i)-eAndZEα,それ以外は専 -62AnEp,(♂ - 3,-,N)と仮定しよ
うoここで ㌔,f6-0(A:)であるo'aln]や0Sn,]aは周期 T(rn.1)の周期関数なので, 7-Qn/
T(rn+)(-2t/T(r))としたとき,

I,aln](T)-γaln](Qn),05;]α(I)≡Opl,n]α(Qn) (13)

によって定義されたIl,釧ま Tに関して周期 1の周期関数である｡これらを用いて,各Tでもk)

は0(』:)の量であることを要求することにより,

y-号 即ち ∂-4 (14)

を得る｡このようにして,最終的な運動方程式は

意Ea(I)-喜kne(Tnll,aln](I)+pi=105,n]α(I)ち(I)E,(I), α- 1,2 (15)

fp(I,--lbn]-1tT ,pln](T,+γi=10,[碧A(I,I,(I)EB(I)),P-3,･-,N, (16'

となるoここでgn…An/An.1で knFまT(rn+.)≡knA-nyで定義したC(16)を導びくのに断熱近似

の条件

lRelpln]l≫巧 , P-3,･･･,N (17)

を仮定した｡個に関して｡これらの解は7--で有界で周期解を持つとする｡明らかにこの周

期 Tptま整数値でなければならないoなぜなら係数Ta,Oapは周期 1の周期関数であるからo

更に,我々は今,熊手型の分岐を議論しているので 7 - 2と仮定する｡即ち(15)は丁に関して
P

周期 2の周期関数とするoこのようにして rn十1よりわずか上での古い軌道からのずれ xaは

xa(i)-～Ai/2Ealn](pnAi/2i) (18)

なる相似形に書くことが出来るoここでpnは0(1)の定数であるo 上式でxatまnに依存 して

おり,この意味で熊手型の連続転移の各転移点で時間および場をスケールすることによってn

依存性を完全に消去することはできない.勿論この依存性は非特異的であり, ∂や LJの計算に
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は関与しない｡

一方,γ>㌦+1での Floquet指数は

A"(r)ニー毒 .nexp+〔I.T'r)a(x柚 γ)ds] (19)

によって定義される行列の固有値として与えられる｡ ここでX(i)紘(9)のt--での解である｡

摂動論を用いてÂ(r)tま次のように展開できる.

Alr)-Â(rn.1)+EAi/.21Â ′ (:o)

ここでÂ′はある定数行列である｡新しい運動は(15)で丁に関して周期 2の周期運動 であること

から,一つの Floquet指数 (α- 1)は0でなければならない｡更にこの周期運動は安定で

あるから他の指数はすべて負でなければならないoこれらのことにより,Al'lA;2- 4,2A;1(
Jt,pは分′のα凋 分)が成立し, eAi/2(こ関して一次のオーダーで

11=0 , 12--fnノアニラニ 渥RE

を得るoここで差--(Al'1'A;2)(>0)で他の固有値は Aa=laln]+0(ノ声 嘉 )(α-3,
-,〟)となる｡

§4.おわりに

微分方程式系の熊手型分岐を摂動論を用いて調べた｡非自律系の運動方程式でも本稿と同様

な取｡扱いができ, ♂- 4が得られる0本稿の結果 ∂-4,〟- 跡 ま実験値 ∂exp-4･669-

㌔X｡=0･4498- と比べるとそれ程よい値とは言えないが, Feigenbaum 分岐の普遍的性質を

微分方程式を用いて調べる足がかりの一つにでもなれば幸いである｡
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