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0.は じめに

まずソリトン関係の論文の数が年々どのように推移 してきたかを図でみてみよう｡

TODA Morikazu

この講義ノートは,1981年 12月3日から5日迄,京大理学部物理教室で行われた大学院特別講義をも

とに作成 し,戸田先生に目を通 していただいたものです｡(戸谷隆雄,久保博嗣 )
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このように過去 15年間の論文数の増加は,指数関数的であり,急激なものである｡ その増

加の始まるところに戸田格子の論文が位置している｡1980年頃迄に1次元の問題が解決した

ところで増加は一段落している｡

それでは今後はどうであろうか｡まず近い将来の予想としては,2,3次元の問題,カオス

の問題,厳密解を持たない場合の取扱いの問題等についての発展が見込まれ,図の破線部分の

ように再度論文数の増加が予想される｡

ところで,このごろのソリトンの数学関係の研究会においてガウスの曲面論等 1700.-1800

年代の古い論文が引き合いに出されることが多い｡また波の問題に関しても,波そのものはギ

リシャ時代の昔から問題にされているが,それは別としてもたとえば Newtonのプリンキピ

アに波の話が出てくる(第二編 1687年 )｡そこでは,

波の速さ ∝ √丁 (i:波長 )

の関係を,導管中の水の上下運動に関係ずけて導いている｡

導管中の水の質量が吊こ比例すると考える.

この導き方の正否はともかく,今日知られているところの,深水波の速さが波長の平方根に比

例するという関係 と結果が同じであるのは興味深い｡また流体力学の基礎方程式を作った L

Eulerは1707-83年の人であり,L deLagrangeは1736-1813年の人である(Lagrange

は Eulerのとちがう形式を求めたが,ある場合を除けば,Eulerの形式の方がっかい易いこ

とを認めている)｡

今日のソリトンの知識は,このような長い間にわたる研究の上に出てきたものである｡この

ことと同様に今日のソリトンの概念も,固体物理のエキシトン同様,これから先 100年,200

年たっても基本概念として生き残 り,新たな発展の基礎 となって受け継がれていくものと思わ

れる｡

1.線形波動

非線形波動に進む前に,準備としてまず線形波動を扱い,いくつかの概念を用意しておく｡

§1.1 正弦波
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非線形波 動

進行波の最も簡単なものは正弦波で

u(.X,i)- asin(kx±a)i+ ♂)

と表わされる｡ここで

波数 :k-芋 (A:波長 )

角周波数 :a'-27r〝 (I/:振動数 )

a)
波の速さ:C=盲

である｡この最後の関係を用いて,波の特性を表わす k,G7を消去すると,

82u _ 2 82u

∂i2 - C 万言

となり,これは線形の微分方程式である｡実際には,厳密にこれに従 うのは真空中の電磁波く

らいのものである｡ところでこれは因数分解 して

(£ - C怠 )(意 + C意 )a- o

となる｡特に右-進む波だけを考えることにすれば,

(£ + C£ )a- o
uレ

を考えるだけでよい｡

ところで C-一定とすると図のようにa)とkの関係は直線的である｡

§1.2 線形格子

図のようにバネでつながれた質量 7nの質点を考える｡各質点の平衡位置からの変位を,

二~~~~~う
y71

‰ で表わす｡各質に働 くカが Fookの法則に従 うとして,

d2yn7n- -K(yn.1-2yn+yn-1)
dt2

このとき
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W- 2β sinE号l7n

であり, Wとkの関係は直線ではなくなるOこのことを,分散があるという0

-1 -- 7 1-
§1.3 無限小の水面波

普通水面の波は中学,高校の教材で重ね合わせの例に出されるが,実はこれはよくない例で

ある｡ 特に無限小の波に限ったときにはじめて重ね合わせがきき,その場合の波の速さは

浅水波 ; C- √才㌃ (A-深さ)

深水波 ;a-ノ雷
である｡一般には

' 27riz
芝生t･ulhTrつ.I一′一 ′■

と表わされ,上はh≪ スとh≫1の場合に相当する｡

2.水面波

§2.1 流体力学

Euler,Lagrangeによって流体力学の基礎方程式が樹立されたが,実際の条件に合わせてこ

れを解 くのは大変難 しい｡

水面の波については日常観察する機会も多くその性質もよく知られている筈のものであるが,

これを上の方程式で解こうとすると,自由表面の boundaryconditionがあって大変難 しい｡

従って水面の波の理論の発展には Euler,Lagrange以後長い時間を要した｡

§2.2 トロコイ ド波

これは完全流体の厳密な解 として大変面白い｡物理の本で見かけることはほとんどないが,

水理学,工学的方面では必ず紹介される例である｡

1802年にチェコスロバキアの FJ･YonGerstnerが, 初めて水面の波の理論を作った｡

以下定常的な波とともに進む座標系で考え,水平に∬軸を,鉛直上方にγ軸をとる｡ この系
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非線 形波 動

で水の粒子が円形軌道をえがき,その半径が深いほど小さくなるような運動が可能であること

を彼は示 したOその運動は次のように表される

∬ = α+γ sinβ

y= b+ rcosO

位相は,波の伝播による位相の遅れのために

0-号(- α)

と表されるまた

r- roe2wbIA

であり, A- --で r- 0をみたしているOさらに伝播する速さは

C- ノ雷
で表される｡

γ ､

(a,b) ,X

b-一定の表面は定圧力の面であり,これらはすべて自由表面になることができるものであ

る｡ ∂-0の場合はサイクロイ ドで,他は トロコイ ドであり,このことからこの波は トロコイ

A-一定の面の断面図
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ド波とよばれる｡

Gerstnerの理論は,オース トリアの Weber兄弟の興味を引き,水槽実験 としては最初の

実験を行った(1825年)｡長さ5フィー ト,深さ1フィー ト,幅 1インチの永槽による実験で,

水ばかりでなく,水銀やブランデーも用いた｡横はガラスで張 り,水等を吸い上げてはおとす

実験で,Gerstnerの理論を確かめることができた｡しかしこの水槽は無限に深いわけではな

く,そのための理論とのずれはもちろんある｡それにしても Gerstnerとい ,ゝWeber兄弟

といい,山国の人達が海の波に対する理論 ともいうべきトロコイ ド波を扱ったのは面白いこと

である｡

ところでトロコイ ド波は回転,すなわち渦があるので,厳密解ではあるが,流体の渦なしの

話には適さない｡特に粘性のない流体でははじめに渦がなければ,渦は発生しない｡そこで次

に渦のない有限振幅の波を考えてみる｡

§2.3 完全流体の渦なしの波

水平方向にx軸,鉛直上方に y軸をとり,流れの速度のx成分をu, y成分をVで表わす.

このとき縮まない条件

計 岩 O

より流れの関数や(x,y)が存在して,

∂少 ∂1,

u-~す ' V~~盲㌃

をみたし,また渦なしの条件
＼

∂V ∂u
- - - - 0

∂x ∂y

より速度ポテンシャル ¢(∬･γ)が存在して

∂¢ ∂¢

u - ~ 訂 ' V = - 有

をみたすo少も¢も Laplace方程式

∂=Ill,

裟 十一∂y2
= 0

∂2¢ ∂2¢

五 ㌢ + す = O

をみたすOまた流線に沿って 至 -立 よりu V
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udy- vdx=-dサ=0

だから･流れの関数は一定である.これら少,¢からさらに複素ポテンシャル W を次のように

約束する｡

u)= ¢+ 坤

u,- W(Z), Z - x+iy

こうおくと,上の縮まないことと渦なしの条件はWがZの正則関数であることを表わす条件に

なっている｡

§2.4 深水波,弱い非線形性

渦なしの有限波高の定常波がx軸の正方向に進む場合を考える｡波の速さC と同じ速さの流

れを負方向に与え,波をとめて考える｡次の複素ポテンシャルで与えられる流体の運動はこの

ような波に相当するo cを平均流速 として

W- ♂+ i+- C(Z- iyo- iPe~ik(zHyo))

ここで Z=x+iyであり

¢-cx- cpek(… o)sinkx

少- C(y- y.)- cPek(" o)coskx

これは y---で eky- oだから,運動がなくなるのは 9---のときである(深水波 )0

流線はサニー定で表わされるが,波の表面をや-0で表わすことにする.このとき

y- yo-pek (y -yo )00skx

だから波高はβの大きさで表わされる｡βが小さいとして iterationで調べることが出来るが,

表面で圧力一定となる条件から近似的に

C2-1+k2C2p2k

が得 られるoここで k-号 としp- 0とすると

二-､≡

となり,先の トロコイ ド波の速さに一致する｡実際表面の形は近似的にトロコイ ドであるが,

しかし渦なしの場合には波による水の移動があることを示すことができる｡
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3. 浅水波

有限な深さを持っ波の研究は Stokesや Rayleighによってはじめられた｡ その孤立波の

研究から KdV方程式の厳密解の発見までをみていく｡

§3.1 孤立波の発見

スコットランドの造舟技師 Scott-Russelは1834年に運河で孤立波を発見した｡ それを

きっかけに,長さ20フィー トくらいの水槽をっくって実験 し,波の速さの実験式

C-Jg(A+ay

を得た.ここでkは深さ, aは山の高さを表わしている.

§3.2 Rayleighの研究 (1876)

Rayleighは深さで展開する方法を用いた. 図のように水底を3'-0とする.このとき複素

0 y

ポテンシャルを

W- ¢+坤-F(x+iy,i)

とおく｡水が浅いからγはあまり大きくないとし,テイラー展開して,

∂

W.- e乙y訂 F(x,i)

ここで水底では

す(x,0,i)-0
¢(x,0,i)- F(x,i)

である｡水深が小さいので γにっいて展開し

¢-F-!2雷 + y-4要 一-･4! ∂♂

4- y莞 -3y-3意 ･ y65!生 一･･･∂㌔

Rayleighは波と同じ速さの反対方向の流れを考えて,時間によらない孤立波の形で調べ,

Scott-Russelの定常的な孤立波の存在を導いた｡

-230-



非線形波動

･7

-- ■-■---♂
良
ヽ

// /′/ ′/ ′′/ // // ′/′′′′

Rayleigh の理論について,詳 しくは Lamb著 Hydrodynamicsをみられたい｡

§3.3 Korteweg-deVriesの方程式 (1895)

Rayleighの仕事と同じ方法であるが,ただ時間を入れて調べただけとも言える｡Korteweg

はオランダの大学の教授であり,deVriesはその学生である｡

今水面をy-y(a)で表わし, a- ±～で γ- hとし, y-A-甲とおいて, 彼らは再こ

関する方程式

意 ･ri号 か意 +空 包aE 3 = 0

を得た｡ここで

co- 石 ㌃, f- a-cot

である｡ coは小さい波の進む速さを表わす｡ 彼 らは表面張力 も考えているが,ここで考える

波ではあまりきいてこないと思われる｡そこで今日では表面張力をおとして,上の式を考える

のがふつうである｡

§3.4 Korteweg-deVries方程式の孤立解

一般に前節の方程式は略 して KdV 方程式とよばれる｡変数 か,i,Eはスケール変換により,

順にu.i,xとおきかえて,

∂u ∂3u

豊 + 6u五 ･一 -0∂㌔

とできる.ここで tはもとの tとは違 うスケールにとられている｡ 係数とその符号は,スケ

ールのとり方次第で思いのま にゝなる｡以下この式の解を考えることにする｡Korteweg,de

Vriesはオリジナル論文にこれの2つの特解を出している｡

まず定常解 u- a(X),X-3-ciについて考える｡ここで C は波が伝播する速さであり,

波の形できまる定数であるが,これは未知の定数 としておく｡実際の波の速さは,これをスケ

ール変換する前の量にもどし,KdV 方程式が速さC｡-√貢㌃で右-進む座標を用いているの
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でさらに coを加えて求まる.ところで今の場合

∂ ∂ ∂ ∂
~訂 → IC盲訂 ,J& →諒 ,

∂3 ∂3

∂㌔ ∂Ⅹ3

より

-cux+6u･u,x+uxⅨ=0

まとめて

意 (-C払+3u2+ uxx)-o

よってかっこの中は定数で

uxx- cu- 3u2+D

であるoここでDは積分定数であるoさらにこれより

孟 七三 (ux )2)- (cu- 3u2･D)ux一芸 (言u2-u3+Du)

だから

去(ux)2--u3月 u2+ Du･E

となる｡Eは積分定数である｡これは

言(ux)2+U(a)-E

U(a)-u3-号u2-wu

のような形式に書け,これはちょうど非線形振動子の analogyである｡ところで,U(紘) は

uの3次式であり,

U(a)- a(a+ul)(a-u2)

ul-if

u2-号(

とまとめられる｡

2 i+4D+i)
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du

J2E-U(a)
=dX

上の式は

とも書け,これの積分が求める解を与えるO 解は積分定数D,Eによって異なるわけだが,一

般にはこれを解 くのは難 しいOそこでまず特にD-E-0の場合を考える｡このときu1-0,

u2-号であ｡,

(意 )2- u2(a-2u)

より

du

1

三石 log

よって

-lax

√L Jc-2u

√ 卜稲

Ⅹ+∂ (∂は積分定数 )

√立 石F 雪盲 - (ノ7+√言二言訂)eG (x十∂)

u一言 sech2(チ (x･∂))

C

ここで C-4応2 とおけば

u- 2応2sech2K(a - ct十 ∂)

となる｡ここで

sech2E- (忘 )2-(
2 2

であり,この解は孤立波の解である.この波は Kで特徴ずけられ,下図のようになる｡

エペ l( -一 与)
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ここで波の長さは2K2-言で表わされ,幅はiで与えられる｡Kの大小による波の特徴は図K

八 千

火 人

C′Iヽ
==岩

琶iiS
yく′Iヽ

のようになっている｡また今は

ut+6uux+りロⅨ- 0

を考えたため山形の孤立波が得られたが,KdV 方程式を

ui-6uux+uxxx=0

とえらんだ場合は u<0の谷形の孤立波解が得られる.

§3.5 cnoidal(クノイダル )波 (周期解 )

前節の積分は一般には複雑であるが,次のような周期解を仮定し,それが確かに解であるこ

とを示すことは比較的容易である｡

今問題 とする方程式は

u - uc沿+Acn2KX

X- x- ct

の形の解を持つことを示す｡ここで cnは Jacobiの cn(シーエヌ )関数 と呼ばれるものであ
∫

る｡以下 Jacobiの楕円関数について簡単に解説 した後,目的の計算にうつることにする｡

まず

z dt
a - I

oJig
.-1=sln Z

よりZ- sinuとなるのに対 し,

z di

o (1-i2)(1-k2i2)

a - I

-1
= sn z

よりZ-snu- sn(a,k)を定める.ここで kは母数 とよび,

二 二二;

Sn→sln

sn-i tanh
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となる｡ cnは

cn2u+sn2u- 1かつ cnO- 1

という関係 をみたすものであり,その符号は

k→ 0で cn- cos

によって定める｡さらに dn

dn2u- 1- k2sn2uかつ dnO-1

という関係 をみたすものであり, dn≧ 0であるとする｡

また

z d i

tL-I

du-

より

o (11 i2)(1- k2 i2)

dz

よって Z- snuとして

喜≡- ( 1 - Z2 ) (卜 丘2Z 2 )

(1-sn23)(1-k2sn23)

= ノcn2∬.d㌔∬

符号は k- 0に対 して定めればよい｡これからわかるように

a
- snu= cnudnu
du

d

- cnu - - snudnu

dud

- dn u - - k2snucn u

du

という関係が成 り立っ｡

ところでこのことからu-u∞+Acn2応X について

ux--2KAcn(KX)sn(KX)dn(KX)

ー 2 3 5 -
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よって,

去(ux)2-2K2A2cn2(kX)(1-cn2(KX)｡ 卜 打 k2cn2(kX))

-一三禁 (a-u∞)"a-u∞)2+
となる｡これは先の

i(ux)2--u3月u2･Du･E

と一致させることができる｡このとき

2K2k2

A
- 1

3u--2(1-2k2)K2-20

すなわち

A-2K2k2
C- 6u∞-4(1-2k2)K2

1-2k2

A(a-u∞ト 宇 A2,

である｡ 応は波長に関係 した量であるから,今の場合 k2がA で決る振幅に関係 した量とみる

ことができる｡また u∞,k,kは勝手に与えることができる量であり, これらを決めると上

の式からC が決まる｡

cnoidal波は正弦波に近いものである｡

一 ･一一･一一ブ
入

今波長を1とすると,楕円関数の性質から,

K1- 2K(k)

よって

2K(k)K= -1

である｡ここで
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dO

lゝ＼ルノー'. ノ1十 k2sin2 0

であり,これは第一種完全楕円積分とよばれる｡これよ｡K(0)-言はただちにわかる｡とこ

ろで sn, cnの周期は4K(k)であり, dnの周期は2K(k)で与えられる.

ここまでのところは Kortewegと deVriesが出したのであるが,これ以上は当時として

は,どうしようもなかった｡

ところで,cnoidal波で波長を無限に大きくした極限が孤立波に移行するためには, i--

と同時に k- 1とすればよい｡

K(k)=i/2

A-2(
2K(k)k2

)-有限

とするOこの極限では cn-ノ｢:忘 喜二→､斤二㌦孟2-S｡chだから有限振幅のままで孤立波

に帰着するo k- 1をとらないと1-∞でd- 0となって有限振幅にはならない｡

4. ソリトンの発見

§4.1 フェルミの計算機実験 (-1953)

E.Fermiが考えた統計力学の問題はおよそ次のようである｡まず結晶格子の熱振動により,

原子 (分子 )が単振動をしているとする｡しかし完全な単振動子の体系では,はじめに入れた

基準振動がいつまでも残ってしまう｡すなわちたくさんの保存量があってエネルギー面をうめ

つくす訳にはいかない (非エルゴー ド性 )｡よって熱的に統計力学の対象となるには調和振動

子であることをやめなければならない｡実際例えば vanderWaalsカでは非線形の部分が必

ずある｡普通はエルゴー ド性が,非線形性や壁の影響のせ

いで保たれるという風に逃げているが,Fermiは非線形項

を入れて計算機実験を行って非線形性の影響を実際に調べ

ることにしたO彼は相互作用のポテンシャルを

nr)-言r2-号 r3

として3次の非線形項を入れ,これによってエルゴ- ド的になるのではないかと期待した｡系

としては分子数Ⅳ-16個,あるいは32個の1次格子を考え, 両端を固定したものをとった｡

yL=0 1 2 N ～+J
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これに対 し,初期に例えば最低のモー ド(β-1)を与えると,時間が経てばェネルギー等分配

の法則によ｡,すべてのモー ドのエネルギーが皆等 しく(E )になると期待 したのである｡
2

しかし実際には第 2(B-2),第 3(e-3)など数個のモー ドにエネルギーがいくだけで

初期ト ト● 1-I l宅s
･二三 一 ∠専 - 肇 5 - ∠ゝ

あり,しかもまたもとの状態に戻ってしまった｡つまり予想に反 して,非線形項があっても線

形格子と似た振舞をし,エルゴー ド性は出てこなかったのである(§6.1参照 )0

§4.2 Zabuskyの研究

一次元格子を考える｡質量7nの各質点の変位をynとし,バネの伸びを

rn= yn-yn-1

とする.また質点間の平衡距離をkとする.

E仰!

帆 -う/｡
この系の従 う運動方程式は

ー盲高論綿-≠

n互 生 =絢 n- ,n_1)- ¢′(yn十1- ,n)
dt2

n r)-言r2十号 r3

とする｡Zabuskyはこれの連続体近似を考えた｡まず んが小さいとして,

,止 1-yn±h也 + h]並 .雲 普 +h-4並∂∬ 2 ∂㌔ ~ 4!∂♂

とし,上の式に入れると

- C.2(1･ 6% ,% ･

622h2∂4y

12 ∂♂

6- 2ah , C.- J; A

となるo彼は最初 意 の項をとらなか-た｡そうすると,図のような変な波が立ち,時間が

経つとこわれてしまうことがわかった｡そこでこの近似は不十分とわかり,次の4階微分の項
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までとることにした｡また Fermiは両端を固定 した系を考えたが,Zabuskyは周期条件を用

いることで,無限に長い系を考えることにした｡これによってたと

えば右に進む波だけを考えればよいことになる｡そこで,

E-xI COL

∂y
u(I,I)--

af
1

T=盲ecot

として,微分方程式を書き直すと,

∂u ∂u ∂3a

~ + u言 +p有 =0∂丁

となる.ただしここで, Eは微小量で 62は無視できるとし, h2と6 は同程度の微小量と仮

定して

h2 h

/!=llT =重 石24α

とおいた｡結局この一次元格子系は KdV方程式で近似できたことになった｡L1

1960年代になってプラズマのある種の振動が KdV 方程式に従 うこともわかり,Korteweg

と deVriesがその方程式を出してから70年程して,KdV 方程式が復活することになった｡

§4.3 ソリトンの発見

ZabuskyとKruskalは KdV方程式の数値計算を行った (1965)｡

･-0で cosinecurveを与えたところ,時間と共に形がくずれ,再帰時間 rRの後,位置

は変わるが,最初の cosinecurveが出てきた｡
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形がくずれていくのにつれて,いくつかの山が出てくるが,山と山が衝突すると,たがいに中

をとお りぬけてまたもとの2つの山にもどることが確かめ て
られた｡またこれらの山は Korteweg の孤立波 と同じで

あることが確かめられた｡彼 らはこれを solitonと名ずけ

た｡またこれらのソリトンは安定であるらしいこともわか

った｡

-> - }
KdV のこの結果から,波の運動はソリトンの集 りであるという認識をした方がよいとい う

ことになったのである｡

§4.4 2ソリトン解

KdV 方程式の2ソリトン解は P.D.Laxがはじめて得ているが,ここでは最近の方法で導

くことにする｡

KdV 方程式はソリトン解

u - 2K2sech2K(a-ct+♂)

C- 4K2

を持っととは先にみた通 りである｡2ソリトン解を表すためには,まずこれを

∂2
u=2五 ㌢logtcoshK(a-ct+8)i

と書き直しておくのが都合がよいとわかってきた｡このように書けることは,たとえば

∂
有 logcoshK(x-ct+早)

ぷSinl1K(x - ct+♂)

coshk(x - ci+a)

- Ktanh毎 -ct･∂)意 tanl1毎 - et･∂)

- KSeCh26(x-Ct+♂)
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からわかる｡ここで

cosh〟∬=

より

e批 +e~Jar

-G521
e

I (1+e2比)

logcosh化 -一帖 - log2+log(1+e2んX)

となる.一 紘 一 log2はxで2度微分すると0になる｡このことからもわかるように

∂2

u-2五 ㌢log t1+e2応(α-et+♂))

としてもよい｡

これの拡張としてたとえば,

∂2

u=2忘 ㌻ log+(3,と)

や(a,i)-1+Ale2ヤ1+A2e2符2+A3e2(符1叩 2)

をとる｡ただし

K13-PIE+∂l

K23-P2 i+∂1

である｡これが,

ut+6uux+ uxa,x=0

をみたすことが示せる｡ただしそのためには,

A3- (
K2- 6 1＼2

)AIA2
K2+ Kl

p1-4K12

p2-4K22

でなければならない｡ここでdl,A2は任意に選べるが,このことは81,82が任意に選べること

と同じである｡こうして得 られた解 を調べた結果,図のように2つの山が動いていくことがわ

かった｡

Al,A2は任意に選-るから,A1-玩 ,A2-立 とおくと,

1
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t Lヽ

少(x,i)- detB

2か

e
2Kl

恥
二

3･"

β-

(;

-(aij･
荒
)

と書ける
｡こ
れをnパラメタkl,K2,･･･,Kn
,nXn行列B-拡張することができるが,
その

ためには大変面倒な計算をしなければならない
｡
たとえば3個としてもサ(x,i
)-1+Ale
2甲1

+--は大変複雑である｡一
般にこのように個数を増していくと,
腕力と紙をうんと消費しな

ければならない
｡
このような計算をするためには,こ
れでうまくいくんだという信念を持って

あたることが大切になってくる｡
広田良吾氏は
,この
計算を見通しよくしようとして自分の計

算法を考え出したといっている｡
いずれにしてもlogの微分の形で非線形方程式の解を書くの

は
,
今日では常識になっている｡

形式的に上の方法よりうまい方法はないかということを探ることから1965年以後の発展が

続くことになるが,
その1つに逆散乱法の発見があり,こ
れを次に述べることにする
｡

5.KdV 方程式 とこれに付随する Schradinger方程式

§5.1 逆散乱法の発見

KdV 方程式

ut+6uux+uJEW = 0
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に対し,Burgers方程式

ut+ uux - yuxx (y>0)

は∬の3階微分が2階微分になっているだけで,互いに似た形の方程式である｡しかしこちら

は,

∂

u=~2y有 logや

とおくことによって線形の熱伝導形方程式,

∂2少

坐 - y首∂王

に帰着し,簡単であることがわかる｡KdV方程式についてもこのような線形化法がないもの

かと調べられたが,見つけることはできなかった｡他に非線形微分方程式で,うまく線形化で

きるよく知られた例に Riccati方程式,

セ+y2+R(a)- 0
dx

があるoこれは y-:'とおくことによ-て,

uw+R(a )a- 0

のように線形化される｡ところで KdV方程式もついには積分方程式の意味で線形化されるこ

とになる｡

まず Gardner-Greene-Kruskal-Miuraのプリンス トングループ (GGKM)は Phys.

Rev.Lett･19(1967)1095に数頁ではあるが,大変重要なことを報告した｡ここで KdV方

程式

ui-6uux+um =0

に対 し,Schrb'dinger方程式

-紘 + uq,=ス甲

を考える｡これを

u=}+坐
や
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と書き直し,KdV方程式に入れた結果は,

liP2+[PQ∬-pxQ]3 -0

に ≡-pt4ip.6u意.3ux
∞

とまとまる｡これをxについて積分 し,無限遠方の性質を仮定してI[]∬d3-0 とすると,
一〇〇

∞

スIJ?2d3- 0
-∞

Cl〇

である｡ 9-実数 としてよいからJ92dx≠ 0として,これより
-∞

dl
lt=- = Odi

よって今考える Schrb'dinger方程式の固有値は時間によらないことがわかる｡これは大変重

要な結果である｡ところで Ii-0より

[?Qx-亀Q]x- 0

であるが,¢-oならこれが成 り立っのに十分である｡ Pe∬一 %やは必ずしも0でなくても

よいので任意性は残る｡しかし¢-0とすると

?t= B甲

である｡これを KdV 方程式のかわりに解けば, 甲よりuが求まる｡ たとえば十分遠方3-

±…で u- 0とすると,十分遠方での?は

やtニー4pxxx (x-±∞ )

である.遠方で u- 0となるときは,束縛状態の固有値,その遠方での漸近形及び遠方で

eiikxとなる波の反射係数で与えられると,それからポテンシャルuを求めることができる｡

一般にポテンシャルuを与えて甲を求めるのが Schr'ddinger方程式を解 くということだが,

甲の知識からuを求めるのは Schr6dinger方程式の逆問題である｡KdV方程式は上のよう

に Schr'6dinger方程式の逆問題の形で解けることがわかったわけである｡上ではut+6uux

+ux"-Oのかわ りにut-6uux+ua" -0をえらび, ソリトン解 uが束縛状態を持つ谷形

ポテンシャルとなるようにしている｡

KdV方程式 ui-6uux+uxxx-0と,線形方程式の組-紘 +叩 =19, 9t=B? の関
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係は P･D･Laxによって一般的な形にまとめられた (1968)｡たとえば

∂2

L-一首 +a

∂3

BH 4諺 ･6u芸 +3ual

とすると

Lやニ スq)

?i= B甲

である｡ここでLとBを Laxpairという｡このときL9- 19すなわち

∂2
(一言 +a)や=19

の両辺を tで微分し, li-0を用いると

utや+L?i-)やt

ここでutや=Liや,Lやt-LBP, 19i- lB9-B}9-BLやだから

Liや+LB?=BL甲

より

Liや- (BL-LB)や

これから演算子に関する式

Li- BL-LB

が得 られる｡これを Lax形式 という｡この式から KdV方程式が出る｡先には KdV方程式

はL9- 19, 9t-B9, 1t-0から出たのであった｡Laxの研究によりGGKM がやみくも.

に計算 した手法が,一般の非線形問題を解 く手法として意味があることが示されることになっ

た｡

§5.2 Schr6dinger方程式に対する Kayと Mosesの研究

Ⅰ･KayとH.E.Mosesの逆散乱法を扱った論文は数多いが,J･Appl･Phys｡17(1956)

1503に載った短い論文は大変わかりやすい｡ そこで以下それに沿って説明する｡それは電磁

波に対 して無反射で透明な物体の満すべき条件を論 じたものである｡もしもそのような飛行機

を作ることが可能なら,レーダーでみつからないわけである｡
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透過.
e-i(kx-3) LP=e

_1°k x

)々へ.ノへ-.へ ^射

結局図のように phaseはかわってもよいが入射波がすべて透過 し, 無反射であるためには,

ポテンシャル u(x)の形がソリトンの集まりになっていればよいOしかし,実際にはソリトン

は無限の size の尾を引いているのに対 し,物体は有限の size とい うことか ら表面で必ず反

射が出るのは避けられない｡

ところで彼 らの議論は大変わかりやすいので,それに従って Schrb'dinger方程式を解 くこ

とを考えてみる｡たとえば,

一 望α +u,P= 19

u - - 2K2sech2k(a-a.)

を考える｡これは ス - - K2 の束縛状態を1本持つことがわかる｡その状態は

9- I(x)-csechK(x-一句 )

また 1- k2でやってくる波については,

?(x)-⊥ tik+Ktanl1k(x-Xo)Iik+ k

となる｡これは連続スペクトルを持ち,漸近形 として

?(x)- e-ikx (a-+-)

→ e~i(kx-∂) (x→--)

をとる｡ここで

ei∂-
ik+ k

_一/

/_､ぢrx)/ ヽ/ ヽヽ

であるが, 良,K碩 数だから 一霊 l- 1 である｡よ-て ∂-実数で,波鴫 全透過す

る｡
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一般のポテンシャルの場合について,Kay と Mosesは大変 うまいや り方 をした｡ そのた

めまず上の 1パラメタの u(a)の例について少 し書き直 してお くOすなわち,

u--2K2sech2応(x r 和)

d2

=-2忘 ㌻ log(1+ 2応

ここで C- √汀eKCoである｡これに対 して束縛状態は

一応X
Ce

((a)-CsechK(a - xo)- 2

1十を e-2KX

である｡これに対 してN個の固有値-k12,一応22,-,-Kn2,-,--KN2 に対応する束縛状態

を考える｡まず C1(a),{2(a),-,ln(x),-,{N(x)が,

巴 cncne-(応n+Gn)a
ら(∬)+∑

7n=l kn+ K,a
Cn(a)- One-応nx- o

をみたす とする｡この(は行列式 をつかって解 くことができる (cnは与えられた定数 とする)｡

このlnは

d2

(諺 - kn2十u(x)){n(a)- 0

_〟

u(a)- 2孟 (nF] cn{n(a)e~応nx)

をみたす｡ここで定数 cnは勝手に与えることができ,これを与えるとCnがきまり, a(x)が

きまるのだが,これはソリトンの場所 を与えることに相当する｡一方これに対 して,連続スペ

ク トルに相当する状態は

禁 cnln(a)
?(x,k)- (1-∑

n=l ik+Kn
e~応n∬ )e~ i kx

と書ける｡以上で〃-1とおいたものは先の1パラメタの場合の結果に一致する｡

上の一般の場合のu(a)はさらに

d2

u(x)=-2忘才 logdetA

An ,a=∂n ,n十
c nc ne-(応 n+kn)x

Kn+ k,a

と書 くことができるO これが一般の無反射ポテンシャルを与えるのである｡ここまでのところ
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時間は入っていない議論である｡

§5.4 逆散乱法

ここでは証明は略 して,要点を述べるだけにしておく｡

KdV方程式

ui- 6uux+ uxa73= 0

に付随する Schrbldinger方程式

- 9,a:K+up=ス?

を考える｡ここで初期条件 u(a,0)が given とする｡また境界条件としてはx-±-で u-

Oとなるものとする｡これに対 してまず Schr6dinger方程式を解 く｡ここで boundstate

.､ノ､ノ叫 R(k)e.'kx
e- tkx

メ

EiEi

2 2
の固有値を-Kl,-K2,- とし,束縛状態の波動関数の漸近形を

ln(a)- cne-Knx (a-+-)

とする｡これら及び反射係数R(k)により,

仁 方n2, cn,R(k)) (散乱データという)

が得られたことになる｡これを与えたとき,あとで積分核に用いる関数

.〟

･F(x,≠)-∑ cn(i)2 e-仰 + 去 I:R(k･i)eikdkn=1

を定める｡第 1項はⅣ個のソリトンに関係 した項で,第 2項は反射に関係する項である｡さら

に散乱データの時間変化は∬-∞で

(ln)t=-4(ln)XXX , Pi=14g7m (x-∞ )

からきまり

cn(i)- cne4雇 t
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R(k,i)- R(k)ei8k3i

となる｡すなわち散乱データというのは遠方のデータだけで決まるべきものである｡上の散乱

データにkn3,k3が表れているのは pxxxのためであるO

このように与えられた kernelF(x,i)に対 し,方程式

(:×⊃

K(a,y;i)+F(a+y;i)+J H(x,Z;i)F(Z+y;i)dz-0
α

を考える｡ これを Gel'fand-Levitan-Marchenko方程式,略 してGIJM方程式 とい う｡

これは Kについて1次であり,解 くことができる｡そうすると

○く)

9- e~ikT+IK(x,y)eikydy
α

u,x,i)--2ま 毎 ,α ;i)

によって や, Wが求まることになっている｡特にu(a,i)は Kの diagonalpartから決まる

ようになっている｡

ところでもとの系はソリトン以外の解 も含んでいる｡しかしさざ波のようなものはさっと散

って,ソリトンだけが残る｡ソリトンだけの場合なら先にみたように無反射の場合を考えれば

よいOそこでF(x,≠)の中の去{:R(k･i)eihdkの卵 一般に重視されないo

さざ波の energyは一般に大 したことはない｡

特に無反射の場合,R(k)-R(k,i)-0,を考えることによって多ソリトン解が容易に求

められることがわかった｡

6.非線形格子

§6.1 Ferふi-Pasta-Ulam の計算機実験

両端を固定 した1次元のバネにつながれた粒子を考える｡各粒子の変位は ‰ とする｡ とな
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り合 う粒子間の距離を γ として,その相互作用のポテンシャルを

Q(r)-言r2+号 r3

とする｡粒子の個数は全部でⅣとする｡彼 らは〃-32,64の場合を扱った｡両端の固定を

yo=yN十1=0

で表わすことにして,Zで表わされるモー ドの変位を

Z7Tn

yn= AISinNT T

のように表わすことにする｡運動はいくつかのモー ドの重ね合せとして表わすと,

N z 打 n
yn(i)= ∑AISin石打 coswltJ=1

とすると,各瞬間のモー ドの振幅から energyがわかることになる｡初期条件 としては最低の

モー ド∠-1がとられた｡その結果は前にも述べたが,図のようであった｡

ここで計算機実験の誤差等の問題はもちろんあって,東大の人の追試ではきれいに再帰しな

いという結果が得 られている｡

いずれにしても非線形の基準振動のモー ドがあってこれがきれいに振動するのではなかろう

かと思われるO 摂動論を用いてそれらしいものがあることも確かめられている(Ford )0

0 50 1(泊 150

時 間

Fermi-Pasta-Ulamの再帰現象

t3

-
.*4
(
せ
T

0 2 4 6 8 10 12 14 16

質点の位置

振動の再帰の様子｡数字は時
間(単位は左図と異なる)0

§6.2 He'non Heilesの計算機実験

ニース天文台の Henon とその学生 Heilesは,天文学の問題で,軸対称の galaxyの中の

星の運動を調べるために以下のような体系について計算機実験を行い, §6.1とは逆の結果を

得た｡
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まずノ､ミル トニアンとして,

13
H-去(p12･p22)･i(q12･q22)+q12q2一言q2

をとる｡ここで ql,q2を用いて表わされる項は位置エネルギーを表わす｡ 式の形ではわかり

にくいが,これは正三角形の symmetryを持ったポテンシャルを表わしている｡十分な en-

ergyを持った粒子は図の正三角形の領域から escape する

ことができる｡

この系は力学系としてみれば ql,q2,41,q'2の4次元の問

題であるが, 2次元平面-の Poincar占mapping をとった

結果は以下の図のようになる｡
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(a)エネルギー E-0.08333 (b)エネルギー E=0.12500

H血on-HeilesのPoincar丘写食

ェネルギーが小さいときには Poincar占mappingはなめらかな曲線にのり, このこと払

ェネルギー積分のほかにいわゆる第 3積分があることを示している｡一方エネルギーが大きく

なると,第 3積分があるようにみえる部分と,そうでない部分があるようにみえる｡それらの

部分の面積比をとると図のようになるが,これらがきれいな2つの部分にわかれるかどうかに

ついては疑問も残されている｡

一方 Fordによって, 3粒子の周期的な格子で,そのハミル トニアンが,

E-Ho+H'
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0 0.020.040.060.080.10.120.140.160.18

エネルギー

H｡-去(p12+p23･p32)･去[(Q1-Q2)2+(Q2-Q3)2+(Q3-Ql)2]

H,-;[(Q1-Q2)3･(Q2-Q,)3･(Q3-Ql)3]

で表わされるものは,Hgnon-Heilesの体系とまったく同等であることが示された｡3次の非

線形項があると,一般に energyが高いとき非常に不安定な動きをする

可能性がある｡

§6.3 指数格子 (Toda,1967)

やはりバネでつながれた1次元格子で,その相互作用が

Q(r)-言e~br' ar

で表されるものを考える｡

/ 巨 -普 -aヽー

0-a ′
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非線形波動

rn= yn.1- ynとすると,

d2yn
n-5 -ate~Hyn-yn-1)-e~uyn･ryn))

より

凄 -a(2e7･brn-e-rnL e-brn･1)

ここで K- ab- finiteを保って b- 0とすると線形格子に帰着し, A-- とすると剛体球

の場合に帰着する｡

ところでこの系は楕円関数で書ける周期的な解を持っ｡すなわち,

e-brn 1 -13fri2ldn2'2'3-yt'K上 蓋 ]
ab/n

ここで )は波長, Vは振動数であり,

K-K(k)-Jw/2
0

dO

(第 1種完全楕円積分 )

E- E(k)-Jw/2膏二才忘丙 -dO (第2種完全楕円積分 )0

である｡また

fn-a(e-brn- 1)-0 (-は平均 )

2Ky-､芋t::::t 付言
である｡

上の式はバネの力fnを用いた方が便利であり,

d2

訂 log(1+A )-i (fn･1+fn-1- 2fn)a 7n

fn-a(e~brn-1)-dn2一芸(周期解 )

のようになっている｡この周期解は discreteなところだけしか意味がないとしても,連続な

形で求まる｡

指数型の相互作用をする系の計算機実験が, Saito,Ford らによってなされたがここで

Fordによる3粒子の周期格子の例を述べる｡ノ､ミル トニアンは,

H-三(p12･p22･p32)+e~(Q1-Q2'･e~̀02~Q3'･ e-̀Q3-QlL 3
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チ

_ _ _∧

であるが, §6.2と同じ正準変換をすると

H-去(p12･ p22)･去 (e2q2+2JFql ･ e2q2~2J iqlI e ~4g2- 去)

′

となる｡これは4次元の力学系であり, q2, 盲2面での Poincaremapping は図のようにな

(A) E-1 (b) E=256

った.今度はEを大きくしてもすべての点はなめらかな曲線にのり,3次の非線形性の場合と

違って,指数型格子では第 3積分を持つことが明らかになったoこのことは Saitoの例でも同

様である｡ところで mappingがなめらかな曲線にのって,ストカスティックな領域がないと

いうことは,位相空間での軌道が安定なことを意味する｡位相空間の中で少 しだけ離れた2点

間の距離が時間と共にどう変化するかをみたときに,だいたい linearに変化 していれば第 3

積分があることを意味する｡

Ao) (;'
二T-I_I:-:;--:--I-:,,-=' =

-25 4 -



非線形波動

指数格子とその周期解は15年前の夏,Fermiの計算をヒントに発見した｡その翌年に半年

間京大にいたとき巽研で KdVの孤立解の話を聞き,先の周期解で 1-∞ のときソリトンに

なるだろう′七いう考えで,

e-brn-1-意 p2sech2(Kn±Pt)

p-JgsinhK

を発見 し,次いで2つのソリトンの衝突を表わす解 をさがして2ソリトン解を見出した｡

§6.4 ソリトン解 と2ソリトン解

力 fnに対 して

d2sn
fn- a(e~brn-1)--di2

をみたす Snを用いると,ソリトン解は

77乙

sn=了 logcosh(Kn±Pt)

と表されるoここでSnはどうせ微分を2回とるから, cosh(Kn±Jgi)の部分を1+e2(応niPt)

でおきかえてもかまわない｡また2ソリトン解は,

sn-7 log[1+Ale2(応1n伸 )+A2e2(K2n-C2t)
7n

+A3e2((Kl+K2)n-(Pl+P2)tI]

と表される.ところでSnに対する運動方程式は

d2s n

log(1+つ才 一) - i (sn.1+Sn-1-2Sn)n
α

だから,上の解をこれに入れると,

p12--3isinhKl
m

p22-生 sinhk2
7n

意 (pl+P2)2- si血2(Kl+K2)

AIA2=

si血2(Kl一応2)一意 (81--P2)2
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を得るOこのようにPl･P2,A3は kl,応2,Al,A2を与えると決まるo xl,K2は任意だが,Kl

≠ K2でなければならないOまたPl,P2が同符号なら2つのソリトンは同方向に進み,異符号

なら反対方向に進む｡

Pl≠P2だからi→±∞では2つのソリトンは十分離れる｡また2つのソリトンの衝突,追

越 しの場合には一方のソリトンにくっっいてまた離れるというふうになる｡または他をくぐり

抜けていくといってもよい｡

ノ し こ / こ ノ ℃

この計算を出した時に,当時 RCAにいた広田氏 (現在広島大 )が, この系と等価の電気回

路を作れることを示 した (Hirota-Suzuki)｡ 図のCは非線形のキャパシターであるOこの

L L

ような100個の elementを並べて Fermiの再帰現象やソリトンの衝突 を再現させることが

できた｡

これを用いると暗号の送信に利用できるかも知れないということである｡たとえば信号を発

生させて非線形回路で modulateL,普通の回路で送る○ これを非線形の回路で受けると,

再帰現象でもとの信号にもどるというわけである｡

ルイル巨 ] [車 ]へ/JUL
§6.5 指数格子の保存量

サイクリックな〃個粒子の指数格子には,第 3積分どころかⅣ個の保存量が存在することが

わかった｡このことは H占nonとFlaschkaが独立に発見した｡一方 KdV方程式には無限の

保存量が存在することがわかっている｡ところで H占nonの方法はきれいであるが数学的でわ

かりにくいoそれに対して Flaschkaの方法は我々にはわかりやすい｡そこでまず Flaschka

の方法にっいて紹介する｡

まず dimensionlessform で考えて,
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非線形波動

¢(rn)- e-rn+ rn

rn=Qn.1- Qn

次元のない指数格子系の運動方程式は,

●Qn=Pn
pn- e-(Qn-Qn-1)- e-(Qn+1-Qn)

●

ー

lL

l一
2二g

α e-(Qn.1-Qn)/2

nf
l
一
2二九7β

ここで

という変数 a,bをとる｡これは正準共役ではない｡とにかくこうとると,

●an-an(bn-bn.1)
●
bn- 2(an2_1-an2)

のように非線形の簡単な方程式を得る｡この運動方程式は matrix方程式になる｡

l

aれ十N =a.I

,' ♭… N =♭れ
′

一ヽ一一′

サイクリックな系に対し対称行列 Lと,反対称行列 Bを,

bl al 0
al b2 a2

oa2 b31 0

､AN-1 aN-1

aN-1 bN
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ヽヽ
ヽヽヽ

､､

0

ヽヽヽ
ヽ

lα

o

o

q

竹

/
-

卜

二月

ヽヽ
-aN-1ヽヽ
ヽ

aN_{0

0

によって与え,Laxの運動方程式

生 =BL_ LB
dt

を作ってみると, 1stoff-diagonalpartから;n-an(bn-bn十1)が,また diagonalpart
●

からb-2(an_卜 an2)が出てくる｡

今 Bが反対称だから,

些 -BU ;Uは時間の関数T" (0)-1
dt

を考えると,

dU-1
dt

--U -IB

も成 り立ち,

UU-1- U-1U- 1

である｡このことは次のように証明される｡

まず富 -BUより

dU1-
- =UIBl=-UIB
di

よって

意 (U･U'-藍 川 十竺 -一打†BU･U†BU-0dt dt

-方U(0)- 1だから,U†U- 1がすべての時刻で成 り立ち, U十-a-1である(証明終 )｡

このUを用いて,

意 (U-1LU)--U-1BLU･ U -1 -ibm U I BUdi
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非線形波動

=U-1(- BL+更 +LB)U
dt

-0

よってL-L(i)に対し

U-1LU- const- L(0) (unitaryequivalent)

だから

L(i)U(i)-U(i)L(0)

このときL(i)の固有値を 1(i),固有関数を?(i)とすると,

L(0)?(0)- i(0)や(0)

これに左からU(i)をかけた式

U(i)L(0)?(0)- i(0)U(i)や(0)

と上の性質より

L(i)U(i)や(0)- i(0)U(i)?(0)

これを時刻 tでのL(i)?(i)- A(i)?(i)と較べれば

?(i)-U(i)?(0)

}(i)- i(0)

が出る｡第 1式からはやt=BPが出てくる｡

ところで 1をNXNの単位行列として, L9- 19より,

det(ll-L)- 0

これより

ljF+cll]F-1+･･･+cN-1lj+cN - 0

である｡ここで Ij(j-1,2,･･･,N)は tによらない値を持つから,これらをcjについての連

立方程式とみて, cjについて解けば,

cj= cj(tanJ, tbnJ)- cj(ll,12,-,JN)- const

となるoすなわち anとbnの関数である定数 cjがN個あり,これが保存量である｡ ここでa,

Aは timedependentでもcjは timeindependentというわけであるO保存量 cj(j= 1,

2,･･･,N)の関数も保存量であり,これらN個の保存量は次に述べるN個の H占nonの保存量と

同等であることが示される｡

保存量の独立性があらわになるような形で,もう一度,指数格子の保存量を求めてみよう｡
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H占non の保存量

運動方程式は,

Ⅰ
a訂Q n=Pn

a
嘉一Pn = Xn-1~ Xi

ここで,Xn-C e-(Qn.1~Qn) ,Cは定数｡このとき,次のような保存量がある｡

Zm-∑pilPi2-Pin(-Xjl)･･･(-Xjl) (7n=1,2,･･･,N)

但 し,ここで和払 7n- k+ 21として, (il,･･･,ik,jl,jl+1,-,j"jl.1)がすべて異なる

ものについてとる｡この保存量が,既に Flaschkaの方法で,得られたものと同等であること

は証明できる｡具体的に, 3個の周期格子では,

Zl= Pl+P2+P3

Z2- PIP2+PP3+P3Pl-Xl-X2- X3

Z3= PIP2P3- PIX2lP2X3IP3Xl

ここで∫1は全運動量であり, ∫2はエネルギー積分を表わす｡ ∫3には, 対応する簡単な力学

的概念は存在しない｡特に,ここでC-0とすると,Pn(n-1,2,3)は保存量となるが,これ

がzl,Z2,13が保存量であることと同等であることは明らかであろう.一般にN個の場合にも

同じようにできる.またC-0で考えれば保存量 Zn(n-1,2,･-,N)が独立であることもわか

る｡

§6.6 シフト演算子

次のような演算子を導入する｡

eai;f(x'-(1+a孟 +左 a2 孟 +妄 a3g ･-)f(a)

d

2 3

- f(x)' af'(x)+昔 f〝(a)+吉f"(a)+･･･

エア(α+α)

例えば,
a

e諒 f(x)- f(x+1)
a

edxf(a)- f(3-1)

-260-
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これを使 うと,指数格子の運動方程式は,

d2rn

m芯 ㌻ - a(2e~brn- e-brn-1- e~brn･1)
∂ ∂

- a(2- ｡-3L ｡十㍍)｡~brn

- 2a(- cosh孟 )e~brn

H a(2sinh三g )2e-bra

ここで, rnをnの関数 とみなしている｡ 波動が十分なめらかなものならば, nを連続 とみな

して, (連続体近似 )

--a･22(三豊 +吉 (書芸 )3+･･･)2(1- bra)

最低次では,

7n
∂2㌦

ab-T
an2

もっと,高次までとれば高次の波動方程式が得 られる｡

シフ ト演算子 を用いて,Laxpairを書いてみよう｡ §6.5より

(Lや)n- bnpn+ an-len_1+anpn十1

∂ ∂

- (bn+e∂nan+ ane十aTL)や(n)

∂ ∂

∴ L- bn+e∂nan+ ane+訂

(B?)n- an_1q,n_1-anPn.1

∂ ∂ -

- (e∂nan- ane'罷 )?(n)

∂ ∂

B-e∂nan- ane+aT=

実際,このB,Lが A L-lB,L]を満たすことを調べよう｡
dt

∂ ∂ ∂ ∂

BL- (e頂 an-ane+訂 )(bn十e∂nan十ane十aT=)

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

- e ∂nanbn-ane∂nbn+e∂nane ∂nan-an2+e~菰an2声 -ane∂nane∂n
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

LB- bne∂nanbn-bnane∂n+e∂nane∂nan-e~dTXan2e前 +an2-ane∂nane∂n

オペランドとしてV,(n)を考えると,

∂ ∂

e-5Xan2e有や(n)

∂

-e∂nan2q,(n十1)

- an_≡?(n)

よって
∂ _A_ 3_ ∂

BLILB-e∂nanbn-ane∂nbn+ bnane∂n- bne∂nan+2(an喜-an2)

∂ 且

- e∂nan(bn-bn.1)+an(bn-bn十1)e∂n+2(an_卜 an2)

ここで §6.5の運動方程式を使 うと,

-意bn･e~£包 +曳 e£di dt

これ私 意 Lに他ならない｡

§6.7 指数格子と KdV方程式

指数格子も KdV方程式も,共にソリトンや,周期解をもち積分ができる｡また逆散乱法も

全 くパラレルに話をすすめることができる｡

これは,両者に密接な関係があることを,予想させる｡この関係 を明らかにする一つの方法

は, §6.6で示 した連続体近似を使 うものであろう｡しかし,この方法では,途中で,積分不

可能系を経なければならず,おもしろくない｡これをさける,おもしろいや り方がある(-

N.Saito:Journ.Phys.Soc.Japan49(1980)409)0

指数格子を考える(但 し,ディメンジョンレス )

d2r n

di 2
- 2e-rn- e-rn-1- e-rn+1

相互作用の力をfn- e~rn-1と書 くと,上式は

d2
dt2log(1+fn)-fn.1+fn_1- 2fn

ここで,次のような変数変換を考える｡
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非線形波動

(

T
i=･-

h3

fn-h2un(T)

0< ん≦1

d2 1

言Flog(1+k2un)=7 (un･1+un-1-2un)

さらに,右-動く座標系にのって,

-- hn-(吉 -h2)T

a(a,T)- un(I)

任意の関数F(･)に対して,

1

意 F(un(丁))-(憲 一(才 一h2)孟 )F(a(a,7))

よって,運動方程式は,

･£ -(ま -h2,i)210g(1+h2u(- ,)

吉 {a(x十k,
I)+ a(x-A,T)-2u(a,I))

ん- 0十のとき,

(左辺 )-{意 -2(喜 一h2,

1 82u

;H .-2蓋 +ァ 雷

･右辺 )- T 2 膏 . 去 意

1 82u

∂2

i ,- チ -･, 二

182(u2)

2 ∂㌔

よって,

∂u l∂(u2) 1 ∂3u

言 上 2- --- -- - -0∂7 2 ∂∬ 12∂㌔

au

礼,忘 →0 (-→∞)とすると

若 鳥 茂 .去 意 - o KdV方程式

(係数は,スケール変換で変えることができる｡)
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従って 0< h_< 1のとき 指数格子

h-0十のとき KdV方程式

このときの,ソリトン解の振舞いを調べてみよう｡fn(i)- sinh2αsech2(an-tsinα)か

ら

a(x,I)- (
si°hα

･sech la{言･(i -k2,i,手 T si血α+ ∂]

2 2 7

α- Khとして, A- 0十とすると

u(a,I)- x2sech2K(x-cT)

ソリトンの速度は, Tの係数より,

(1-h4)K手sinh(xh)/h

即ち, ∬の負方向-進むソリトンは,無限大のスピー ドをもつことがわかる｡
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