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5 Random Surface の数 と String
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§0.は じめ に

RandomWalkの 問題 とは空間の中のある種 の曲線全体 にっいて何 らかの量 をた し上 げ る事

で あった。この問題 はス ピン系の統計力学 と同等 であ り,定 性的な性質 はほぼ解明 されている

といえる。この問題の次元 を1つ 上げて空 間の中のある種 の曲面全体 にっいてのたし上 げを考

えるのがrandomsurfaceの 問題 である。この問題 はゲージ系 の統計力学 と同等 であ り,ま た紐

の量子化,表 面張力 の模型,重 力 の量子化 な どいろいろな物理現象 と関係 しているので,現 代

の数理物理学上 の大 きな問題 の1つ であ る。

この 問題 に対 す るapproachと し ては次 の2つ の ものが考 え られ る。

1)連 続 空 間 の中 で面 のfunctionalmeasureを う ま く決 め る。

2)格 子 化 され た空 間 の中 で面 を1つ ず つ数 え る。

ここでは素朴 な2)の 立場 をとることにす る。

§1.Randomsurfaceの 数

格 子 化 され た空 間 の 中 にcontourOを 考 え,Cを 境 界 としてA枚 のplaquetteか らな る連結

な面 の数 をn(A;C)と か く。 ここで面 と して どの よ うな もの を考 え るか に よ って い ろい ろな

randomsurfaceの 問 題 が で き るが,以 下 で は主 にplanarrandomsurfaceに っ い て考 え る。 これ

は次 の式 で定 義 され る。

翌 。紬 ・・)一 鵠z(1ハ π,λ)∫[Clu]・'Sm(・)

こ こ でSはWeingartenのactionで あ り,

5=-Zπ ΣT,(σ σσの+NΣT,(UU†)
Plaquettel三nk

`U
n,μ ∈M(π;C)は1ink上 に あ るMatrix変 数 で あ り,F(0)はWilsonloopで あ る。

1
m(0)=万 丁・(UU'● ●σ)

幾 何学 的 には,1つ のplaquetteを 多 価 的 にみ な した ときのPlanarな 面 を考 えて い る わ け で あ

る。

以 下 でn(A;C)の ふ る まい を調 べ る。
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§2.Randomwalkの ま と め

Randomsurfaceは 面 と して閉 じて い る とい うconstraintが あ るの で本 質 的 にfreeで は あ りえ

な い。 そ のた め のa副ogyと し てinteractingrandomwalkを 考 える のが適 切 で あ る。

格 子 化 され た空 間 の 中 で点xか ら点yま でLstepで つ な ぐpathの 数 をn(L;x-y)と か く。

必 ず し もpathはfreeで は な くselfinteractionが あ って もい い もの とす る 。Lを 大 き くした とき

次 の漸 近形 が予 想 され る。

・(五 ・・一y)蕨 ガ ゐαエF((・ 一 ・)2』

こ こでFはec-yを 固 定 してL→Q。 の とき→con6tと な る よ うな函数 で あ る。さ ら

にFに は次 の漸近的なscahng則 が予想 され る。

剛 腎)(・ 大のとき)

こ こでaHを こ のrandomwalkのHausdorf次 元 と よぶ 。

次 のGreen函 数 をつ くる と

G(∬-y;K)=ΣKLn(五;x-y)
L=O

Kα=1がcriticalpointで あ り,そ れ か ら の ず れ を

Kα==1-(ma)CIHと お く と,

・(。 一一y、K)一(1)`・(1―h)・,(m・(x-y)・)
ma

担 し ・ω ≡{C't・'`t'bf(2

tdH)

と か け,criticalexponentの 関 係 も正 し く出 る。

§3.Randomsurfaceの 数 に 対 す るconjecture

前 節 と のanalogyか ら 次 のconjectUreが 成 り立 っ 。

n(A;o)→A-bαAF(A;o)

オ 大

こ こでF(A;o)はcを 固 定 してA→ ∞ の とき→constと な る よ うな函数 で あ り,

さ らに次 の漸 近 的 なscaling則 が 予 想 され る。
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s
2-)(A大 の とき)F(A;o)=f(

AaH

こ こ でSはCを 境界 とす るminimalsurfaceの 面 積 であ り,噛 は このrandom

surfaceのHausdorf次 元 で あ る。

次 のGreen画 数 をつ くる と,

o(o;K)=ΣKAn(A;o)
A=0

これ は量 子 化 され た南部actionの 格 子 にお け るregularizationに な って い る。

一・・f・・d・{摺}2

0(0)=工DXI.(・,・)・

bo篭皿daryC

こ こでe― ρoa2がKに 対 応 す る。

も し,n(A;C)〈aAの 形 でboundさ れ ず にA1程 度 に な って しま うとpathintegralに お い

てentropyの 方 がdominateし て 和 は発散 して しまい,連 続 極 限が とれ ない 。

§4.い ろ い ろ なRandomsurfaceに 対 す るbound

こ こ で は次 の3種 のRandomsurfaceに つ い てn(A;0)のboundを 与 え る。(証 明略)

① 面 を多価 的 に数 え,し か もplanarに 限 らな い とき。

これは次 の式 で定義 される。

韓 。z"・.11(A・ ・)-zife-'m(・)[au]

こ こ でUn
,μ ∈Cは1illk上 の 変数 で あ り・

s=『 λ17uuuu㌔ 忍 σ馬・u…

ur(C)=UU…UはWilsonloOPで あ る 。

・の とき ・・11(A・C)妖 ノ のひ ど・'撒 であ り漣 緬 限 は存在 しない・

②self・avoidingrandomsurface

自分 自身 を2度 と切 らない よ うなsurface全 体 を考 え る。 この と き 次 のboundが 成 立 っ 。

n,elf。v。、d、。g(A;0)<{2(Cl-1)}A

③planarrandomsurface

定 義 は §1.で 与 え た よ うに,自 分 自身 と交 差 して も よい がEulerindex最 大 の もの を と る。
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この とき次 のboundが 成 り立 つ 。

h,lana,(A;0)<{48(d-1)}A

§5.終 りに 一1arge-Nゲ ー ジ系 へ の手 が か り一

最 近,次 の事 実 が み つ か っ た。2)U(N)ゲ ー ジsymmetryを も つ系 は1arge-Nの 極 限 で変数 の

数 が著 し くreduceし たmodelと 同 等 で あ る。

σ(1V)-LGT

繭 ・一 怠 叫 砺 咽)u・ ∈u(N)(・-1… …・・)

Weingarten

熊 ・一禰 忍 丁・(娼 切)r"II・ ・(44)
・4μ∈M(.IV;C)(μ=1,2,…,al)

す なわ ち,も と もとlatticesiteの 数 をVと して グ4個 のMatrixが あ っ たmode1がd個 だ け の

Matrixのmodelと 同 等 な ので あ る。 こ こで同等 とい って い るの は本 来 の理 論 のWllsonloop

とreducedmodelのWilsonIooPが 一 致 す る とい う意 味 であ る。例 えば,

<巴 奪[二1二 二ζ})>1
本来一理論;〈Tr(UIPU29U'tPuig)>reducedmode'

な どで あ る。 また本 来 の理論 の単 位体 積 あ た りのfreeenergyはreducedmodelのfreeenergyと

一 致 す る
。

これ は ♂個 のmatrixか ら な るmatrixmode1のlarge-N極 限 な ので うま くい けば とけ るか も

しれ な い。
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