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Duffing方 程式 の解 の大域的相似性

東 北 大 ・工,東 北 大 ・通 研A

佐 藤 信 一一,佐 野 雅 巳A,沢 田 康 次A

1.は じめに

非線形強制振動における系の振舞いを探るという問題にっいて典型的非調和強制振動である

Duffing方 程 式

1袈+帯 ・・-B…t(・)

を考察 する・Duffing方 程式 によ り記述 され る系では,ジ ヤンブ 履歴現象・2n分 岐 そ し

てホモク リニ ックサイ クル等が観測 され るk2)系 のパ ラメタk,Bを 変化 させるこ とによ り,

高調波 とのPhase・locking,カ オス領 域が繰 り返 し現われる。それ らの領 域はパ ラメタ空間

において相似構造 をな している?本 研究 では,

(Dパ ラメタ空間(k-B平 面)に お ける相似構造 に大域的 なスケール則 が成立 する。

(jj)一般化 されたn次 のDuffing方 程式

x十kx十can=」Bcost(2>
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にお いて も同様 にスケール則 が成 立す る。

⑪ カオスおよび周期解 の大域的 スケール則が一 次元写像に どう反映するか 。

以上 の3点 について検討 した。他の非線形 システムで もPhase-locking,ス ケール則が観

測 され ることか ら種 々の性質 に共通 性があると考 えられ る。

2.Duffing方 程式 の解 の性質

Fig・1
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(1)式を連立方程式に書き直すと

1:∵ ♂+B。。、、}(3)

解 の振舞 いの概 略は周期解 をP,カ オス をCと してP→0→P→C→ ……

さらに詳 しく見る と同 じ周期軌道 で もxy平 面上の原点 を中心 とした πの回転 に対称(Ps),

非対称(Pσ)の 周期軌 道が存在す る。(Fig.1)

一一{鑛 劉 一・一街1副 一胴 稗 副

一・一融 調}一 ……

方程式の対称性 か ら非対称の解 が存 在する ときこれ をπだけ回転 させた解 も存 在す る。k-B

平面 において,こ れ らの分岐集合 は相似構造 を持 ってお り(Fig.2)ス ケール則 が成立 する。
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Fig.2Fig.3

スケール則 は・ 死 をろ(1・1+1)の 周期軌 道が周期倍現象 を起 こすBの 臨界値・ αを定数 と

して

Bccma(m=21十1)(4)
皿

で あ る 。(Fig.3)
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3.一 次 元 写 像

②式 を考える前に

x十kx十xn=cosωt(5)

を考 えることにす る。この理 由は後 述のよ うに(2)式のBに 対 してスケール則 が存在 す る事 は(5)

式 のωに対 して スケール則が存在す る事 と同等 であるか らである。そ して,(5)式 のω をパ ラメ

タとして考える方が考 えやすい。ωが小さい極 限(Bが 大きいことに対応 する)で は,(5)式 の

右辺は定常 で,dampingの ため振幅 が小 さい運動に近似 できる。 したが ってその場合運動は,

X=-ax十 」BcOSωt

と類 似 して い る 。 こ こ で 次 の 写 像 を定 義 す る 。xの 時 系 列 が極 大 値 を と る と き の時 間tをt1,

t2,…,ti,t
,+1,… と し て,さ ら に 外 力 の 周 期 丁(=2π ん)と す る 。写 像Fは

F:ti→t
。+、(m・dT)(6)

ω の 小 さ い 極 限 に お い て こ の 写 像 は

F(t
t)=ti十2(modT)(7)

2はconstant。 θi;t/Tと し て

F(θi)=θ ・+-S
.72=:θ,+2t(m・d1)(8)

周期mの 輔 ・・矯 す る2m・ 一{妙 喘 である・この・とはD・ff・ ・g施 式の}P線 形の次

数nに よ らず,解 の周期mは ω;1に 比例す る。実際 には,計 算機 シュ ミレーシ ョンの結果か ら

(8)式 は

∬(e、)・ei+2・+静(与 ・、)(m・d・)(8)t

と書 かれ る。Nは 非線形性 のために生ずる項で ある。さて以上の事 か ら(2)式のBの 変化 に対 す

る軌道 の変化 を議論 する事 がで きる。(5)式に変数変換

ll:長 鳶 二尉(9)

を行 うと(2)式の形 にす ることが出来 る。この変換 によ り解 の性質 は不変であるから
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_互 三L

2'α=ω ㏄ β2n

したがって,前 述 した β とπの関係 は

―盈L

B
mccmn―1

皿

(10)
王
Φ

である。(10)式は計算機 シュミレーシ ョンの結果

とほぼ一致す る。 しか し,こ れ らの議論が適用

で きるのは散逸 が大 きい場合 だけであ りホモ ク

リニ ックサイクルが生 じた場合 のカオスの構造

を究明す る必要があ ろう。 θ;

Fig・4
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結合反応系の分岐集合の単純な性質

東北大 ・通研 佐野雅 已 ・沢田康次

非線形振動子 を強制振動 した り,複 数個結合 させた時の解 の振舞 は,古 くか ら調 べられ てい

るも)しか し,従 来か ら知 られてい るhigh・ ・h・ ・m・ni・,、ubh。 。m。。i。の 伽,e.1。cki。g

状態や 準周期運動 のよ うな単純なア トラクターの他 に,カ オス状態 も存在す ること,さ らに,

これ ら周期解 とカオス領域が極 めて入 り組 んで,大 域的構造 をな してい ることが知 られたのは,

ご く最近の ことである。 この現象 に対 す る理論 として保存系 では,KAM理 論 を始 めとした研

究 があるが,散 逸系での研究は殆んどない。最近の報告では,散 逸系 において も準周期軌道 が壊

れ る際に様 々の普遍則 が存 在することが示 されてお り,新 たな展 開 も期 待 され る。

『B18一


