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不 安 定 系 の ソ リ トン

九大応力研 矢嶋信男,河野光雄,上田正二

分散媒質内を伝播する非線形波動現象でソリトンが重要な役割を果すことはよく知られて

いる｡この場合,ソリトンモー ドは分散 と非線形性のバランスによって安定に保たれるので

ある｡一次元のときには,現象の本質的な部分はいわゆるKdV方程式で記述されることが判

っていて,ソリトンの安定性や衝突における個性保存など興味ある事柄が発見されている｡

その結果,ソリトン非線形ノーマルモー ドとして解釈する立場も生まれている｡二次元系で

もソリトンは重要である｡波面に平行な方向の変動がゆるやかであって,弱二次元近似が許

されるときには,現象はKadomtsev-Petviashvilli方程式で表される｡この方程式について

も,いろいろの議論が行われているが,中でも興味深いのはソリトンレゾナンスである｡-
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次元KdV系では,ソリトン間の衝突でその個性は保存され,ソリトンはその位相を変えるに

すぎない｡しかし,二次元KP系ではレゾナンスが起 るので,それにより新たに共鳴 ソリト

ンが発生する｡実際に,浅水波やプラズマ中のイオン音波では,ソリトンレゾナンスの例が

観測されている｡このように,,二次元系でも,ソリトンは非線形ノーマルモー ドとしての

役割を担っているが,その相互作用は一次元のときほど単純ではない｡

以上のように,ソリトンについて多くのことが判ってきたが,これまでのソリトン研究の

大部分は,単一モー ド系に関するものであって,多モー ド系についての考察は少い｡多モー

ド系では,モー ド間結合に相当して,ソリトン間の相互作用も多様になると予想される｡も

っとも簡単な例として,プラズマにおけるラングミュアソリトンがある｡これはプラズマ振

動 (ラングミュア波)とイオン音波が結合 した例で,プラズマ振動の変調によってイオン音

波が生成され,このイオン音波にともなう密度の谷間にプラズマ振動を捕捉することによっ

て,ソリトンを保持 している｡この例は,Zakharovによって考察 されたが, ソリトンは必

ずしも安定でなく,条件によっては,分裂や融合が生 じることが知 られている｡こゝでは,

多モー ド系の別の例として,イオンビームが存在するプラズマ内での低周波波動の非線形過

程を考える｡この例では,プラズマ内には,ビームに固有の振動モー ドと通常のイオン音波

のモー ドとが共存 している｡いわゆる,Fastmode(以下ではF-modeと略記),Slowmode

(S-mode),Acousticmode(A-mode)である｡A-modeは左右に伝播できるので,全部で

モー ドは4種類ある｡このうち,ビームと反対方向に伝播するA-modeはビームモー ドとの

結合が弱いので独立なモー ドとして考えてよい｡ この部分を分離すれば,系はF.S.およびビ

ーム方向に走るA一modeの3個のモー ドの結合系と考えられる｡また,この系は,ビーム速

度を適当にえらべば,S一m｡deとA一m｡deは不安定モー ドになり得るので,その意味でも,

此の系のソリトンの挙動を調べることは興味深い｡

われわれの考えている問題は,適当に規格化された量を用いれば,

意 一票 +u慧 十慧 十藷 -0

82v a2u
- -- -0
at2 ∂x2 ‡ (1)

で記述される.こゝで,a,再まそれぞれ静電ポテンシァル,ビーム密度の変動成分に比例 し

た量で,(a,i)はビームとともに走る系で見た空間座標 と時間である｡パラメータaが0で

あれば, (1)はKdV系を与える｡aが0でなければ,一般にモー ドが3個存在して,それぞ

れに対応してソリトンモー ドが可能である｡
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線形近似をすれば, (1)は分散式

a3k3
W-首 謀 --k(1+k2) (2)

を与えるC これはa<2/3で3個の実根を与え,Wの大きさの順にF.S.Aの各モードに相当

する｡a>2/3では k<kc,

k｡-諭言方=丁 (3)

の波に対して, 1個の実根と2個の共役複素根を与え,系は不安定になる｡この系の安定条

件 a<2/3は,ソリトンモー ドの存在と関係している｡

(1)の定常解としてのソリトン解は

u-12K2se｡h2[Kx｣2t]

V -(K/f2)2u

となる｡但,OはKに依存 して

O-害意ニーK(1-4K2)

(4)

(6)

で与えられる｡このソリトン分散式は,αく2/3のときには3個のソリトンモー ドを与え,

α>2/3ではF-modeに対応 したソリトンしか与えない｡また,たとえα<2/3であっても,

A-,S-ソリトンモー ドはK<Kc,

Kc-(1-3a/2)1/2/2, (9)

に限られていて, 12KC2より大きな振幅をもったA,Sソリトン解は不可能である｡

(1)の系でソリトンがやはり安定な非線形ノーマルモードとしての役割を持つのであろう

か｡これを数値的に調べた結果をまとめると以下のようになる｡

(a) 振幅が小さいときには,非線形波動の発展過程は互いに独立な三つのKdVモードの重

ね合せで記述できる｡

(b) K～Kcのソリトンが関与する場合には,A,S一modeの結合 したexplosivemodeがあ

らわれる｡

(C) α<2/3で線形安定な場合でも,非線形段階でその振幅が発散する現象が見られるが,

その最終過程はすべて(b)のexplosivemodeによる｡

(d) F.S.Aの3モー ドの位相速度が有理比をなすときには,パラメトリック効果により,

各モー ドにェネルギーが配分され,explosivemodeによる不安定を生じやすい｡この現象は
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F-modeについて顕著に見られる｡

上の数値計算の結果のうち(a)は逓減摂動法を用いて説明することが可能である｡ (1)を

ベクトル形式であらわすと,

票 +A慧 +(u･8% )Di U-o (8)

たゞし,lU-(a,V,W)であり,u'は ∂u'/at-∂u/∂xで定義する｡したがって(1)から,

av/at-∂W/∂xである｡A,Dは3×3行列で

A - ( 二 i a 3'82 - 冒 )

＼
J0

0

0

0

0

0

1

0

0

ィ
H相川Ⅶ
点二刀

となる｡ Aの固有ベクトルをR乙,固有値を〟iとして

ARi-PiR･7, (9)

とする｡固有値 piは分散を無視 したときの各モー ドの位相速度である｡巧 を用いて,各モー

ドの座標変数を導入しておく:

fi- (xIPit+少i)0 (10)

少乙は,モー ド間の相互作用によるモー ド座標の曲がりを与えている｡逓減摂動法によれば,

最低次ではUは各固有モー ドの重ね合せで記述されることが示される :

3
L'-具 fi(fi,i)Ri

fiと勇は次のオーダーで永年項を消去することによって得 られる :

2

盟 +3Th fi∂≠

中古ニー∑

-1+--一･一･二
∂f乙 3p乙

∂fi.rP乙
言 語 -0,
'z

IE)f](i)df
P乙〟 ] 1

声 乙3巧+2 p了 Pj

(ll)

(12)

(13)

(12)はKdV方程式そのものであるので,振幅が小さい限 り,KdV近似は良好であることが

判る｡

数値計算の結果 (b),(C)で述べたEXPLOSIONの現象はK～K｡のところでおこる.そこ

では,A-modeとS-modeの分離は良くない｡この領域の考察は一般にはむづかしいので,
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こ でゝはαが2/3に近い場合に話を限っておく｡このときにはSとAの分散曲線の間隔は小

さく,K～Kc近傍の議論を行 うのに便利であるoa-2/3では,(9)の固有値は,pl-1/3,

p2-〟3--2/3となるop--2/3にはSとAのモー ドに相当する固有値が縮退 している｡

a=2/3であれば,psとpAの-2/3からのずれは小さいので,-2/3--aで走 る座標系に

のったとき系の時間変化は小さくなる筈である｡そこでSとAの結合系を扱うため,(∬,≠)

の代 りに(符,I)を導入して

ワニx+at, T- at (14)

とする｡ (1)に(14)の変換を用い, 7-依存性を小さいとして,∂/∂丁の最低次を残す｡さら

に,

a一号(1･6), FeL≪1

として,

砦 +e豊 +芸 liu2+Si]- o
(15)

が得られる｡これは臨界点近傍 (a-2/3)における系の非線形発展を記述 している｡6<

0は線形安定系を6>0は線形不安定系を与える｡ (15)の正確解は,いくつかの特別な場

合について求めることが可能である｡6<0では,(15)のソリトン解は(4)で与えられるが,

E2は(5)の代 りに,

0 -±K(ref-4K2)1/2 (16)

となる｡複号士はそれぞれ,S,A一modeのソリトンに対応する｡広田法を用いれば, (15)

のⅣソリトン解を求めることは容易である｡とくにⅣ-2のときの解は,ソリトンの2体衝

突をあらわすが,それは必ずしもKdV的ではなく,2つのソリトンの振幅がある程度大きい

と衝突の後で解は発散 してしまう｡これは(C)でのべた現象に関連 している｡ソリトン解は,

(16)から判るように,K2く回/4でのみ意味をもつが,K2>lel/4では広田解はexplosi-
vemodeの解 :

u = 12K2
llAch(K符)sinaJT

[ch(K7)-Asina'T]2

を与える｡ただし
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a,-K(K2一回)1/2,

A-[(4K2-FeI)/(K2-lel)]1/2｡
(18)

である.上の解はK2-回 が正負にか わゝらず成立する｡(17)は T-0で u-12K2sech2
(Kで)というソリトン型のパルスとなるが,有限のTで分母がoとなるので爆発現象をひき

おこす｡そのときの波形は,数値計算で求められたexplosivemodeの波形 と良く一致して

いる｡(17)のexplosivemodeはe>0でも可能である｡その場合,GOとAは(18)で IeF

一一Eとおいたものになっている｡また, e>0での線形不安定モー ドの非線形発展を記述

する正確解も求めることができる｡ この解は,ごく初期には線形不安定性によって増幅する

正弦波に一致し,時間とともに波の山のところでピークは鋭 く立ち上 り,腹の部分は平担化

して,パルス的な波形が形成され,最終的にEXPLOSIVEMODEにつながる｡

こゝで考えた不安定系では,ソリトンは振幅が′トさいところでのみ意味をもっ｡そこでは

系の非線形発展は独立な3個のKdVモー ドの重ね合せで記述される｡ 振幅が大きくなると,

ソリトンは安定に存在できず,EXPLOSIONの現象をひきおこす｡このexplosivemodeは

不安定性の非線形過程と考えられ, (1)の系では非線形項は全 く安定化作用を持たないこと

を示 している｡現実のビームプラズマ系では,ポテンシァルピークのところでのビームイオ

ンの反射によってexplosivemodeは安定化 されると考えられるが,これは今後の問題であ

る｡

高次元空間における非線型モード

京工繊大 ･工芸 武 野 正 三

§1.Introduction

ソリトン理論のessenceの一つは非線型微 (差)分方程式に対する広田の双一次形式 1)の存

在である｡最も簡単且っ一般的なものは次の双一次方程式

F(Dx,Dy,Dz,Di)f･f-0 with F(0,0,0,0)-0 (1)

である｡ここにFはDx等の偶関数である｡ソリトンは,fをexp(7･7-Wt)(7-(kx,
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