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4次元 Yang-Mills方程式の変換理論
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§o Anti-Self-Dual方程式の解の組織的な構成法を最初に見出したのは,Ward及び Atiyah

[1],[2]である｡彼らは4次元の (Anti)Self-Dual 方程式をP3(3次元複素射影空間 )上

の解析的ベクトル束の間題に翻訳することにより,インスタントン解を構成しようと試みた｡

その方法の本質は Riemann-Hilbert問題に深く関わっている｡ (Atiyah-Wardの理論について

は, Corriganet.al.[3]に素晴しい解説があるので,それを参照して下さい｡) そして我々

の理論は,彼らの方法を変換理論という立場から読み返すことにより得られたと言ってもよい｡

§1 (Anti)Self-Dual方程式払 複素ゲージポテンシャルBy･By･Bz ･Bz- (これらはC4∋

(U,y,Z,言)上のnXn行列函数 )を導入することにより

Fyz-F---0yZ

F再 +F - -0ZZ

(1)

(2)

(ただし,F -∂ B -∂,Bz-[B,･Bz]etc･)と表されることが知られている[4]｡yZ I y

方程式 (1)は 0･cuⅣature条件であるから

By-Dll∂yD･ Bz-D-1∂zD
(3)

By--D-l∂y-D･B乏-D-1∂乏D

と積分できる｡更に

J-DD-1

と置けば方程式 (2)より,Jは単独の方程式

∂y-(rlayJ)+∂言(I-1∂zJ)-0

(4)

(5)

を満すことがわかる[5] ｡ (5)から出発して今と逆の過程をたどれば,(Anti)Self-Dual方程
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式 (1), (2)を得る｡ただし,分解 (4)は一意的ではない｡例えば

D- DD/,D- DD/

(D′は任意函数 )と置き換えてもよいのであるが,これは丁度ゲージ変換に対応している｡

物理においては,実領域で,しかもゲージポテンシャルが実リー環に属することを要請する｡

従って,それに応じてJの方にも様々な制約が加わるのであるが,今は,それを一切無視して

Jは単にGL(a,C)値函数として話を進める｡(5)を(Anti)Self-Dual方程式 と呼ぶことにす

る｡

Jから複素ゲージポテンシャルB,達を再構成する方法は,上に述べた以外にもいくっか知

られている｡例えば,J∈SL(2,C)として

I -i-1
Gii-

αJl〃V

F
1

2一fノ

1
qJ

L

とパラメトライズする｡このとき

-1し82yafzgif)IBy--f-1｢;y"aa,_Zfe)

Bz-fl (2aaz,_f9 -∂zOfj･ Bf-r l･｢8.㌦ =2faye)

は,(Anti)Self-Dual方程式の解であるO更にe-f-3と置いたものが 'tHooftのansatzであ

る｡

§2 次に,線型化問題 (即ち,逆散乱形式の構成 )を考察する｡その為に,微分作用素

Dl- r l∂三十 ∂y･ D2-rl∂す-∂Z

(I:複素パ ラメーター )を導入する｡又,Ak-Ak(y･y･Z言 )(k-1･2)をnxn行列

函数とする｡このとき,(Anti)Self-Dual方程式(5)は線型微分方程式系

DkY(I)- ｢ 1AkY(I)

の積分可能条件
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lD1-I-1Al･D2-(-1A2]-0

に同値である｡Y(I)-Y(y,F,Z,言;I)を(6)の基本解行列で 6-0の近傍で正則とすれ

ば,

∫-y(o),

(7)

A1-a;J･rl･ A2-a;J･r l

である｡この事実は, Atiyah-Wardの Penrose変換を用いる議論によっても得られるし,又,

方程式 (5)のシンメトリーを調べることでも得られる｡

次に,変換理論を考察する｡これは,線型問題の言葉で述べれば次の様になる｡まず,出発

点となる線型方程式 (6)と基本解行列Y(I)の組を(Y(I)･Ak)とする｡ これより, 別の組
′ヽ_′ ～

(Y(I)IAk)を与えることが変換である｡ このプロセスを実行する為に,Riemann-Hilbert問

題を用いる｡ Reimann･Hilbert問題とは,ある領域の境界上の函数を領域の外部で正則な函数

と,内部で正則な函数との積に表すことを意味する｡我々の場合,それは次の様に設定される｡

X-((′)-X+(E′)a((′)I (′∈C

(8)

E(I)-Y(()a(()Y(I)~1

ここで,Cは 6-平面上の原点を囲む解析的曲線,C士を各々,Cの内部,外部とし,Y(I)は

CUC+において正則とするoX±(()は,CUC士で正則かつ非特異な行列函数で,X_(I)
は正規化条件

Ⅹ_(-)- 1

を満すとする｡又,a(I)-a(y･y･Z言 ;I)はC上で解析的,非特異とし,Dku(I)-0

とするoこのことは,a(()が,E･wl･W2(wl-言-{1㌢ u,2-y+rlz)の函数であ

ることを意味する｡

以上が,我々の考察するReimann-Hilbert問題である｡この間題が一意的に解行列x+(I)

を持っと仮定しようしこの仮定は u(()が十分小さければ正しい)｡そして

′'~ヽ.J′

Y(()-X+(I)Y(I) inC+I
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-x_(I)Y(I)a(I)-1 inC

.~､ヽ.′
と定める｡このとき,Y(I)は,次の微分方程式系の基本解行列であることがわかる｡

′､ヽノ _ ′一､ヽ_′
DkY(I)- r lAkY(I)

′~ヽ.■l

Al-Al+∂,(∂wxJ w=｡) (10)

32-A2-∂Z(∂wxJ w=O)I I-W~1
ら亡▼コ EiA EiiR

これで,変換理論が構成されたことになる｡ I-Y(0)とすれば,Jが (Anti)Self-Dual方

程式の新しい解なのである｡ (8)におけるu(I)に応じて,いろいろな解がっくられるわけで

ある｡

§3 上で構成した変換をRH変換と呼ぶことにする｡ Zakharov-Mikhairov[6]や,Hauser,

Ernst[7]達は,RH変換をいろいろな2次元の場の方程式に応用 して大きな成果を収めて

来ました｡RH変換の一般論については,上記の論文や筆者と中村氏との共著論文 [8]を参

照して貰うことにして,以下,具体的なRH変換の計算法と,それを用いた'tHooftのインス

タントン解の構成について述べようと思います｡

RH変換 (8)において

u(()- 1与 ≒ p

(pはnXn定数行列で P2-0とするo c･Ilは定数 )としたときのX±(I)の求め方を述べ

るo El∈C+･又,

x-(I)-1+蓋

と仮定して,行列Rを求めよう｡X_(I)Y(I)a(汀 1が, I- Elで正則となる為の条件を
書き下すことで,

●

R-cY(El)PY(El)~1(卜 cY(C1)PY(Il)｣ )-1

●
(Y(()は,Y(I)の E微分 )を得る｡

このタイプの初等的な変換と線型微分方程式に対するゲージ変換を繰り返すことにより,
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'tHooftわインスタントン解をっくれる｡この解は,§1で述べた ansatzにおいて,

e=f=9

〟

(1+∑

(ll)

j=1(y-yj)(ラーij)+(Z-Zj)(言-2j)

と表される｡具体的な構成法は,以下に述べる通 りである｡まず,a(j)(I)(j-1･････N)

を

a (j'(I )- 1+ マ 宝 p･ノ

γ~γノα.=一一一⊥ ,
] - -
Z-Z.

ノ

a.
a(- )
} - -
ZーZ .

ノ

とする｡ aj･yj,ち は定数である｡又,

甲(0)(()-o

甲(i)(()-

として行列

9(i)(( )-

((す-1j)+ (I-Zj)

1+ p (j)(()
(1'p:'+1)(I)

ノ
tPG)(()一甲(I+1)(I))∑

k=1

1+ 甲｡)(()

(o≦j≦N-1)を導入する｡自明な解デ(o)(()-1から出発して,次の逐次的変換を行 う｡

[

芋｡)(()-デG')(()9(j)(I)

㌢(j'1)- a(j'1)(()｡Y(j)(I) (o≦j≦N-1)

(a(,I)(()OはRH変換を表す ) 7rN)-デ(N)(o)とすれば,これがインスタントン解 (ll)

を与える｡
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§4 2次元の方程式を解析する為に開発されたRH変換を4次元の (Anti)Self･Dual方程式

に応用して成功したが,だからと言って,我々は最終目標に到達したわけではない｡ (Anti)

SelfJDual方程式の解空間の構造を決定せよという問題は未知である｡そして,その重要性故

に追求すべき問題であると思う｡我々としては,RH変換が,その為の手掛 りを与えるものと

信 じます｡
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量子完全積分可能系

東大 ･教養物理 和 達 三 樹

1. はじめに

ソリトンの研究が本格的に始められてから,まだ10年しか経っていない｡ 既に驚くべきほ

ど多くのソリトン系 (完全積分可能系 )が報告され,実験との比較も行なわれている｡さらに

つい最近になって,古典論において成功を収めた逆散乱法を量子場の理論に応用する研究が始

められたoこの逆散乱法の量子論-の拡張を ｢量子逆散乱法｣という｡量子逆散乱法の研究が

進むとともに,完全積分可能系の持っ性質 (S行列の因子化,べ-テ状健等 )が確かめられ,

又,解析的方法 (統計力学での手法を含めて)が統一的に理解できるようになってきた｡以下

Qも その大要である｡1)
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