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論文概要

非平衡統計力学において,平衡 (又は,定常 )状態から十分離れた場合も扱える方法論を確

立するということは,非常に重要な問題 となっている｡減衰理論における,時間たたみ込み形

式 (TC),時間非たたみ込み形式 (TCI｣)の一般的な摂動展開公式,及び,不完全キュムラン

ト,順序付キュムラントの系統的計算法としてのダイナグラム法は,この間題 を解決する一つ

の有力な方法となっている｡ そこで,非線形非平衡系の本質的なものを含んだ最も簡単な系で

あるレーザー系を例にとってこの方法論について調べた｡

まず,微視的ハミル トニアンから出発 し,TC及びTCI｣形式の減衰理論を使ってレーザー

系の基礎方程式を導出し, Riskenが現象論的に導出 した基礎方程式と比較 した｡その結果,

TCL形式の減衰理論で導いたTCI｣型の方程式は, Riskenの方程式を含む一般的なもので

あり,量子論的効果による結合定数のくり込みが陽に現われていることが分かった｡また,TC

型の方程式に対する Haakeの近似は誤 りであり, .Riskenの方程式とは直接関係付けられない

ことが分かった｡以上のことから,基礎方程式の段階で系の性質を調べようとする場合,TCI｣

型の方程式の方が有力であると言える｡

次に, TCIJ型の基礎方程式を解いて光子数及び光子数のゆらぎの時間発展について調べた｡

その結果,現象論的な基礎方程式では記述できないような初期段階における特徴的な振舞も,

微視的に導いた基礎方程式を使うと記述できることが分かり,微視的理論の重要性が再確認さ

れた｡

レーザー系の例からこの方法論の有効性が確かめられたわけだが,今後他の問題にも応用 し

て非線形非平衡系を扱う一般的な枠組として発展させる必要がある｡
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§1.序論

この章では,この論文で扱 うレーザー基礎方程式の問題が,非平衡統計力学の一般論を展開

する上で重要な例題 となっていることを示す｡ 1.1節では,非平衡統計力学の方法論について

復習 し,この論文で用いる減衰理論の,非平衡統計力学における役割について述べる｡ 1.2節

では,非平衡統計力学の観点からレーザー基礎方程式の問題 をとらえ,今まで成された礼Skenli

Haak｡2三の仕事と,この論文の主な内容となる有光 ･富永の仕事3)との関係について述べるO

最後に, 1.3節で,この論文全体の構成について簡単に説明する｡

1.1 非平衡統計力学における方法論

非平衡統計力学の方法論 として確立しているのは,平衡 (又は,定常 )状態近傍の現象に限

られている｡平衡状態にある系に対 し外力が加えられたときの,系の示す線形応答 (たとえば,

外力 として磁場を加えたときの磁化,電場を加えたときの電流等 )に関して,その線形応答関

-4-



量子統計力学的レーザー基礎方程式の導出とその物理的考察

数 (前の例で言うと,帯磁率や電気伝導率のような実験と直ちに結びつく量 )の一般的な表式

を与える理論で,線形応答理論4)と呼ばれている｡さらに,応答関数を計算するフアイマンダ

イアグラム法による系統的方法が,温度グリーン関数5)の開発により確立され,平衡 (又は,

定常 )状態近傍における非平衡統計力学の方法論の枠組は完成 しているのである｡ただし,熱

浴の効果の入れ方に不完全な面があり,今後の問題 となっている｡

熱浴や,注目していない系の効果を取 り入れる一つの方法として,確率過程論の応用がある｡

たとえば,或る物理現象に対 し,物理的直感や或る理論の枠内 (古典論,半古典論等 )でその

現象を記述する方程式を立て,､そこで落としている効果,理論の枠内では説明できない効果を,

揺動力として導入し,その確率過程として考える方法である｡ この場合,現象がどのような確

率過程に従 うかという問題が重要であるが,それは,物理的直感や数学的な扱い易さから決め

られる場合が多い｡その意味で確率過程は現象理論であり,現象を十分に記述できない欠点が

ある｡

平衡 (又は,定常 )状態から十分離れた場合の微視的理論の有力な方法論の一つに,減衰理

論があげられる｡微視的なノ､ミル トニアンから出発し,射影演算子を導入してその中の必要な

情報だけを引き出すという方法である｡シュレディンガ一括像による方法 (中嶋- zwanzigの

方法6),7)) と,ハイゼンベルク描像による方法 (森の方ば ))との2つに分類されるが,この論

文では前者を用いる｡

また,減衰理論では,時間たたみ込み形式 (TC)と,時間非たたみ込み形式 (TCI.)が知ら

れている｡シュレディンガ一括像による方法では,TC,TCL とも,一般的な摂動展開公式

が,柴田 ･有光9)により与えられている｡それによると,TCでの展開の各項は不完全キュム

ラントで書かれ, TCLでの展開の各項馴 摂序付キュムラントで書かれる.また,不完全キュ

ムラント,順序付キュムラントの系統的な計算法として,ダイアグラム法が有光10)により与え

られている｡

以上の方法論を発展させて,非線型非平衡系を扱 う一般的な枠組を完成させたいのであるが,

その指針を得るために最初に応用すべき例題として,レーザー系があげられる｡レーザー系は,

量子系であり,非平衡開放系であり,非線形性も備えてお り,非線形非平衡系の本質的なもの

を含んだ最も簡単な系である｡従って,レーザー系の性質を調べることによって,我々の非線

形非平衡に対する方法論について多くの知見が得られるものと期待される｡

1.2 レーザー理論

レーザーの理論は,レー ト方程式による理論!1',12),13)半古典的理論チ)量子統計力学的理藷 ,3)

の三種類に大別できる｡ 現在まで多くの研究が成されてきたわけだが,これを,非平衡統計カ
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学の方法論の対象 という観点で見直してみると,確率過程論 としては, Risken･による半古典【

論1)が,微視的理論としては,Haakeの量子力学的理論2)があげられる｡

Riskenは,半古典的理論の範囲で,古典的電場の複素振幅に対する方程式を導出し,半古

典論では扱えない電磁場の量子ゆらぎの効果を,揺動力として加えて確率微分方程式の形にし,

揺動力を白色ガウス過程と仮定して,電場に対する F｡kker-Planck方程式を得た1.)

Haakeは,熱浴も考慮 した量子力学的ハミル トニアンから出発し,時間たたみ込み形式(T

c)の減衰理論6),7)を用いて,光子系の密度演算子に対する基礎方程式を導出した≡) Haak｡は,

得られたTC型の方程式に対 し安易に長時間近似 して, Riskenの Fokker-Planck･方程式の形

を得た｡

ところで,一般論によると, TC形式の減衰理論における不完全キュムラントと, TCL形

式の減衰理論における順序付キュムラントは,摂動展開の3次以上で違いが現われる｡従って

摂動の3次以上 を扱 う場合には,安易に長時間近似するのは誤まりである｡

そこで,我々は, レーザー系に対してTCI｣形式の減衰理論を使って計算 し, TC形式の減

衰理論 との違い及び Haake流の近似の問題点に関して調べた｡また,得られたTCIJ型の基

礎方程式を数値的に解いて光子数,光子数のゆらぎの時間発展について,種々の角度から調べ

た｡

1.3 論文の構成

この論文では, 2章で,レーザー基礎方程式の導出法について議論する｡2.1節では,レー

ザー模型の説明と,対応するノ､ミル トニアンの導出を行なう｡2.2節では, Riskenの現象論

的導出法を紹介 し, 2.3節で, TCI｣形式の減衰理論による量子統計力学的レーザー基礎方程

式の導出を行ない,さらに, Riskenや Haakeの結果との比較検討を行なう｡次に,3章で,

有光 ･冨永による基礎方程式を数値的に解いた結果について述べる｡3.1節では数値計算のた

めの定式化について説明し,3.2節では,計算結果を示 し,それを解析する｡4章はまとめに

充てることにする｡

§2.レーザー系の基礎方程式

この章では, 2.1.節でレーザー模型の説明をし,モデルノ､ミル トニアンを導出する｡2.2節

では,半古典的理論として Riskenの理aA l)を説明する｡2.3節では,微視的理論 として Haake
3)

によるTC形式の減衰理論による方法2)と,有光,冨永によるTCI｣形式の減衰理論による方法

を並行 して説明し,その違いと問題点を議論する｡

2.1 レーザー系のモデル′､ミル トニアン
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レーザー模型として,互いに相互作用 していない二準位原子〝個の系が,光子系と電気的双

極子相互作用 している系を考える｡この系は,気体 レーザー等で原子間相互作用が無視できる

場合で,光と強く相互作用 している二つの準位だけを考えていることに相当する｡

非相対論近似での全ハ ミル トニアンは･

E-p!1{去 (ppIeA)2十V(㌔)十み -･vxA}十EL
(2.1.1)

で与えられるOただし,7n,-e,Pp,qp,x は,それぞれ･電子の質量,電荷,運動量･スピ

ン角運動量,位置であり,V(xp)は,p番 目の原子のポテンシャルであるoPLは,自由な電

磁場のハミル トニアンであり,ベクトルポテンシャル :A,スカラーポテンシャル :A｡のゲ

ージはクーロンゲージとする｡

V･A- 0,A0-0 (2.1.2)

また,簡単のため,電磁場 と相互作用する電子は各原子について一個とした｡ 単位系は, C -

1, 克- 1となる単位系を採用 した｡

後で便利なように,全ノ､ミル トニアンを

E -Ho+HAL

H｡-ゑ(蓋 十V(xp),･HL-∑E血 ･EL-EA十EL/上

㌔ - 真意A(xp,･Pp

(2.1.3a)

(2.1.3b)

(2.1.3C)

と書き直 しておくo‰ は,〟番目の自由な原子のノ､ミル トニアンであり,‰ は,原子系

と電磁場の相互作用ハミル トニアンである｡ただし,A2の項は:,光子一個の吸収,放出過程

に寄与 しないので省略 し,スピンと電磁場の相互作用は,電気的双極子相互作用に比べて小さ

いので省略 した｡

次に,ノ､ミル トニアン(2.1.3)を第二量子化する｡自由な電磁場のハミル トニアンは,正準

形式で,

EL-去idxtA･A+vxA･VxAi

と書ける｡ (ク-ロンゲ-ジ)

A(x,-暴 言(bleleiA" 十bl+ele~ iA" )
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を代入 して計算すると,零点エネルギー部分を除いて,

LUL-苧wlbl+bl

となる. bl+,bltj:,モー ドスの光子の生成,消滅演算子で,交換関係

[bl･bl']- ∂1,i,, [畑 bA′]- 0, [bI･bl+,]- 0

を満たすものとする. また･ el tも モー ド)の偏極ベクトルであるo

原子系については,第二量子化されたノ､ミル トニアンは,

LUA-Jdxq,+(x)HA¢(x)

で与えられる｡ここで,場の演算子 ¢(∫)を,

Q(x)= e ja"･PjU･(x)

と展開するoただし, %j(x)払 HAの固有値 epjに対する固有関数であり:

HA%)I(x)= epjPFU･(x)

直交条件,及び,完全性条件

JdxpfU･(x)pp*,j′(x)=app,aj,I,

莞 pp*j(x)ppj(x′)= 頼 -x')

(2.1.6)

(2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10a)

(2.1.lob)

(2.1.10C)

十
を満たすoまた,apj,ajU･は,p番目の原子の電子状態ノー(j- 1,2)の生成,消滅演算子で

あり,反交換関係,

tapJ･,ap+,j′)- app,ajj′, tapj,ap′j,)- 0, tap+j,ap+,j,†-0

を満たすものとする｡ (2.1.9)を(2･1.8)に代入 し,.(2･1･10)を考慮すると,

.〟
+

LUA= E=lePaPZaPZ, ep二 ep2~epl

となる｡ただし,下の電子状態 (ノ●- 1)をェネルギーの原点に選んだ｡

相互作用ハメル トニアンは:,

LUAL-JdxQ'(x)意A(x)･PQ(x)
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I∑ ∑.,意A(Xp)･a;,Iap′),Jdxpp*J(x)P?p,j,(x)
jLP/j,)

〃

= ∑〟=
N

= ∑
上丘=

1鍔島 (bleill'ち 十 C･C･,(ap+lap2∫dxpp･1(x,el･Ppp2(x,･C･C･)

1号 (ap+2apl橘 十ap+1ap2bl+gpl) (2･1･13)

となるoXpは,p番目の原子の位置を表わし･最初の近似等号払 電気的双極子近似に相当

する｡次の近似等号は,他の原子との問の遷移は,原子内でのレベル間の遷移に比べて小さい

ので省略 したことを表わしている｡最後の近似等号は,回転波近似に相当する｡このとき,結

合定数は,

gpl-意フ纂 ei上1.XpJdxpp･1(x)el･Ppp2(x, (2･1･14)

で与えられる｡

簡単のため,光子系は1モード(at-6,i)とし･原子系は,一様に広がった原子 (a,A-

sp- 62-81)とすると,結合定数は,

gp- eiかち9

9-意窟 JdxP1*(x,e･PP2(x)

となる｡一般性を失なうことなく,9は実数であると仮定できる｡

次の様なスピン演算子を導入すると,以下の議論に便利である1.4)

sp･ - ap+2aple-ik.輿 sp-- ap･lap2eih.ち

S三-‡ (ap+2ap2-aplapl)
十

これらが,交換関係

[S三,S≡]-±S吉, [Sp+,Sp-]- 2SZ

を満たすことは, (2.1.ll)と,恒等式

apZap2十 ap+1apl- 1

+

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)

(2.1.18)

(2.1.19)

(2.1.20)

を用いると確かめられる｡このスピン演算子を用いると,第二量子化されたノ､ミル トニアンは,

LU-Lu L十LuA十Lu Ju (2･1･21a)
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LUL- a)Lb+A

.〟

LuA-wAp!lS;十i WAN
N

LUAL-957=1(Sp'b'Sp-A+)

(2.1.21b)

(2.1.21C)

(2.1.21d)

となる｡

2.2 Ri昌kenの現象論1)

Riske中ま,前節のレーザー模型に対 し,原子系は量子論的に扱い,熱浴の効果,励起の効

果,電磁場の量子論的ゆらぎの効果を現象論的に扱い, レーザー系の基礎方程式を導出した?

(半古典論 )この節では,この ･Riskenわ理論を簡単に紹介する｡

FE番目の原子の密度演算子 p払)(i)の満たす運動方程式は,

p - -i[E,peL)]
●QL)

(2.2.1)

で与えられる,ハミル トニアン別 ま,自由な部分E｡と,相互作用の部分-exE(電気的双極

子相互作用 )に分けられる｡ただし,電場別ま,レーザーの軸方向 (Z方向)に対 し,垂直に

偏極 しているものとした｡

E-Eo-exE

密度演算子を,a.の固有状態 Il>, t2>(二準位原子 )'･

HJ l>- ell1>,Eol2>- 6212>

< iLj>- ∂i), a,0= E2-61

を基底とする表示で表わすことにする｡各成分

pi,?'- (p,管))*-<iLp如)lj>

に対する運動方程式は,

QL)
ふ1号)- iw｡pl警)+iex12E(p2!)一粛))-rlP12

ふ芸)-ふlT)- 2iex12E(pl冨'-p芸))十脅 [O｡/N-(p窯)-wl警))]

(2.2.2)

(2.2.3a)

(2.2.3b)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

となる｡式 (2.2.5), (2.2.6)の中で下線を引いた項は,密度演算子の非対角成分の熱浴によ
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る減衰 (-rlPle),横緩和 ),対角成分の熱浴による減衰 (-γu(p22㌧ pIT)),縦緩和 ), 励起

(γ〟qo/N)の効果を,現象論的に付け加えた項であるoまた,永久双極子は存在 しないものと

し(<1回 1>- 0,<2回 2>-0),x12-<1回 2>が実数になるように固有関

数の位相を定めたO式 (2.2.5), (2.2.6)により,電場Eの影響下での密度演算子の各要素の

振舞が決定される｡

一方,電場Ea マックスウェル方程式

∂2E ∂E ∂2E l ∂P
+2K一二一一二一7-

∂t2 J山'D∂t ∂Z 2~~~ eo∂t2

に従 うわけだが,分極

p(Z,t' - i伝pEIZ)eAeX12(plT十p2告

(2.2.7)

(2.2.8)

を通 して,原子系の影響を受けている｡ただ し,和は, Zのまわ りの体積』中のすべての活性

化 された原子についてとるものとする｡

ここで,一方向だけに伝播するリングレーザーを考えると,電場は,進行波

E(Z,i)-26oV㌔ [b(i)｡~i(wog-kz)十C.｡.] (2.2.9)

の形に書けるo複素振幅 b(i)は･原子 と電磁場の相互作用が弱いので,周期 2打/a,Aの間はほ
●

とんど変化 しない (lbl≪wA困 )と仮定する｡

今,双極子モーメント及び分布差 :

S(i)-∑ pg )ei'wA卜 kz)
J上

o(i)-∑ (p2!し粛))
JL

を用いて式 (2.2.5)-(2.2.7)を書き換えると,

●
b十Kb- igS
●
S+Tis- -igbO

;+γ〟(0-60)-2ig(S*b-Sb*)

(2.2.10)

(2.2.ll)

(2.2.12a)

(2.2.12b)

(2.2.12C)

となるOただし,回転波近似 を用い, さらに, A(i)の時間変化が1/a,｡に比べて小 さいこと

を用いた｡結合定数 9は,

9-W｡Jasl(x12)2/〆~

- l l -

(2.2.13)
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で与えられる｡ただし,

β2 1
as= 47u o方C- 137' i- 27cc/6)0

とおいた｡

定常状態のとき,方程式 (2.2.12)は,

… [b*b一芸(O｡一第 )]-o

(2.2.14)

(2.2.15)

と変形できるO従って,電場の強さb*Aは,ポンプパラメタooがあるしきい値 olh以上のと

きだけ零でない解を持つ :

b*b-AK(oo一筆 -) (oo>oth)

- 0

oth- Krl /92

(0.< oth)

(2.2.16)

(2.2.17)

発振点近傍における方程式を求める〇6,Sの時間変化が, 1/TN,1/γ⊥ よ りゆっくりだ

とすると,式 (2.2.12b), (2.2.12C)より,

0- 60/[1+ii b･b]
TNrJ_

=O｡(1
rNrl

b*b)

となる｡これを(2.2.12a)に代入 して (断熱的消去 ),

し (r-pb*b)A-レp(a-b*b)A- 0

を得る｡ただし,

㍗-宅(0.-othr,,8- 492k,,Nrl, a -T,p

とおいた｡

(2.2.18)

(2.2.19)

(2.2.20)

今までは電磁場は古典的に扱ってきたが,発振点近傍では,電磁場の量子論的ゆらぎの効果

(自然放出 )が重要になる｡そこで,その効果を揺動カ として付け加えて,

A-(r-Pb*b)A-A-P(a-b*b)j堤 ll(i)

- 12-
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という確率微分方程式を扱 うことを考える｡ただし,揺動力Il(i)は,

<r(i)>- 0

･TL(i)Ilj(t′)>-号Q∂i,la(ト と′)

(2.2.22)

(2.2.23)

で与えられると仮定するoこの式で,Illは,tlの実数部分を表わし,IlZは,虚数部分を表わ

す,また,<･･･>は,ランダム平均を表わす.このとき,自然放出の過程は,電場 b(i)の変

化より速いので,Il(i)を白色ガウス過程 と考えてよいこと,さらに,自然放出は,電磁場の

位相を変えないことを用いた｡揺動力の強さQは自然放出の割合を表わすが, Einsteinの梅射

の理論を用いると

Q-筈N2 (2･2･24)

で与えられる｡ ただし,Ⅳ2は上の準位にある原子の数である｡

確率微分方程式 (2.2.21)と,揺動力の性質 (2.2.22), (2.2.23)を用いると,それらと同

等の F｡kker_Planck方程式チ)

濃W(b*,A;i)十P(詰 b*･か (a-W 2)W(b*,A;i)- q孟 W(b*,A;i)

(2.2.25)

が得られる. ただし,W(b*,A;i)は,電場の分布関数を表わし,

q-Q/4- 92NZ/2r_i (2.2.26)

とおいた｡

2.3 微視的理論2),3)

Risken.が現象論的に導いた基礎方程式1)を,微視的な′､ミルトニアンから,量子論的にはじ

めて導出したのは Haakeである2.)彼は, それぞれ熱浴の付いた 1モー ド光子系と,N個の独

立な二準位原子系が,電気的双極子相互作用しているレーザー模型から出発 し,･TC形式の減

衰理論を用いて,光子系と原子系の結合定数に関して4次までの摂動展開を行なった｡得られ

た TC型の方程式に対 し,安易に長時間近似 し,さらに,後で説明する漸近評価をすることに

ょり, Riskenの基礎方程式の形を得た2,)しかし,柴田,有# 9)の指摘するように, 3次以上

の TC形式の摂動展開では安易に長時間近似をするのは誤 りであり,事実, Haake.が漸近評価

で落とした項の中に払 落とす理由のない項が含まれているO-方,基礎方程式を導くという

問題に関して, TCL形式の摂動展開で払 上のような問題は現われない30)得られたTCL型

-13-
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の方程式3)は, Riskenの方程式 もある極限で含む一般化された形をしてお り,他の方法では

得 ることのできない結合定数のくりこみの効果も方程式の中に現われている｡

この節では, TC形式とTCIJ形式の摂動展開を並行 して行ない, Haakeの近似の問題点を

指摘 し,TCI｣形式の減衰理論で得られた方程式の ｢動的演算子｣に関して,量子論的効果及

び系の大きさ(原子数 ;〟)に対する依存性にっいて調べる｡

ノ､ミル トニアンは,2.1節のノ､ミル トニアンに熱浴のノ､ミル トニアンと,原子系,光子系と,

熱浴との相互作用′､ミル トニアンを加えた,

LU-･JU L+JJUA十,JUAL + hi)十,JURh)十IJU LR十,JUIA (2.3.1)

で与えられる105),16),17)ただし,,JUL,,HA,,JUAL は,それぞれ,米子系,二準位原子系,光子

系 と原子系の相互作用ハミル トニアンであり･･JULR,,-UJWは･それぞれ,光子系,原子系と,

熱浴 との相互作用ハミル トニアンである｡書き下すと,

･JUL - a)Lb+A

〟

LUA =WA pg1S三
〟

一-UAL- 9雲1(Sp+A'Sp-b')

･HLR- gI.(bR;十〆RL)

.〟

JHAR-gAE=1(Sp-RhSp+Ri十S;R;)
となるoRこ,Ri等は,それぞれ,米子系,原子系に対する熱浴の演算子であるO

のノ､ミル トニアンLuRQJ),LuRu)は,以下の議論では特定する必要がないo

全系の密度演算子W(i)は, Liouville方程式,

●
W(i)- -iLuXw(i)

に従って時間発展する.ただし,LuXは,久保の記号で,

L･･-/'11′≡ lTJ',Tr]

で定義される｡

この Li｡u,ille方程式に対 し,減衰理論9)を応用 して,熱浴の情報を消去すると,

-14-
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(2.3.2C)
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また,熱浴
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(2.3.4)
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ws(i)- -i(,JU:十LuAX十LUi)ws(i)十(HL+llA)Ws(i)

となる.ただし,Ws(tHま,光子系と原子系の結合系の密度演算子であり,

Ws(i)- trRW(i)

(2.3.5)

(2.3.6)

で定義されるo trR- は,熱浴の演算子に関して跡をとることを意味するoまた,演算子1TL･

1TAは,

1IL- -iALb+bX十AL

HAニーiAApZ:1S;× 十AA

で与えられるo演算子 AL,AAは,

ALX- Ktlb,Xb+]十[bX,A+]i十2応有〔b,[X,A+]〕

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

AAX-f=1(% ([Sp-,XSph lSplx,Sp+],十% ([sp+,xspl ･[Sp+x,Spl ,

十警([sZ,XSZ]十[SpzX,S;])) (2･3･10)

で定義 した｡式 (2.3.5)を導く際に,光子系の熱浴と原子系の熱浴とを別々に消去するわけだ

が,このとき,光子系と原子系の相互作用は無視 し,それぞれ結合定数 gL, gAの2次までの

範囲で求めた1.8),19),20)また,熱浴の緩和時間は,問題にしている時間に比べて,短いと考えら

れるので,演算子HL, HAの時間依存性は無視 した(長時間極限 )O演算子HL,HA の表式

(2.3.7), (2.3-8)において,第一項は,熱浴による振動数のシフトを表わしてお り,第二項

は･熱浴による減衰の効果を表わしているo式 (2･3･7)-(2･3･10)の各係数は:,<-･･･>Rを
熱浴の演算子に関する平均 とすると,そのフーリエ ･ラプラス変換 :

a+iA L … 9三芳 dteiwLt< [RL(i),RL']>R

OO

k言…giReJ.dieiwLt<R:RL(i)>R

(2.3.lla)

(2.3.llb)

め 00

AA…gilm〔J｡dieiwAt<Ri(i)Ri>RJ｡die-iwAt<Ri(i)Ri>R〕 (2･3･11C)

00

普-giReJ.dteiwAt<Ri(i)Ri'R(X)
普-3呈ReJ.dte~iwAt<Ri(i)Ri'R

-15-
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告-giReJ言dt<RiRL(i),R
(2.3.llf)

で与えられるoそれぞれの物理的意味は･ AL,AAが熱浴による光子系,原子系の振動数のシ

フ トであり,kが光子系の減衰定数･ γ〟… γ1｡+γ｡1, γ⊥…与 (γ1｡十T｡1+∂A)が原子系の縦

の減衰定数,横の減衰定数である.完は,揺動散逸定理により,

完- [efa'L-1]~1 (2.3.12)

で与えられ,原子系と相互作用 していない場合の定常状態での光子数を表わす｡原子系の反転

分布係数

=γ o1~γ10
oo-2< Spz>t-∞ γ10十γol

も同様に,

Oo~
γ01~γ10
γ10+γ01ニー th等

(2.3.13a)

(2.3.13b)

で与えられる｡

熱浴による振動数のシフトを,米子系,原子系の自由なノ､ミル トニアンにくり込むと,

●

ws(i)- -i(LU:十,PAX+,JUAXL)Ws(i)+(AL十AA)Ws(i)

となるoただし,ハ ミル トニアンLuL, ,JUAtj:･

′ヽ′
LUL-=Lb十b･a,L-a,L十AL

.} 〟

LUA- uAp!lS;,=A-WA十AA

(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

と再定義 した｡

次に,原子系の情報を減衰理論を用いて消去する9.)減衰理論の摂動展開公式を使 うために,

相互作用表示に移ると,

ws(i)- トi鷲L(i)+AL(i)+AA(i)]Ws(i)

となる｡ただし,

ws(i)- ei (hXL十LUXA)tws(i)

-16-

(2.3.17)

(2.3.18a)



量子統計力学的レーザー基礎方程式の導出とその物理的考察

･JUAL(i)- ei(LEE+LUXA)i,JUJu e-i(LkXL十LkXA)i

-i(LKiiX十LklXA)i
AL(i)-ei(中 LkXA)t ALe

AA(i)- ei(塞 +LkXA)iAAe-i(塞 +LkXA)i

(2.3.18b)

(2.3.18C)

(2.3.18d)

と定義 した｡

ここで,光子系と原子系が共鳴(=L-=A…a･)している場合を考えると,LUAL(i),AL(i),

dA(去月も 時間に依らなくなるoただし,

｡i中 be-i薫 t=｡-.wLtA, ｡iLkXLtbe e-iLkXLl= ｡luLtb･

｡L菟 ts≡c-iLuli- ｡±iwAts±〟

を用いた｡このとき,式 (2.3.17)は,

●

ws(i)- ト iLuAXL十AL十AA]Ws(i)

となる｡

さらに, (2.3.21)を,

bs(i)--il亀 (i)Gs(i)

と書き換える｡ ただし,

Qs(i)- ｡-(AL'AA)tips(i)

lhJu(i)- e-(AL'AA)tLUALe(AL'AA)i

(2.3.19)

(2.3.20)

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23a)

(2.3.23b)

と定義 した｡

式 (2.3.22)に対 して,減衰理論の摂動展開公式を適用する9.)レーザーで払 光子系の減衰

時間 1/Kは,原子系の減衰時間 1/rN,1/γ⊥に比べて非常に長いので,

0(AL)≪ 0(AA)I 0(LUJu) (2.3.24)

が成立することを計算の途中で考慮する｡

TCL形式の減衰理論を(2.3.22)に用いると,光子系の密度演算子方(i)に対する方程式は,
●

i(i)- [AL十度(i)]i(i) (2･3･25)

-17-
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で与えられる｡ただし,石(i)は,

方(i)- trAWs(i) (2.3.26)

で定義される｡ trA･-- は,原子系の演算子に関して跡をとることを意味する｡また,初期

条件 として, i- t｡で,結合系の密度演算子は,光子系と原子系の密度演算子の積の形

Ws(t.)-p(t｡)pA(t｡) (2･3.27)

に分離できると仮定 したので, (2.3.25)に非斉次項は現われない｡ ｢動的演算子｣雇(i)3)は,

結合定数での展開として,

∞

雇(i)- 雲lKn(i)

Kn(i)- Itt｡dtl/ttoldt2-･Jtn-2dtn-1En(i,tl,･-左 1)fo

という形に書ける｡射映演算子として,

p-pA(i.)trA

とすると,㌃は,順序付キュムラント9)で書ける｡ただし,このときの平均は,n

<･･････>- trA ･･･PA(i.)

である｡

今,初期状態における原子系の密度演算子 pA(と｡)が,
■

.〟

pA(i.)-pqlPAp, PAD-号十oSZ

(2.3.28)

(2.3.29)

(2.3.30)

(2.3.31)

(2.3.32)

という形であると仮定するoこのとき,原子系の演算子 Spiの奇数個の積の平均はすべて零

になるので,偶数次のEnだけを計算すればよい02次,4次のキュムラントk2(i,tl)p(i)･

k4(t,tl,t2,t3)p(i)をダイアグラム宙 o)を使って計算すると,原子系の演算子の平均臥 す

べて,

f+li,j;o)8" - e-iA=(t8-i))trA(e-AAtisp+eAAti)(erAAt}･sy-eAAt})pA(to)

- eiJ⊥喜 [1十 O ｡十 ej〟(0-00 )] apy (2･3･33a)
′■■′

f-'(i,j;o)ajW- eiAa"tilij'trA(e-AAti s p-eAAti)(e｢AAtjSニeAAt,.)pA(t｡)

-18-
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-e芸.⊥与[1-6.-e,･N(0-0.)]8,W

で定義される2時間グリーン関数で書ける｡ただし,

′ー′ ′-′′
Aa'= a,L-WA

′ヽ■-′
eij⊥ = eXp 卜 (rl十 iAdO) ( ti - tj )] ･ e,･〟= expト 朽 ]

(2.3.33b)

(2.3.34)

(2.3.35)

である｡

一方, TC形式の減衰理論を使い,同様の計算を行なうと,光子系の密度演算子に対する方

程式は,

●

i(i)-ALi(i)十Itt.dtli;C(i,tl)i(tl)

十/tt.dtllttoldtZ/tt.Zdt3i4TC(i,tl,t2,t3)i(t3) (2･3･36)

となる. この場合,軍C(i,tl)i(tl),i4TC(i,tl,t2,t3)育(t3) 払 不完全キュムラント9)

で書けるわけだが,ダイアグラム法10)を使って計算すると,やはり,2時間グリーン関数でま

とめられることが分かる｡

｢動的演算子｣の一般的な表式はかなり複雑になるので, 0-0｡の場合の表式で,TCL及

び TC形式の減衰理論の違いを議論する｡方程式 (2.3.25), (2.3.36)を,反正規順序のボゾ

ンコヒーレント表示21)･22),23)で表わすと, (2.3.25)は,

●

f-Qu(i)-[招*P*十∂P)+2kia*∂+Itt.dtlk2(i,tl)

十ltt.dtlltt.1dt2Jtto2dt3k4(i,tl,t2,t3)]7u)(i) (2･3･37)

とな り, (2.3.36)は,

●

アu)(i)- [k(a･P*+∂P)+2- *∂]ア(i)+/tt.dtli2TC(i,il)f-a)(tl)

十Ittodtl/tt.ldt2Jtto2dt3k4(t･tl,t2･t3)f-W(i) (2･3･38)

となるOただし,f- 帆)(p*,p;i)E3:,

万(i)- J望f-a'(P*,P;i)Ip,<鉦 招 >-招 , (2･3･39)

で定義されるボゾンコヒーレント表示での密度演算子であるoまた, ∂ - 両 ,∂*- 諒 と

∂

-19-
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した｡ ｢動的演算子｣の部分は,

k2(i,tl)-i2TC(t,tl)

一砦 や(2'(i,tl)トO.(a*P*･∂P,I(1十6.,8*∂] (2.3.40)

N294

k4(i,tl,t2,t3)ニー一丁 92(4)(t･tl,t2,t3)Ool-qo(∂*P*十∂P)十(1十oo)∂*∂]
rl

I/V91

十両 pl'4''t,tl,t2･t3'qol'a*P*'aP'-∂*∂]p*p

十字 [pl(4,(1+6.'(3+6.'(∂*P*.ap)- (291(4,(2十O.'十% (4)6.I(1十O.)a*∂
rJ_TN r⊥

1 91'4'(1十O｡)2+且 や2'4)0.2I(∂*28*2十2∂*∂P*P十∂2p2)
γ⊥

十2{pl'4'(1十O｡)十笠 p2'4'oo}(1十oo'8*∂(∂*P*'aP)

｣ 91'4)+IL-?2'4)†(1十 O｡)2∂…∂]
γ⊥

4N94
軍C(i,il,t2,t3)-丁 - 91'4㌔｡[(∂*P*十∂P)-∂*∂]p*p

rlrN

十N94
--2
rlrn

(2.3.41)

[pl(4)(1十 O.)(3+oo)(∂*P*十∂P)-(291(4)(2十O.)十旦 (1-N)92(4)Oo)(1+oo)8･∂
γ⊥

1 91'4'(1十O.)2十旦 (トN)p2'4)0.2I(∂…p*2十2∂*∂P*p+82p2)
γ⊥

+2tpl'4'(1十O｡)十旦 (ト N)p2'4)0.7(1+Oo)8.∂(∂*P*十∂P)
r1

-(91'4)十E(1-N)p2'4')(1十O｡)2∂…∂2]
γ⊥

(2.3.42)

で与えられる｡ただし,

甲(2)(t･il)- γle-1⊥ (i-tl)

-20-
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pl'4'(i,tl,t2,t3)- γヱrNe-rl(i-tl'-nJ(tl-t2)-rJ-(t2-t3' (2･3･43b)

甲2'4'(i,tl,t2,t3)-2'i_e~rl't-tl+t2~t3) (2.3.43C)

とおいた｡これらの関数は,

tli-J.tdtlP'2'(t･tl)- 1, 真空J .tdtl/.tldt2I.t2dt3Pi'4'(t･tl,t2,t3)- 1

(2.3.44)

という関係を満たす｡

TCIJ形式 と, TC形式の ｢動的演算子｣ を比べると, 2次の項では違いはみられないが,

4次の項に違いがみられる｡ (2.3.41)では,第-項以外の項はすべてNに比例 している｡

これは,TCI｣形式の減衰理論では, ｢動的演算子｣が,順序付キュムラン ト9)で書けるため

である｡第一項のⅣ 2に比例する項は,光子系の演算子の交換関係に由来する項であり, 2 次

の ｢動的演算子｣にくり込まれる形をしている｡(2.3.42)では,この項はなく, (2.3.41)に

含まれている項以外にⅣ 2に比例する項が存在する｡これは, TC形式の減衰理論では, ｢動

的演算子｣が不完全キュムラント9)で書けるためである｡

発振点近傍での方程式の性質を調べるために,発振点における定常状態での光子数 (NrN/Ky2
で,β*βをスケールする:

?*-p*/(NTN/k)1/4,万 -p/(NTN/k)1/4

このとき, (2.3.40), (2.3.41)は,

(2.3.45)

k2(i,tl)- 19(2)TN [-Oo(a*P*十∂P)+(K/NTN)d2(1十oo)∂*∂] (2･3･46)

～～ ～～ ～～

k4(i,tl,t2,t3)ニー1292'4'空 ool-oo(∂*p*十∂P,I(KqrN,lA(1･00,8*∂]

～ ～ ～～ ～

+41291(4)(TN/NK)d2rNOo(∂*P*十∂P)P*p十0(I/N) (2･3･47)

～～ ～～ ～

となるOただし･ ス-N92/γ⊥TNとおいた〇0(1/N)の項を無視すると,基礎方程式払

●

f-也)(i)- [(5*才*+節 )(k-αl(i)十anl(i)才*才)十T(i)5*言]ア伽(i) (2･3･48)
′■■■′ ′■■■′

という形に書ける｡ただし,

･ l(i)- lrN0 0 [ ¢ '2'(t ト 材 …4'(i)(γ〟/rl )00 ]

--■′
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T(i)- 2K完十IrH(K/NTN)dZ(1十O.)[4'2'(i)一掃24)(i)(ru/'⊥O.)] (2･3･49b)

anl(i)- 412r N Ql(4)(i)(rN/NK)1/200 (2･3･49C)

′ヽ■′

¢ (2)(i)- ∫ .td t l?(2)(t ･ tl ) (2･3･49d)

QLF4)(i)-∫.tdtllotldt2I.tZdt3PLf4)(t･tl,t2,t3) (2･3･49e)

とおいたoまた,簡単のため, t｡- 0とした｡

さらに, (2.3.44)に注意 して,方程式 (2.3.48)に対 し,長時間極限をとると,

●

f-也)(i)- [(∂*p*十∂P)(広一gl十gnl才*才)+77*首]fQi'(i) (2･3･50)

′ヽ■′′-′′ヽ■～■-′

となる｡ただし,

αL‥al(t→∞)- 1RrHOo

す-T(i- )- 2k完+lRrN(a/NTH)V2(1十O.)

αnz-αnz(i- ○)- 412TN(TN/NK)V2oo
′l■■′ ′ヽ′

lR=llト スrNqo/γ⊥] I

(2.3.51a)

(2.3.51b)

(2.3.51C)

(2.3.51d)

とおいた｡この方程式は, Rsken,が半古典論で導いた Fokker-Planck方程式 (2･2･25)と一致

する｡また,量子論的効果による結合定数のくりこみも方程式の中に現われている04次まで

の展開では2次の項に対するくり込み しか現われていないが,高次の展開を行なえば, 4次の

項に対 して同様のくり込みが行なわれていることが分かると期待される｡

次に,TC形式の方程式に対する.Haake流の近似にっいて考える｡彼は, (2･3･38)に対 し

て長時間近似ヲ)すなわち,原子系の緩和時間が,光子系の緩和時間より短いことから,

J.tdtlk(tl)fW(i-tl) - I.dtk(tl)f-a)(i) (2･3･52)

00

と, TC形式の方程式をTCI.形式の方程式に直す近似をし,前に述べた漸近評価 を行なった｡

しか し,この近似だけで払 (2.3.42)の勅 こ比例する項の中に漸近評価では落 とせない項が

存在する｡彼は,この項は物理的でないとして落としたが,それでは微視的な理論 とは言いが

たい｡先にみたように,TCI｣形式の方程式 (2.3.48)では,このような,人為的な操作は必

要なかった｡このことから, TC形式の方程式に対 して長時間近似するのは誤 りであることが,
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確かめられた｡

もちろん,長時間近似 をしなければ,TC形式の方程式 (2.3.38)は,TCIJ形式の方程式

(2.3.37)と全 く等価である｡ (このことは,両方の方程式をラプラス変換で解いてみれば,4

次までの近似で答えが一致することで,すぐに確かめられる｡) しかし,基礎方程式の段階で

系の性質を議論する場合, Riskenの現象論的基礎方程式を含み,量子論的くりこみの効果も

方程式の中に陽に現われているTCI｣形式の方程式 (2.3.37)の方が, TC形式の方程式 (2.3.

38)よりも扱いやすい｡

このことは,TCI｣形式の方程式では, ｢動的演算子｣が,順序付キュムラントで書けるこ

とに大きく依存 しているので,レーザー基礎方程式の場合だけでなく,一般的に言えることで

ある｡

§5.モーメン トの時間発展

この章では,前章で得られたレーザー系の基礎方程式 (2.3.25)を数値的に解き,光子数及

び光子数のゆらぎの時間発展を求める｡まず,3.1節で,数値計算の方法について述べ,3.2

節で,計算結果を示 し,その解析 を行なう｡

3.1 数値計算のための定式化

前章では,基礎方程式 (2.3.25)を,反正規順序のボゾンコヒーレント表示で表わしたが,

計算機に掛けるためには,正規順序のボゾンコヒーレント表示で表わした方が都合がよい｡以

下の定式化で,反正規順序の基礎方程式を用いると,光子系の熱浴が絶対零度の場合 (蒜-o)

が扱えないからである｡(詳 しくは補遺を参照のこと) 次に,正規順序のC一数空間での ｢密

度演算子｣f7 (N J(

2

i+1Rep,
完十 1

Imノダ;i) を,ある完全直交関数系で展開し,展開

係数の連立微分方程式に直し,収束性を確かめ,有限項の連立微分方程式として近似 し,ルン

ゲ･クッタ法を使って計算する｡

初期条件として,光子系が真空である場合だけを扱うoすると,原子系を消去する際,<S>
-<㌔>-Oを仮定しているので,位相部分の積分を先に行なった ｢密度演算子｣

f (")(r2/2;i)rdr-/.2花器f-("'(rcosO,rsinO;i)rdr

について考えればよいことになる｡ ただし,

Reβ-空を呈rcoso,Imp-T rsinO

-23-
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とおいた｡この ｢密度演算子｣を展開する完全直交関数系として,ラグールの多項式を選ぶ :

0〔〉

f即)(x;i)dX- = (-1)ncn(i)e~ⅩLn(X)dXn=0
ただし,X- r2/2とおいた｡このとき規格化条件

J?dXア 耶'(x;i)-1

より,

C｡(i)- 1

となる｡また,光千数,光子数のゆらぎは,それぞれ,

<b'b>-I.dX(蹄 -1)f即)(x;i)- ;+(石十1)cl(i)

∞

<(Ab'b)2>-<(〆b)2>-<b+b>2

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

∞
-IodX(P*p*pp-3P*p十1)i("'(x;i)-<b'b>2

-7;(完十1)十2(石十1)2C2(i)十(2有十1)(<b+b>-i)-(<b+b>-7;)2

(3.1.7)

で与えられるoまた, A+Aのn次のキュムラント平均は,n以下の cn(i)で書けることが分か

る｡従って, ｢密度演算子｣の展開(3.1.3)は,光子数のキュムラントに関する展開というこ

とができる｡

展開係数 cn(i)の満たす連立微分方程式は, (3･1･3)を正規順序のボゾンコヒーレント表示

での基礎方程式に代入して求められる｡一般的表式は多少複雑であるので補遺に与えることに

するO各時刻におけるcl(i),C2(i)を, (3･1･6), (3･1･7)に代入すれば･光子数,光千数

のゆらぎが得られる｡なお,たとえば<b十>,<b+A+>等の非対角成分に関しては,今考えて

いる初期条件では,すべての時刻で零である｡

3.2.計算結果

まず始めに,入力するパラメータについて説明する,入力パラメータは,

K:光子系の減衰定数

rN･rl:原子系の縦及び横の減衰定数

Ⅳ:活性化された原子の個数

9:光子系と原子系の結合定数
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o:i- Oにおける反転分布係数

･｡:≠-∞における反転分布係数

の7つである｡ これらは,全く任意に取れるわけではない｡レーザーの条件として,

K≪γ⊥･rN

があり, i-N92/rlrNQj:･2･3節の摂動展開のパラメータであるので,

ス-N92/γ⊥rN≪1

が満たされなければならない｡また, (2.3.51d)より,

lo｡l≪二王
lrN

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

が必要である｡もちろん, lol≦1,10｡l≦1でなければならないOこれらの条件を満たすよ

うにパラメータの値を決めるのであるが,計算機の誤差が出ないように,すべての数値が1の

オーダーになる尺度で考える｡

まず, 〟,炉 γ⊥ の値を,それぞれ, 0･4, 8･0, 4･0に設定するoこれは,実験装置及び

原子の種類を決めたことに相当する｡次に,

首2≡N92 (3.2.4)

これは,漸近評価 (〟-- )のときの,光子系と原子系の有効結合定数に相当する｡このとき,

展開パラメータ人は,

i-才2/T⊥TN
(3.2.5)

で与えられるので, (3.2.2)の条件を満たすように音2を決め,与えられた ㍍こ対 して,活性

化された原子数ガ, ≠- 0における反転

分布係数 6, i--における反転分布係

数 O｡を(3･2･3)に注意 して変化させ,

その振舞を調べる｡

ここでは特徴的な例 として,光子系と

原子系の結合が弱い場合 (i- 0.125)と,

強い場合 (A- 0.85)の結果について解

析する｡

(b'b)〟

図 1
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図 1は, i- 0･125の場合の光子数の時間発展で,ちょうど発振点 (00- oth- 0･45)の と

きの結果である｡Nは, 3, 5, 7と変化させ,各々の場合について, Oを,-1.0,+1.0と

変えて調べた｡図との対応は,

A:N- 3, 6-十1.0,D:N- 3, 6--1.0

B:N-5,6-+1.0 E:N- 5,0--1.0

C:N- 7, 0-+ 1.0 F:N-7, 6--1.0

である｡この場合,A-I),B-E,C-Fのちがいは,短い時間額域にすこし現われるだけで

ある｡これは,光子系と原子系の結合が弱いために, i - 0での原子系の情報 (o)が,米子系

に影響を与えるよりも速 く原子系が最終状態 (㌔)になってしまうためと考えられる｡

くbtb)〟

図 2(a)

5

図 2(b)

図 2(a)は,図 1のI),E,Fの場合について,漸近評価を行なった方程式 (2.3.48)での計

算結果I)′,E′,F′と比較 したものであるO図2(b)に示 したように,定常状態での光子数が,

Ⅳが大きくなるほど漸近評価による光子数に近づいていることにより, 2.3節の漸近評価の正

当性が確かめられた｡

図 3,図4は, i- 0.85の場合で, 発

振点以上 (O｡>Oth;00-0･2,oth-0･06)

のときの光子数と光子数のゆらぎの時間発

展である｡Ⅳは, 2, 3, 4と変化させ,

Oは,-1.0,+1.0 と変化させて調べた｡

図との対応は,

A:N- 2,6--1.0,

B:N- 3,0--1.0,

C :〟-4,αニー1.0,

(blら)〟

図 3
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D:N- 2,0- + 1.0

E:〟-3,α-十 1.0

F:N- 4,0- 十 1.0

である｡ ス-0.125の場合と異な

り, Oの変化が,途中の振舞に大

きく影響を与えている｡Aの振舞

は,原子が初め基底状態にあ り,

分極が零であるので励起に時間が

掛かり(たち上がりがゆっくりで

あることo),一時,上の準位にあ

量子統計力学的レーザー基礎方程式の導出とその物理的考察

く(AbTb)2)州

図 4

る原子の数が最終値より多くなるが (ピーク),その後,定常値-緩和 しているためであると

考えられる｡Dの振舞は,初めすべての原子が上の準位にあり(やはり分極が零である｡),

自然放出が引金 となって一気に光を放出するが,光子系との結合が強いので光を放出しすぎて

しまい,逆に光子系からエネ

ルギーを再吸収 し,その後,

定常値-緩和 していることの

反映であると考えられる｡〟

をふや していくと,それらの

振舞は顕著でなくなるが,そ

の傾向は,ずっと残ると思わ

れる｡

図5,図 6は,図4,図5

のⅣ- 2(A,D)の場合につい

て,光子数 と光子数のゆらぎ

の時間発展を,長時間極限を

とった方程式 (2.3.50)での

結果Cと比較 したものである｡

Bは, OがÀとDの中間の値

α -.0.2の場合である｡長時

間極限をとった方程式では,

最終的な定常値は,正 しく求

図 5

((AhTb)2)州

図 6
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めることができるが,原子系の初期値に依存する

途中の振舞が全 く記述できないことがよく分かる｡

図7は, A- 0.85の場合について,発振点近

傍の<〆b>t→∞仰 の値をプロットしたものであ

る｡各 α｡とも,4点ずつあるが･上からⅣ-2,

3,4, 5の結果である｡また,実線は,電磁場

を古典的でしかも分子場的に扱ったときの結果(2.

2.16)である｡〝が大きくなるに従って分子場に

(bTb)Jm

･ :
: ' U,～

ー0.2 -0.1 0.0 0.1

図 7

よる結果に近づく傾向が見られる.また,<b+b>t淵 /NQま, oo<～Othのときは･Nによって

大きく変化するが, O｡> Othでは,値自体が大きく,Nによる変化はほとんどない｡ これ払

O｡> othでは,定常状態における光子数が多くなり,古典的括像

<A+b>t→∞ ∝N (3.2.6)

が成 り立っためと考えられる｡

方程式の性質を調べるため,特徴的な場合だけを調べたわけだが,結果は以上見てきたよう

に,物理的に理解できる｡ もちろん,この様な結果は,現象論からは得 ることができず,微視

的理論で初めて得られたものである｡この意味で,微視的理論の重要性が再確認されたものと

言える｡

§4.結び

非平衡統計力学において,平衡 (又は,定常 )状態から十分離れた場合も扱える方法論を確

立するという問題は,非常に重要である｡減衰理論における,TC,TCL形式の一般的 な摂

動展開公式ヲ)及び,不完全キュムラント,順序付キュムラントの系統的計算法 としてのダイア

グラム法10)は,この間題に対する一つの有力な方法となっている｡そこで,この方法論を発展

させて,非線形非平衡系を扱 う一般的な枠組を完成させる必要がある｡そのためには,まず,

この方法論の可能性や限界を,いろいろな角度から調べなければならないわけだが, レーザー

系は,その点最も適 した例題 となっているO

レーザー系に関しては,以前 H｡｡k｡2)がTC形式の減衰理論6),7)を使 ってその基礎方程式

を導出 しているが, Riskenの現象論1)を微視的に裏付ける,という点に重点が置かれていたの

で,非平衡統計力学の方法論 という観点からこの間題を見直すことは意義深いことであった｡

減衰理論で得 られた方程式 (2.3.25), (2.3.36)に対 し,2.3節で述べた漸近評価を行なう
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と,それぞれ,反正規順序のボゾンコヒ-レント表示で,

f(i,- 〔応(5.7*･帯 )十2k完(軒 ′25*和 (i,I[K2(i,･K4(i,]f(i,

●

K2(i,-冊 (2'(i,[-0.(a*p*･∂p,I(軒 ′2(1 ･ 0.,5.言〕

′■■′′■≒..′′■■′′■■′

2

K4(i,シ ス2莞 o o Q2'4'(i,トoo(a*p*･ ∂p ,I (# 1/2( 1十00,g･言〕

′■■′′■l■′ ′■■′′■l■′

1/2 ～ ～ ,～～ ～ ～

十41 261'4)(i)(袈 )rN6.(∂*P*十∂P)P* p+0(1/N)

及び,

(4.1a)

(4.1b)

(4.1C)

f(i,- 〔応(5*7*十帯 ,十 2 応完(軒 ′2g*和 (i,･ I.tdtl(k2(tl)+k4(tl)f(i-tl)

●

(4.2a)

k2't,-lrNP(2)(i,[-oo(∂*p*+∂p,･'端了2(1十60,g･首〕
′■l■′′ヽ′′■■J′l■■′

k4(i)- 41291'4'(i)(蕊 )d2,NO.(∂*P*十∂P)P*p

～ ～ ～～ ～ ～

(4.2b)

十 l ZpZ4'(棉 )V2吾 oo(1･0.,8*∂

′■■l■′■■′

2

十 12924'(t'某002(7*2才*2.27*砕 才十32ア)

-2129!4'(i,斬 ′2隻 oo(1十60,8*∂(∂*P*･aP)十0(1,N, (4･2C)

～～～～ ～～

で与えられる｡ただし,

?(2)(i)- γ⊥e~r⊥t

91(4)(i)
2γ｣_γ〝
(γ⊥- N)2

〔e-rNt1 1十(γ了 伊 iellt〕

p:4'(i)- 2γ⊥ 〔e~2γ⊥t-(1- γ⊥t)el⊥t〕

♂(2)(i)-∫.tdtlP(2)(tl) etc･

(4.3a)

(4.3b)

とおいた｡

(4.1a)に対 し長時間極限をとると, Riskenの方程式 と一致 し,結合定数のくり込みの効果

((4.1C)の第-項 )が見られることが分かった｡つまり,TCI｣形式の方程式 (2･3.25)は,

Riskenの方程式 も含んでいる｡
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一方, (4.2a)に対 し長時間近似を行なったとしても, (4.2b)の第二項-第四項のために

Riskenの方程式には一致 しない｡Haakeは,これらの項を物理的でないとして落としたが,

それでは微視的な理論 とは言えなくなってしまう｡ このことから,TC形式の方程式に対 して

長時間近似するのは誤 りであることが確かめられた｡また, (4.2)の表式には, (4.1)でみら

れた結合定数のくりこみの効果は陽に現われていない｡

以上のことから,基礎方程式の段階で系の性質を調べようとする場合, TCI.形式の方程式

の方が有力であると言える｡

TCI｣形式の方程式 (2.3.25)を数値的に解いて光子数及び光子数のゆらぎの時間発展を調べ

た結果,現象論的方程式では記述できないような初期段階での特徴的な振舞も, (2.3.25)で

記述できることが分かった｡つまり,微視的理論の重要性が再確認されたわけである｡

今後の課題は,この方法論を他の非平衡系に応用することである｡その例として,非平衡超

伝導24ト 28)があげられる｡実験では,強い光を当てたり,電流を流 したりして準粒子が過剰な

状態を作 り,その性質について調べられているが,理論的には分かっていない問題が多い｡こ

の系は本質的に非平衡であるので,減衰理論は微視的理論 としての威力をここでも発揮するも

のと期待される｡

補遺 Ⅰ. 減衰理論

非平衡統計力学の微視的な理論を展開する上で,一つの有力な方法論 として,減衰理感 ),7),9)

があげられる｡減衰理論の一般的な摂動展開公式 として,時間非たたみ込み形式9)(TCL)と,

時間たたみ込み形式9)(TC)が知 られているOここで払 その2つの展開公式を紹介 し,その

違いを指摘する｡

密度演算子W(i)が, Liouville方程式,

A w(i)-L(i)W(i) (Ⅰ.1)

に従 う系を考える｡ Liouvnle演算子 L(i)'tも 無摂動部分 L｡と,摂動部分 gLl(i)(こ分離され

ることが多い｡

L(i)-L.+gLl(i)

タでの展開が行ない易い様に, (I.1)を,

景 G(i)- gA(i)#(i)
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と変形する｡ただし,

#(i)- ｡-Lotw(i),fl(i)- e-LotLl(i)eLot (I.4)

<
とおいた｡射影演算子P,Q- 1-Pを導入 し,密度演密子を,必要な部分PW(i)と, 不 払要<
な部分QW(i)に分ける｡ (I.3)にP,Qを作用させて,

∧ <

孟 pG(i)- gPfl(i)P和 )･gPil(i)QW(i)

か 影(i)-gQfl(i)PW(i)'gQA(i)QC(i)
<

を得る｡ (Ⅰ.6)を解 くと,

< < <

QW(i)-G(i,to)QW(to)+Itt.dtG(t･T)gQfl(i)PW(T)

となる｡これを(i.5)に代入すると,

< <

念pG(i,- SPA (i,pw(i,十/tt.dTO(i,I)PW(I)十I(i,

が得られる…),7)ただし,

G(i,I)- eX｡ .lgJtQfl(S)ds〕T

o(i,T)- 92pA (i)G(i,T)Q仝1(i)

･(i)- gPfl(i)G(i,t.)Q扮(t｡)

(Ⅰ.7)

(i.8)

である｡ (1.9)の exp+[ ]は,時間順序付指数関数と呼ばれ,

∞

exp+〔gITIQ仝1(3'ds]-1十 F=lgnJTtdtlITtldt2-･itn-1dtnQil'tl)QA't2)

･-Qil(tn) (Ⅰ.12)

で定義される｡(I.8)の形の方程式は,時間たたみ込み型の方程式と呼ばれ,たたみ込み積分

の項は,記憶効果を表わすと考えられている｡

(I.8)の一般的な摂動展開公式 を得るために,¢(i,I)を9について展開す る｡まず,

G(i,T)を9について展開すると,

(X)
G(I,I)- 1十∑gnGn(i,T)nFl
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となる｡ただし,

Gn(i,T)- JTtdtlJTtldt2-･Itn-1dtnQfl(tl)QA(t2)･･･Qil(tn) (I.14)

である｡従って,

∞

¢(i･T)- ∑ gn¢n(t･T)
n=2

という形に展開すると,

¢n(i,I)-Pfl(i)Gn_2(i,I)Qfl(i)

となる｡そして, (I.8)の第二項は,

i < ∞ <

/todTO(t･I)PW(I)- = gnlttodT¢n(i,I)PW(T)7ZF2

(I.15)

(I.16)

∞ <

- Egnltt. d tlJ ttold t2･･･I tn -2d tn-1Pf l(i)Qi l( tl )-Qfl( t n - 1 )PW ( t n-1)n= 2 to

(1.17)

となる｡ ここで,射影演算子として,

PX-<X> (i.18)

という平均演算 を考えると, (I.17)は,

∞

(Ⅰ･17)-" Jtt.dtl/ttoldt2-･Itton-2dtnl<毎 t'fl'tl)7772

<

-･fl(in_1),p.C.<W(tn-1)>

(I.19)

となるo <･･-･>p.C.は,不完全キュムラン トと呼ばれ･一般形は

･全1(i)il(tl)･-仝1(tn_1)>p.C.-=(-1)q-1n<fl(i)･-><仝1(ti)･-><L̂1(tj)-･>-J

(1.20)

となるO和は,時間の順射 >tl>･･･>tn_1の通 りに演算子flが並んでいるわけだが,その

順序を変えないで平均を分割するときの可能なすべての分割についてとる｡ qtま,各項におけ

る分割の数である｡ 不完全キュムラントの最初の三つは,

-32-



量子統計力学的 レーザー基礎方程式の導出とその物理的考察

･全1(i),p.C.-<全1(i),

･仝1(i)il(tl)>p.C.- <fl(i)全1(tl)>-<fl(i),<Ll(tl),

(I.21a)

(I.21b)

･全1(i)A(tl)il(t2)>p.C.-<仝1(吠 (tl)il(t2)>-<Ll(i)Lll(tl),<fl(t2)>

-<全1(i)><仝1(tl)仝1(i2)>十<仝1(i)><生 (tl)><fl(t2)> (Ⅰ.21C)

で与えられる｡この摂動展開公式は, (I.8)が,時間たたみ込み形の方程式であるので,時

間たたみ込み (TC)形式の摂動展開公式と呼ばれる㌘
<

PW(細こ対する方程式は,これだけでなく,時間非たたみ込み形の方程式も得ることができ

る｡ (I.3)の解を,形式的に,

< <
W(T)-G(i,I)W(i) (t>T)

という形に求める｡ただし,

G(i,I) - eXP｣ニー9/TtA(S)ds]

で与えられる｡exp_[ ]は,時間逆順序付指数関数 と呼ばれ,

(Ⅰ.22)

(I.23)

exp十g∫Ti仝1(S)ds]

Cく)
-1十三(M ITtdtl/Ttldt2･･･Jtn-1dinA(tn)･-il(tZ)全1(tl) (Ⅰ･24)TZF1 T

で定義される,(I.23)を, (Ⅰ.7)に代入すると,

QG(i)-G(i,to)QP(to)+gJtt.G(i,I)Qi(I)PG(i,I)d"P十Q)G(i) (Ⅰ･25)

<
となる.この式からQW(i)を求めて, (Ⅰ,5)の右辺に代入すると,

<

g pG(i)-K(i)PW(i)･I(i)

という,時間非たたみ込み型の方程式が得 られる9,)ただし,

K(i)- gP全1(i)[卜 Z(i)]-1

<

I(i)- gP全1(i)[1-I(i)T IG(i,i.)QW(t｡)
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Z(拒gJtt.G(i,I)Qfl(I)PG(i,I)

である｡ 前 と同様 に,一般的な摂動展開公式 を得 るために,K(i)を,

∞
K(i)- ∑gnKn(i)n=1

の形に展開すると,

Kn(i)-Jtt.dtlJttoldt2-Jtton-2dtn-1kn(i,tl,･･･,tn-1)

となる｡ただ し,

(Ⅰ.29)

(Ⅰ.30)

(Ⅰ.31)

kn(i,tl,･･･,tn_1)-=(-1)q~lnpi l(i)-ち(ti)PA(tj)･-ち(tl)Pfl(tm)･-

(I.32)

であるO和は,時間の順序 t>-･>ti,tj>->tz･tm,>- を保 ったすべての分割について

とる｡ 再ま,各項における分割の数 である｡ 射影演算子 Pが, (1.18)の場合,

k n(i, tl,- t n _ 1 )-<仝 1(i)仝 1( tl)-･A (tn_ 1),0.C. (Ⅰ.33)

と,順序付キュムラン ト9)で書ける｡最初の三つは,

･仝1(i),0.C.-<全1(i), (1.34a)

d l(i)仝1(tl)>｡.C.-<il(i)A(tl)>-<生(i),<仝1(il)> (I.34b)

d l(i)全1(tl)fl(t2),0.C.-<全1(i)全1(tl)fl(t2), -<仝1(i)全1(tl)><L､(t2)>

-<Ll(i)il(t2)><仝1(tl)>-<仝1(i)><仝1(tl)仝1(t2)>

十<全1(i)><fl(tl)><生(t2)>十<全1(i)><il(t2)><仝1(tl)> (I.34｡)

で与 えられる｡この摂動展開公式は, (i.26)が時間非たたみ込み型の方程式であるので,時

間非たたみ込み (TCI｣)形式の摂動展開公式 と呼ばれる㌘

TC,TCI｣とい う二つの展開公式が得 られたわけだが,異なる点は,TCで,不完全 キュム

ラン ト演算子 とのたたみ込み積分をする操作が, TClJでは,順序付 キュムラン ト演算子 を掛

ける操作に置き換わったことである｡演算子が C一数 の場合 は,順序付キュムラン トは,普通

のキュムラントになるが,不完全キュムラン トは,そ うならない｡
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TCLにおいて記憶の効果は, (I.26)のK(i)の中に入 っている｡このことは,記憶効果の

くり込みと言われる｡

補遺 ♯.ダイアグラム法10)

A系とB系が相互作用 している問題に関して,減衰理論の摂動展開公式を使 う場合,

<蒐 (i)EL,(tl)･-EL(tn-1)>;CpA

という計算が必要になるoただし,EABは,相互作用ノ､ミル トニアンであり,

<-･･->B= trB-βB

川 .1)

(8.2)

である｡ ･Cは,順序づけられたキュムラント(0.C)又は,不完全キュムラント(P.C)のど

ちらかをとるo EAR(tHま,時間発展演算子 T(i)を使って,

HA玉(i)- T~1(i)EAl,T(i) 川.3)

という形に書けるo T(i)の中には,B系の演算子も含まれているので, (I.1)の計算は,吹

数が上がるとともに非常に複雑になる｡そこで,鏡映演算子10)を考え,それにダイアグラムを

対応させる有光の方法を使 うと, 川.1)の具体的な表式を,ダイアグラムで形式的に表わす

ことができるので,計算の見通 しが非常に良くなる｡この節では,その基本 となる考え方を簡

単に説明する｡

川 .1)の計算をするときには,

HA(tk)X- T~1(tk)蒐T(tk)X

- T-1(tk)tEAB(T(tk)X)ト T~1(tk)((T(tk)X)EABi 川 .4)

の形の項が基本 となる｡ここで,T(tk)は,自分の右側のものに演算 しているのであるが,こ

れ と同じ寄与をし,自分の左側のものに演算する演算子 (鏡映演算子 )f(tk)･

T(tk)X-lXf(tk)

を考えると, 川 .4)は,

EL,(ik)X- T~1(tk)EAST(tk)X-Xf(tk)RAB㌢ I(tk)
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と書き換えられる｡これを,ダイアグラムと対応させるのであるが,簡単のため,A系とB系

の相互作用が,

DAB- ab (､11.7)

の形に書けるものとするOただし, a, Aは,それぞれ,A系,B系の演算子である.時間発

展演算子は,A系の部分 ㌔ と,B系の部分 ㌔ に分けられる｡

T(ik)-TA(tk)TB(tk),f(tk)-fA(tk)fB(tk)

今,

⇒…TA-1(ik)aTA(tk),申…jA(ik)afB-1(tk)k k

7≡TB-1(tk)bTB(tk),㌃…fB(tk)bf,-1(tk)

…≡X

とお くと, (I.6)は,

EL,(tk)X-7?…+旧苦㌃

川.8)

川.9a)

(8.9b)

川.9C)

(8.10)

と,ダイアグラムを使 って書けるoさらに,X-PBPA (pA,PBは,それぞれA系,B系の

密度演算子 )のとき,

lL≡pA,l≡pB

とおくと,

<EA(tk)>BPA-trBEL,(tk)PBPA

=<→l>B[君,lI]k

と書ける｡ただし,

[君,IE]≡苦り+ "官

であり,跡の性質,

<l㌃>B=<7t>B
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を使 った｡

高次の項は,(I.ll)の (i,=)のところを, (一日⇒ll), (ト,日中 )等で置き換えれ

ば良いことが分かる｡2次,3次, 4次の項は,それぞれ,

<EAXB(i)EAXB(tl)>BPA-<7才>B[守,PLl]十<LY㌃>[守,悼]

<HAX,(i)EAX,(il)HL,(tZ)>,PA

=<777l>B[守,字号 IL]+<I㌻ 7 7>B[守や 厚]

十<㌃㌃?l>B[守,9 日f ]十<I㌻ ㌃ ㌃>B[守,Llf 宇 ]

<月孟(i)EAXB(tl)HL,(tZ)EL,(t3)>BPA

-<77771>B[守 ,字号 宇 目]+<I㌃ 7 7 7>B[曾･字 号ILf]

+<㌻77Tl>B[守,字号 l母 ]+<転 写ママ>BlP,予や苧]

十<㌻㌃7才 >B[守,チ予 や]十<I7㌢㌃マ>B lP･予や 宇 ]

十<㌃㌃㌃マl>｡[守,苧 H苧苧 ]十<l77㌢㌃ >B[計 日管管苧]

で与えられる｡

(8.14)

川.15)

(A.16)

補遺Ⅱ.ダイアグラム法による計算

2･3節の計算では,<5+>-0,<㌔>- Oと仮定 したので, 4次の不完全キュムラント/上
及び順序付キュムラントは,それぞれ,

<･bAXL(i),亀(tl)･bAXL(t2)亀(t3)>p.ci(t3)

-<,hAXL(i)亀(tl),亀 (t2)亀(t3)>i(t3)

-<亀(i)･亀(tl)><亀 (t2)亀 (t3)>i(t3)

<亀(i)･亀(tl)亀(t2)hAXL(t3)>..ci(i)

-<hAXL(i)亀 (tl)亀(t2)亀 (t3)>i(i)

-<･AxL(i)亀 (tl)><亀(t2)･藍 (t3)>i(i)
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-<IGAXL(i),亀(t2)><,亀 (tl)･亀 (t3)>i(i)

-<,AxL(i)･亀(t3)><亀 (tl)･AxL(t2)>i(i) (肌 2)

で与えられる｡ただし,平均の定義は (2.3.31)である｡また, 2次の不完全キュムラント,

順序付キュムラントは一致 し,

<･GAXL(i)lhAXL(tl)>p.ci(tl)-<･亀 (i)･亀(tl)>i(tl)

<亀 (i)JQAXL(tl)>｡.Ci(i)≧<･亀 (i)･bAXL(tl)>i(i)

で与えられる｡従って, TCL形式の2次,4次の ｢動的演算子｣は,光子系の演算子の交換

に注意すると,それぞれ,次の様に,ダイアグラムを使って表わせる｡

E2(tJl)石(i)-∑(<若手 L>..C[守,草月+<謹 >..c li,PE]十h･C) (Ⅱ･5)LL,LJ

k4(i,tl,t2,t3)i(i)- 去 i‡,(i,tl,t2,t3)紬3=a

秤 )(t･tl,t2,t3)方(i)- ∑ (<7-7アマl>..｡[守,字号?LI]
〟,〝Iα,r

十<l㌃777>..C[君,子守日宇]十<㌃77言｣>O.C[守,9号Ilf]

十<㌻㌃アTl>O.C[守,9号l管]

十<771>O.C<77l>O.C[守,(字号守~守子守)"]

十<マ?l>O.C<アマl>O.C[守,(字号守一守字号)H]

十<マフI>..C<l㌃㌃>0.｡[守,(チ9-号苧)‖f]

+<7TI>O.C<l㌃ ㌻ >..C[守,(子守一号苧)日管]

十<-6,7>..C<77l>..C[守,(99-号守)IIf ]十h･ci

L- pA, ll-石(i)

⊂≡=

⇒ - e一触 beAIJtk,申 ニーeALtk be⊥7Ltk
A k

あ - e-ALtkA +eA∫Jtk,告ニーe'Ltkbe~包 tkk
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- - e-AAtkS p- eAAtk･ ㌃ - e7AtkS p- e -VAtkk

7- ｡-AAtkSp'eAAtk, i-e7AtkS'e~7Atk
*

/丘

ただ し,(皿.5),(Ⅱ.7)の和はスピンの足について とり, (Ⅱ.6)の和は,

a:(‡,ラ , 7 , 7),

A :(7, 7号 ,‡),
*

C :(‡, 手 7,7),

*

a:(丁･7 7,ラ ),
* *

e:(了, 手 7,7),

i:(5,千 手,ラ),

(予 予をi)

(ij , ?,?)

(.守,子 守,i)
*

(i･?,i･?)

(泰子 ? ,i)

(? 辛 , 令 ?)

について とる｡また, TC形式の4次の ｢動的演算子｣は,

iEC(i,tl,i2,t3)-ii4TCCd(i,tl,t2,i3)i(t3)
ガ=a

i4TC% (i3)- ∑ (<7777l>p.C[守,守守碧J]
JL,Z/,a,r

十<J㌃777>p.C[守,字号悼]十<㌃77Tt>p.C[守,予やJ宇]

+<㌃㌃771>p.｡[守,守予や]十 h･C)

で与えられ る｡

(肌 8d)

(Ⅲ.8e)

(Ⅱ.9)

(班.10)

(Ⅱ.ll)

(Ⅱ.5), (Ⅱ,7),(臥 ll)に表われるス ピン演算子の平均は, 2時間グリーン関数 (2.3.

33)を使 って,

∑<う-I>O.C-£<チナ>p.C-"f'-(i･j;o) (Ⅱ･12a)FEy 乙 }

pEv<ァチ>O.C-Fv<7予>p.C-"f→(i･j;o) (臥 12b)

pFa,<‡言 j>･C-"(e12N⊥十7-1)f'-(0,3;6)r +(1,2;6) (Ⅱ･13a)

pFa,<l㌃予言'･C-"(e12N⊥ 十7-1)i-+*(0,3;o)r'(1,2;a) (Ⅱ･13b)
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ppa,<黒 帯 l>･C-"(-el軌⊥十7-1)f+-(0,3;o)f'i(1,2;6) (Ⅱ･､13C)

p;aチ㌻霊 j>･C-"(-e12N⊥十7-1)f'-(0,3;け +(1,2;a) (Ⅱ･13d)

のように表わせる.ただし, 再ま, ･がP(不完全キュムラン ト)のときNをとり,0(順序

付キュムラン ト)のとき0をとる｡また,

eLjn⊥= eXPl-(rN-2rJ_)(t了 tJ)]

と定義 した｡ (Ⅱ.12), (Ⅱ.13)を求める際,公式

trAeAAtX- trAX

trA SpieAAtX - e-r一一ttrASp-+x

trAS三eAAtX-e-rNitrAS;X+(ト e~rNt)右 ｡NtrAX

を用いた｡

(班.14)

(Ⅱ.15a)

(臥 15b)

(Ⅱ.15C)

補遺 Ⅳ･展開係数 cn(t‖こ対する方程式

正規順序のボゾンコヒーレント表示で表わ した ｢密度演算子｣に対する展開 (3.1.3)の展開

係数 cn(i)に対する連立微分方程式の最 も一般的な形は,

● ′■■′
cn(i)- -2(五十1)αnl(i)･n(n十1)cn.1(i)

′ヽ■l′ ′■■■■l′
- (2(〟-αl(i))十2(完十1)ant(i)･(3n十1))･T-n(i)

十 ト 2(K-al(i))-2(討 1)ant(t'･(3n-1)十票 1･ncn_1(i,

′■■′ ′■■′

′■一/

-2(完+1)αnl(i)･n(a-1)cn_2(i)

十2(2¢1(i)･n十¢2(i)+¢3(i)･(2n-1)i･ncn(i)

十2(2･¢1(i)･(2n-1)十42(i)十43(i,･(4n-3)十諾 三

十2･監 (a-1,)ncn_1(i,

十4tQl(i)十Q,(i,十監 十豊 )･n(nl ,cn-2(t,
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で与えられ る｡ ただ し,

･l(i,-害 [苧 ¢'2'･-(i,一事 (2)-･(i,普 (男 2¢2'4'.I-I-(i,

･(土讃 2¢24,-･'t'-半 土ヂ ¢…4,-･'t'

宇 苧 ¢!4'~+ト )]

す(i,-2折 十1)十掌 [.(1-0.,4'2)-･(i,一学 年 争 ㌘'--(i,γ⊥

-(字 )2¢2(4,- ･(t']

;nl(i,-岩 [仁平 )261'4'･-･lt,-eヂ)261(4,-･(i,

(Ⅳ.2)

(Ⅳ.3)

-(土妄執等)¢1'4'ト→(i, ･ 字 苧 ¢1'4'一 ･-(i,] (Ⅳ14)

･1(i,-葛 [2( 苧 )2¢l'4)･- (i,- 2(字 )241'4'叫 (i,

N94
¢2(i)≡一丁-rirN

JV,/I
¢3(i)≡一つl

r_Lru

一三(1芸当(i?)Ql'4)I-~+(i)･3(主剤等 )¢l'4'+I(i)]

(Ⅳ.5)

[8閉 261(4,-+-(i,･6(男 (1讃 ¢1(4)+--･(t'

-2(字)(To)¢1'4'+ I(i,]

[2(2(呈 )2¢1(4)叫(i,十閉 (響 )¢1(4,1 t'

-(宇う(土手)¢l'4叶 (i))

十Aj(男 2¢…4'.-(i,I(宇)2624'-･(i,

-(T )(男¢Z4'+-→(i)-(男 (土芸当
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･4(i,-若[3(ifA)2¢1'4)十十(i,I(1139(男 61'4)+--+(i,

･芸‡仁君)2¢三4'-･-(i,-(字 )(早 ) ¢㌘)-.-(t,)] (Ⅳ･8)

･5(i, -岩[4搾 )2軒 +I+(t,･(響)(男 ¢1'4)一 十(i,

一仁讃(男 ¢1'4)叫-(i)

N94

¢ 6 ( i)≡一一7 -.-

T.Lr..

十若く2(? )2¢54)-･-(i,-(男 閉 ¢…4'･--(i,

-(2)控 )¢2'4)→十1t))]

[ 仁讃 2¢l'4)-- (i,･告 ¢㌘)一十-(i, ]

(Ⅳ.10)

と定義 した｡また,

¢(2)+-(i)…lotdtlf'-(0,1;o),etc･ (Ⅳ･11)

¢1(4)++ (i)≡IotdtlJotldt2Jot2dt3e12u⊥f+-(0･2;a)f･-(1,3;a)

-IotdtlJotldi2Jot2dt3e12〟⊥ft-(0,3;a)i-(1,2;a), etc･

(Ⅳ.12)

¢2(4)'--･(i) ≡IotdtlJotldt2JotZdt3f ･-(0 ,2;o)f - (1,3;6)

-lotdtlJotldt2Jot2dt3f+-(0,3;o)f -+(1･2;6), etC･ (Ⅳ･13)

とおいたo f'-,f-+の定義は, (2･3･33)であ り, e12N⊥の定義は, (臥 14)であるo

cn(tHこ対する方程式 (Ⅳ･1)を導出する際,ラゲール多項式の漸化式及び直交関係 :

XLn(X)- - (a+1)Ln.1(X)+(Zn+1)Ln(X)-nLn_1(X)

蕊(Ln.1(X)-Ln(X ))--Ln(X)

(:X)
JodXe-XLn(X)Lm(X)- ann
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を用いた｡

なお, ｢密度演算子｣ を反正規順序のボゾンコヒーレント表示21),22),23)で表わすと, 1つの

変化として, (Ⅳ.1)に対応する方程式において, (五十1)が言に置き換わるoこの場合,完

で割 った項が存在するので,光子系の熱浴が絶対零度のとき(完- o)が扱えなくなる｡
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