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要 旨

スピン対称性の破れたフェルミ粒子系に対して,粒子一正孔対励起のボソン表示を導出するO

スピン反転を伴わない低波数の粒子一正孔対励起に対応した双一次フェルミ演算子は1ボソン

演算子で表現でき,このような励起に対しては系の次元に関係なく朝永公式に類似した表式の

成立することが示される｡また,スピン反転を伴った粒子一正孔対励起のボソン化から,Sto-

nerギャップの存在が対励起のボソン表示に重要な影響を与えることを指摘する｡

§1 導 入

ボソン像に基づいた数学的方法は,多体系の物理学の諸分野に於いて長足の進歩を遂げてい

る｡ Holstein-Primakoff1)及び Dyson2)の方法による局在スピンのボソン展開や,朝永理

論 3)によるF｡rmi粒子系の低エネルギー粒子一正孔対励起を1ボソン生成演算子で表示する

所謂朝永公式は,固体物理学に於けるボソン法のパイオニア的役割を果たすと共に,種々の物

理量の計算に援用されている｡

朝永公式として良く知られているように,一次元Fermi粒子系では

Bq-浩 +kllq,2+k-q/2

(1.1)

が成立するoここで,可･Bいまそれぞれ運動凱 ･qの電子とボソンの生成演算子であり,
Fermi運動量を kFとして qくくkF,k+q/2>kF･k-q/2<kFが満たされる｡ 文献3)

に於いて,式 (1.1)は粒子密度揺動の交換関係と系の1次元性を考慮して導出されており,よ

り高い次元でのボソン表示を得るためには文献3)とは異ったアプローチが必要になる｡以下で

勘 B｡la｡v4)一丸森 5)の方法を基礎にして,任意の次元に於ける粒子一正孔対励起のボソン

SEKI,Seiichi.
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表示を系統的に求めるひとつのアプローチを提案する｡一般論に従えば, Fermi演算子をボ

ソン化するためには次の3つの要素を自己無撞着的に確定することが必要である｡6)

1) Fermi演算子の作用する空間

2) ボソン演算子の作用する空間

3) Fermi空間に於ける状態ベクトルをボソン空間に於ける状態ベクトルに変換する演算

子T｡この演算子はユニタリー的であることが要請される｡

系の磁化が零でスピン対称性が保たれている時,スピン反転を伴った粒子一正孔対励起とス

ピン反転を伴わない対励起に対するボソン表示の間に本質的な差は生じないOボソン表示にお

ける上述の差は,スピン対称性が自発的に破れた状態或いは外部磁場の存在する状態の時,

顕著になる｡磁化によって,粒子一正孔対励起のボソン表示がどのように変化するか調べるこ

とも以下の議論の目的のひとつであるb

我々の考察する電子場の演算子はすOによって与えられる｡但し,Oはスピンを表す添字で

ある｡電子系には正 中o及びサ:少_o (それぞれ粒子数密度揺動,スピン密度揺動に対応)で

記述される二つの特徴的な励起が存在する｡その時,双一次形式の電子場はスピン0及び1を

担う二種類のボソン場 B(0),B(1)によって展開される｡Lからながら,B(0)が粒子数密度揺

動に,またB(1)がスピン密度揺動に正確に対応していると断定することはできない｡ 実際,

少:サOのボソン展開の高次項にはB(0)とB(1)の混り合-た形式で表現されるものもあるO

や01少-Oについても同様である｡

変換演算子Tを用いれば, Fermi演算子のボソン化は

TF+Tl-FB (1.2)

で記述される｡ここで, F少,FBはそれぞれ電子場,ボソン場の汎関数である｡ 式 (1･2)は

両辺の行列要素の同等性を意味しており,場の理論の言葉を借 りれば "弱い関係〝と呼ぶこと

ができる｡式 (1.2)に対応して,ノ､ミル トニアンは次のように変換される｡

TH+Tl-HB

F少の統計力学的平均が トレース演算子 Trと温度の逆数 βを用いて

<Fサ>=Tr[F少eXpトβH少)]/Tr[exp(-βH少)]

(1.3)

(1.4)

で与えられることに注意すると, T十T-1が成立する時,任意のFermi系の物理量はボソ

ン化されたノ､ミル トニアンの枠組の中で計算できることが分かる｡こうして,Fermi演算子
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を完全にボソン化するためには変換演算子Tのユニタリー的性質が必要になってくる｡

§2 変換演算子の導出

この節では,系の状態がスピン対称性の保たれた常磁性状態にあるものとして,スピン添字

を省略したフェルミ粒子系の粒子一正孔対励起を考察する｡1個の粒子一正孔対を生成する演

算子サfサk′(但し,Fermi運動量をkFとし, k>kF,k′<kF)を基底状態 IG> に連

続的に作用すると種々の励起状態が得られる｡例えば

Ikl+ql/2･k1-ql/2;- ;kn+qn/2,kn-qn/2>

-還di･qノ2サki-qi/2IG>i=1 (2.1)

はn個の粒子-正孔対を持っ状態である(但し, ki+qi/2/>kF･ki-q了2<kF)0

一般に系のハミル トニアン札 無摂動,摂動部分をそれぞれHo,Hintとすると

H-Ho+Hint;Ho-=ek少klサkk (2.2)

で与えられる｡ ekは-電子エネルギーを表す｡以下の議論ではHintの具体的な表式が必要に

なることはない｡系の粒子数はハミル トニアンHの下で常に保存される｡状態(2.1)は固有値

n

∑ (e ki. qノ 2 - e k 8-qi/2) (2･3)F!ii il

を持っHoの固有状態である｡粒子一正孔対に対応した双一次演算子の作用するヒルベル ト空

間 β1は,Hoのすべての固有状態で張ることができるものとする｡任意の粒子一正孔対励起

はHoの固有状態の一次結合で表される｡いま,

n

ln;q;1>E-NE(n･q)口 ∑ ∂(q-ql一･･･一qn)
i-1〈kiqt)

×91(k1-ql′2･- Ikn-qn/2;kl+ql′2･- Ikn+qn/2)

･+ti+qi/2+ki-qi/21G> (2･4)

で与えられる状態を考えよう｡ n･q･NE(n･q)は, それぞれ励起対数,状態運動量,規格

化定数を表し,1は関数9を指定する添字である｡運動量についての和記号 ∑ は,
〈kiqi)
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∑
〈k乙qi)

但 し
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∑ 0(ki+qi/2-kF)0(kF-(kも-qi/2))
kも･qi

×W(ki+qi/2)u,(ki-qi/2),

o(3,- ( :

∬>O の時

∬<O の時

(2.5)

(2.6)

である｡関数 ∽(α)は重みを表し,バンドの外では零になる｡従ってバンドの最上端,最下端

に対応した運動量をそれぞれ k｡･kdとすれば

W(3,- i:

kd<x<kuの時

それ以外の時

で与えられる｡ここで

hP (xl･････ Xn;yl･ ････yn)

-∑ a;91(xl･- ･Xn;yl, - ･ y n)Jt

で定義された関数系hPを導入しよう｡その時係数a言を適当に選べば

∑ h l*(3'1･ - ･ Xこ ;y i･ ････ y i)91(xl･････X n ;yl････,yn),i

n

- rIa(x;- xi)♂(y:-yi)
z=1

が成 り立っようにできる｡式 (2.8)を式 (2.9)に代入して

15 aま′g l'*(x十 ･ ･ 拓 拓 ････ ダニ)91 'x l･ ････X n : y l･････ y n)
れ′

- I16(x;-xi)8(F'予 告)
i=1

を得る｡この時,次式が容易に導かれる｡
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NE(n ;q)~1∑hl*(krql′2･- ･kn-qn/2;kl+ql/2･････kn+qn/2)Ji

× In;q;ス>E

-貴+kli+qi/2隼 qi/21G>EEH (2.ll)

こうして式(2･1)で与えられるH.の固有状態は式 (2･4)で定義された Ln;q;̂ >Eの適当な

一次結合で表すことが可能である｡このことは,ヒルベルト空間 Blを Ikl+ql/2,kl-ql

/2;･- ;kn+qn/2,kn-qn/2>Eに代って Ln;q;1> で張ることができることを意味し

ている｡更に

fl(xl･-･Xn;yl･････yn)

-∑ b三gP (trl･ ････X n ;y l･ - ･･y n)/l

で表される関数系flを導入し,係数 亮 を適当に選んで

gel〈3万 i , f l* (xl･ ････X n " 1･ - I yn)

×fl'(xl･････Xnり 1,････yn)-611′

fl(･･･xも･･･X)- ;γ1･ ････yn)

-弓 l(-･xj･･･Xi･-;yl･ ･･･,yn)

fl(xl･-,Xn;- .yi･･･γ)･･･)

--fl(xl･-･,Xn;･･･yj- yi- )

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

が成立するとしよう｡式(2.14),(2.15)は関数Jが変数の置換に対して反対称的であること

を意味している｡このような反対称性は,例えば

fl(xl･････Xn;yl･････yn)
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-A ((tr･ y )exp( i¢ l(xl, ･- ･X n ;yl･ - ･･ yn) )

n

A(tx･y))- n [0(trr ∬,)-0(3 -xも)]
i(j )

×[0(yi-yjト 0(y了 yi)]

(2.16)

(2.17)

とおけば満たされる｡但し, ¢lは変数の置換に対して対称な実関数である｡上で定義した関

数Jを用いて表される状態

71

In;q;1>E-NE(n;q)H ∑ 6(q-q1- - -qn)
i=1〈k乙qi〉

×fl(kl-ql/2･････kn--qn/2;kl+ql/2･････kn+qn/2)

･di+qノ2+ki-qi/21G> (2･18)

を考えよう｡式 (2.ll),(2.12)から,ヒルベル ト空間 Blをすべて可能な n,q,スの値の

Jn;q;1>Eで張ることもできる｡そこで以下の議論では状態空間を回転 して ln;q;}>Eが

β 1の基礎ベクトルになるようにしよう｡H｡の固有状態のひとつ,たとえば,

夷 .q/2+A-q/2JG>

は, In;q;1>Eの1次結合

正 .q/2+ k-q' 2 1G>-∑ ∑ e~ i"k-k′)+ kl,.q/ 2+ kL q/21G,
l k/

-∑e~ilkJl;q;1>E
j

(2.19)

で表すことができる｡ In ;q;1>Eの規格化定数NE(n;q)は,式 (2･14),(2･15)から導か

れる関係

fl(trl･-･･Xn;yl,････yn)

-LJDanLApnfl(Hal,････Xan勅 l･ -･･yen)
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但し,

p{羊 ,

セット(C1･C2･- 一en)がセット(1･2････,n)の偶置換から

求められる時

その置換が奇置換の時

を用いて

n

NE(n ;q)-[n!rI E ∂(q-q1-- -qn)rl/2
も=1くkLqも)

であることが示される｡この時

E<n;q刷 n′;q';1′>E- ∂nn′∂qq,lll′

が成立する｡

いま

n
T-lG><Gl∑ 口

ni=1(kiqも) i

xfl*(kl-ql′2･････kn-qn/2;kl+ql/2･････kn+qn/2)

三 三h(a)(ql+q2+- +qn)

×Bltqid i-q了2隼 qノ2JO>BB<OL

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

で定義される変換演算子Tを導入する｡ここでBltqはボソン生成演算子であり, JO>Bはボ
ソンのフォック空間に於ける真空状態を表すb従って,交換関係

[Blq･ Bll,q,]-∂ ll′∂qq′
(2.25)

lBlq･Bl,q,]-0

と共に

BlqlO>B-0 (2.26)

が成立する｡以下で示されるように,関数kの具体的表式はTに対するいくつかの要請から決

定される｡そのひとつは,二つの状態の積 JO>BJn;q;1>EがTによって In;q;l>BIG>

に変換するという要請である｡すなわち
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TIO>BZn;q;l>E= In;q;ス>BIG> (2･27)

ここで, ln;q;1>Bはボソンのフォック空間における励起状態 を表す｡式 (2･18),(2･24)

を式 (2.27)に代入して

7L

ln',q',l>B=(n''2"E'n',q)だ1くk宏も,6車 91-.''-qn)

×h(n)(ql+･･･+qn)BlTqLl0>B

となる｡更にTの正準共役演算子

n
T十-10>BB<01三H z = h(n)(ql+･･･+qn)

n 乙=1〈kiqも) i

xfl(k1-ql′2････,kn-qn/2;kl+ql′2,････kn+qn/2)

は

･BlqL可 .qノ2隼 qi/2IG>

T十ln;q;ス>BJG>-IO>BIn;q;l>E

(2.28)

(2.29)

(2.30)

を満たすとする｡この時,式 (2.27),(2.30)からh(n)が求められ, a-1,2 に対しては次

のようになる｡

A(1)(q)-(∑′)-1/2
(kq)

A(2)(q)-(2!J2)-1(∑ ∑′ )-1/2
(klql)(k2q-q,)

×( ∑ (∑′ ∑′ ∑ ))-1/2
くklq.) くk2q-qi)(k:q)(k2'q-ql)

(2.31)

(2.32)

ここで, ∑′は,
(kq)

∑′-∑ 0(k+q/2-kF)0(kF-(k-q/2))W(k+q/2)W(k-q/2) (2･33)
(kq) k

で定義された和記号である｡ n≧3の h(a)も同じような方法で得られる｡ このようにして求

められたh(a)を式 (2･28)に使 うと, Jn;q;̂ >Bに対する規格化条件
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B<n;q;lIn′;q';i/>B-∂nn′∂qq′∂ll′

の成立することが確かめられる｡

(2.34)

§5 ボソン展開

この節では前節で求めた変換演算子Tを利用して粒子一正孔対のボソン表示を導出する｡

T十Tはヒルベル ト空間町 こ於いてユニット演算子の役割をする｡実際,式(2.27)の正準

共役

E<n;q;lIB<OJT†-<GJB<n.;q;lJ

と式 (2.27)それ自身を組合せれば

E<n;q;lIB<OIT十TIO>Bln;q;l>E

-<GIB<n;q;lln′;q′;}′>BJG>

- ∂nn′ ∂qq/ 6 11′

(3.1)

(3.2)

となる｡この関係は,T十Tが町 こ於いてユニット演算子であることを示している｡ 同様に

して,TT十はすべての可能なn･q･Aの値の JG>ln;q;ス>B で張られたヒルベル ト空間

β2に於いて単位演算子の役割をすることが証明される｡電子数はどのような過程でも保存さ

れるとして,Hoの固有状態に対し次の完全性条件が成立する｡

JG><Gト十 ∑Ikl+ql/2,k了 ql/2><kl+ql/2,k了 ql/21
恒 l

+ ∑ ∑ lkl+ql/2･kl- ql/2;k2+q2/2,k2-q2/2>
klqlk2q2

×<kl+ql/2･kl-ql/2･,k2+q2/2･k2-q2/2I

+ --- (3.3)

上式に於いて状態 Ikl+ql/2･k1-ql/2;･･･;kn+qn/2,kn-qn/2>の位相変換, すな

わち,
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Ikl+ql/2･kl-ql/2;･･･;kn+qn/2･kn-qn/2>

-fl(k1-ql/2･････kn-qn/2;kl+ql/2･････kn+qn/2)

×Lkl+ql/2･k1-ql/2;･･･;kn+qn/2･kn-qn/2>

を行なえば,

lG><GI+∑∑∑ ln;q;1>EE<n;q;}巨 =l
n i q

が導かれる｡

(3.4)

(3.5)

ここで,β1に於いて作用する任意の演算子をOpとした時,次式が導かれることに注意しよ

う｡

E<n;q;JJB<010pIO>Bln';q';l′>E

′~ヽ一l

-<GIB<n ;q;ALOpln′;q';}′>BIG> (3.6)

′ヽ_′ ′■＼ノ

但し,Opは町 こ於いて作用する演算子であり,Op-TOpT十で与えられる｡従って

′■ヽ_′

0,-IO>B<GIOpLG>B<OI

+ ∑ ∑∑iLO>B<GlOpln･,q;l>EB<n;q;AJ
n≧ 1 i q

+ln;q;}>BE<n;q;スJOplG>B<Oli

+ ∑ ∑ ∑ Jn;q;ス>BE<n;q;ス10pln′;q';ス′>E
n)n/≧1qq/}}/

× B<n′;q′;1'I (3.7)

が成立する｡

このようにして得られた関係を利用して粒子一正孔対励起に対するボソン表示が求められる｡

式 (2.18),(2.28),(3.7)から
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4,kl+q/2+k-q/2-A(1)(q)=fl(k-q/2;k+q/2)Bltq.i

+ A(2)(q)∑ ∑ ∑h(1)(q)
Qくklql〉 lj′

×fl(k-q/2,kr ql/2,k+q/2,kl+ql/2)

･fl'(k1-ql′2,kl･ql/2)Bl+qlBfQ-qlBl,Q-q十 ･･･ (3･8)

となる｡但し,k+q/2>kF,k-q/2<kFであり, 点々で表された部分はボソン演算子の

高次の項に対応している｡ボソン展開(3･8)の第一項が h(1)(q)に比例することに注意 しよ

う｡ q-0の極限,或いは電子のバンド幅が十分に小さく従ってqも小さな値に限られる時

A(1)(q)は q-1/2特異性を示しn≧2のh(A)(q)に比べて著 しく大きな値をとるO この時,

ボソン展開に於いて h(1)(q)に比例する項だけを拾い集めれば

4rkl+q/2サ k-q/2- A(1) (q)E f l(k- q/2; k+ q /2),i

×B 11q( 1+F [nB上 F [0]) (3.9)

となることが示される｡ここでFは励起ボソン数演算子nBの関数である｡ これまでの定式化

から,粒子一正孔対の少ない電子系の状態は励起ボソン数の小さい状態に対応していることが

分かるB従って式 (3･9)から,弱い励起状態では 1+F[nB]-F[0]≡1として,

BIq-くfq;吉 fl'k-q/2;k'q/2)止q/2+k-q/2 (3･10)

が導かれる｡これは,朝永公式として良く知られる関係と本質的には同等であるO朝永公式は

系の一次元性を利用して導かれたものであるが,本論文では特に系の次元を指定することなく

低波数の粒子一正孔対演算子の一次結合を1ボソン生成演算子で表すことができた｡式 (3.9)

は波数qが小さい場合にのみ成立するO大きいqに対しては高次のボソン項も重要になってく

る｡このような高次項は,式(3.8)で示されているように,系統的に求めることが可能であるO

§4 スピン対称性の破れた状態でのボソン展開

この節ではスピン空間に於ける対称性の破れた状態,すなわち,系が有限の磁化を持つ状態

での粒子一正孔対に対するボソン展開を考察する｡簡単のため,系の基底状態は完全強磁性で
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あるとす る｡ ここで,完全強磁性とは,すべて の電子のスピンがある特定の方向に配列した状

態のことである｡不完全強磁性の場合の取扱 いは付録 1で与えられるa

基底状 態 が完全強磁性状態の時,演算子妬 Vrk,†(但し,k>kF',Lk′<k;)及び砿 Vrk,1

(但し, k>kF,k′<k;)の組合せから種々の粒子･正孔対励起状態をっ くることができる｡

ここで,サkoはスピンα,運動量kの電子消滅演算子であり, ki(k-F)は上向きスピン(下向

きスピン )電子のFermi運動量である｡基底 状態 IG>では,すべて の電子のスピンはα-

†,すなわ ち,上向きにあるとする｡

ki+qL/2>k;,k了 qノ2<kf,k,+qj/2>kF,kj-qj/2<kf

とすると,

lkl+ql/2㌦ kl-ql/2†;､-- ;kn+q,/21,kn-qn/2†>

- 岩 貴 需L･qi/2↑+kill/2↑夷,･･q,/2↓+k,-q/ 2↑.G>i=1)=1
(4.1)

はTn個のsinglet対,及び(n｢ n)個の triplet対から成る粒子一正孔対励起状態である｡

但し,singlet対, triplet対とはそれぞれ,上向きスピン電子一上向きスピン正孔対,下向

きスピン電子-上向きス､ピン正孔対のことを意味しているO§2での議論と同様に,すべての

可能な7n,n,q,1の値を持つ｡

hn,n｢n;q;}>E

n n

-N E (7n, n 一m; q )n n l ∑ ∑ 8 (q- ql i ･--q n )

i= 1j=7n+ 1 くkiq i) ((kjq]))

×fl(k1-ql′2,- ,kn-qn/2･･kl+ql′2,- ,kn+qn/2)

･互 +qノ 2↑隼 qi/2↑石 j+q,/2↓+kj-qj/2 T IG>

で張られたヒルベル ト空間 町 を考える｡ここで, 《責 j》 は

∑ -∑ o(kj+qj/2-ki)0(k喜一(kj-q,/2))
《与qj≫ k),qノ･

×W(k,+qj/2)W(k了 q,/2)
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で定義された和記号であり, ∑ は式(2.5)で与えられるものと同じである｡ J7n, a-m
(kもqi〉

;q;1>Eに対する規格化条件から,容易に

NE(Tn,n｢n;q)

7n,a
-[7'L!(n-7n)!n!fln ∑ ∑

i=lj=7n+1(kiq乙)≪kjq]》

が導かれる｡

今,

♂(q-q1-･･･-qn)]-I/2(4･4)

T-lG><Gl芸 芸 rmI 還 ∑ ∑ ∑h m̀,凡一m)(ql+ - 'qn)
n=07n=0乙=1]=7n+1(恒 乙)≪恒 )》 i

xfl*(k1- ql′2,･･･,kn-qn/2;kl+ql/2,kn+qn/2)

･B'10q'弼 Ii/2↑+ki+qa/2↑

･B'llqTd j-qj/2↑+k,･qj/2↓'O>BB<Oi
(4.5)

で定義された変換演算子を導入する｡ B(0汁,B(1)十はボソン生成演算子を表し,次の交換関係

を満足する｡

[B'10q',B'10,'qT]- [B'llq',B'll,'qT]- 611′∂qq,(それ以外の交換関係鴫 ) (4･6)

B(0),B(1)はそれぞれ singlet対, triplet対に対応したボソン演算子である｡Tは2つの状

態の積 10>B17n,n17n;q;ス>Eを次の様に変換する｡

T10>BJ7n, n｢ n;q;ス>E

-日n, a-Tn･,q･,1>BIG>

ここで, 17n,n｢ n;q;1>BはボソンのFock空間に於ける励起状態を表し,

hn, a-7n;q;}>B

-7n!(n｢ n)!n !NE(,a, n｢ n;q)
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m rz,

×iヲ1j=9.1くkfqi,≪若qj》6(q-ql~ ●''-qn)

×A(n,ルーn)(ql+ - +qn)B(}Oq)ilB(llg))i10> B

で与えられる｡また,Tの正準共役 で十は,

T†lm'n｢n;q;l>BIG>

-IO>BIT,a, n-7n;q;1>E

を満足するものとする｡この関係式から,

h(1,0)(q)-(∑′)-1/2
(kq)

h(0,1)(q)-(∑′)-1/2
((kq))

h(2,0)(q)-(2!√す )-1(∑ ∑′ )1/2
(klql)(k2q-ql)

×(∑ (∑′ ∑′ ∑′ ))-1/2
〈k,ql) (k21q-ql〉くk:qi〉くk:m l)

h(I,1)(q)-(∑ ∑′ )1/2
〈klql)≪k2q-q.》

× ( ∑ ( ∑ ′ ∑ ′ ∑ ′ ) ) - 1/2

(klql) ≪k2q-ql≫ くk/lq l)((k/2q - q l》

h(0,2)(q)-(2!ノす )-1(∑ ∑′ )1/2
m lqlljC(k2q-ql))

× ( ∑ ( ∑′ ∑ ′ ∑ ′ ) )- 1/2

《頼l》 《k2rql≫ 《 k '1g》 《k'2g-q l ≫
などが導かれる｡

式 (4･9)よりヒルベル ト空間 β1に作用する任意の演算子 0｡に対して

E<m,n-7n;q;llB<0lOpIO>BI7n′,n′一m';q';ス′>E
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′ヽヽノ

=<GIB<7n,n-7n;q;吊 OpI7n′,n'-7n′;q';1′>BIG>

′＼ノ

が成立するo但 し, Op-TOpT十である｡ こうして,式(3･7)に対応 した関係

EiiZq

O,= JO>B<GIO,IG>B<OI

+ ∑ ∑ ∑∑tJO>B<G10plm,n｢n;q;1>E
n≧17n≧oq i

X<m, n17n;q;}L+17n,n｢n･,q･,1>B

×E<7n,n-m;q;吊 OpLG>B<0日

/TL TZ,

+ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ITn, a -,a;q ;1> B
n≧ 1a/≧17n≧07n/≧oqq'1人/

×E< 7n , n｢ n;q;吊 0,17n/, n'-7n′;q;1>E

XB< 7n', n'-Tn';q';l'I

が得られる｡

o｡-+kl.q/2†+k-q/2T.(但 し, k･q/2>kf,k-q,2<串
を上式に代入すれば

Vrkl+q/2†少 k-q/2†- A(1,0)(q)= f l ( k - q /2,k+ q/2)B(log)十.i

+ A(2,0)(q)三 三 ∑ A(1,0)(ql)fj*(k-q/2,
Q(klq.)1}/

kl-ql/2;k+q/2,kl+ql/2)

×fl′(kl-ql′2,kl+ql/2

･B'10q'l+B'103IqlB'10,'Q_qI ･･･-
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が導かれる｡同様に,

O｡-Vrkl.q/21+k-q/2T(但し,k+q/2>kF,k-q/2<k;)

と置けば,

Vrkl+q/214k-q/2†-h･(0･1)(q)=fl(k-q/2,k+ q/2)B(llq),i

+A(0,2)(q)∑ ∑ ∑ A(0,1)(ql)
Qくklql)li′

×fl*(k-q/2,kl-ql′2;k+q/2,kl+ql′2)

×fl(k1-ql′2,kl+ql′2)

･B'10q'ltB'113㌔ lB'll',Q_qト ････ (4.18)

が導かれる｡式 (4.17),(4.18)の右辺に於ける点々は高次のボソン項を表す｡前節での議論と

同様に,小さいqに対するh(1,0)(q)の q-1/2特異性を示すことができる｡従って, q≪ 1の

時,式 (3.10)に類似した式

B'10q'十-∑′⊥ fl(k-q/2;k･q/2)止 q/2T少k_q/2↑ (4･19)
くkq〉√す

が成立するOしかしながら,A(0,1)(q)は小さい qに対して q-1/2特異性を持たず,従ってボ

ソン展開 (4.18)に於いて h(0,1)(q)に比例 した項だけを拾い集める振作は,正 しい取扱い と

は言えなくなる｡この時には,十分小さな 再こ対してさえ

B'llq'十-∑′｣Lfl(k-q/2,k･q/2)可 .q/2けk_q/2↓ (4･20)
〈kq)√す

という関係は成立しないOこのようなsinglet及び triplet粒子一正孔対に対するボソン表示

の定性的な相異は,スピン対称性の自発的破れによるStonerギャップの存在に起因している｡

§5 要 約

これまでに我々は,粒子一正孔対に対応 した双一次形式の Fermi演算子 をボソン演算子で

展開するひとつの方法を提案し,朝永公式に類似 したいくつかの関係式を導出した｡得られた

ボソン展開の表式から,低波数の singlet対 (粒子と正孔のスピンが同じ対 )は系の次元に関
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係なく1ボソン生成演算子の一次結合で表現できること,また,スピン対称性の自発的に破れた

状態での triplet対 (粒子と正孔のスピンが異なる対 )のボソン表示は低波数であっても1ボ

ソン生成演算子の一次結合で与えられず,高次のボソン項が必要になってくることを見てきた｡

ボソンのFock空間に於ける1ボソン状態, B(0)十10>B, B(1)十IO> Bは, かならずLもq q

観測可能な(Observable)状態ではない｡実際,系のノ､ミル トニアンをこのようなボソン演算

子で対角化することは不可能である｡観測可能な状態は,B(0),B(1)の組合せで記述される非

常に多数のボソン状態の一次結合で表される｡強い Coulomb相互作用をもった電子気体に現

われるスピン波やプラズマモー ドは観測可能なボソン状態の例であるが,このような状態を

B(qo),B(ql)で記述することは現理的に可能であるO
これまでに得られたボソン展開は,完全性条件 (3.3)または(3.5)の成立する制限された

Hilbert空間に於いてのみ有効である｡換言すれば,これらのボソン展開は,任意の粒子一正

孔対励起が式 (2.1)または (2.4)で与えられる基礎状態ベクトルの一次結合で表現されるとい

う仮定の下で成立する｡しかしながら,これらの基礎状態ベクトルでは表せない状態を導入し

ても関数 h(1,0)(q)の q-1/2特異性などが影響を受けることはなく,式 (3･9)で与えられる双

一次演算子とボソン演算子の対応はそのまま成立する｡

系の温度が有限の時,Fermi演算子の作用する Hilbert空間を温度に依存 しない基礎状態

ベクトルに代って温度に依存したベクトルで置き換えることができる｡その時, Fermi演算

子に対するボソン表示は温度の影響を受けることになる｡なぜなら,一般にこのようなボソン

表示は行列成分の間で成立するいわゆる弱い関係だからである｡温度効果によってボソン展開

の各項はそれぞれ影響を受けるが,低温である限り低次項の特徴は不変である｡

付 録 1

ここでは不完全 (部分 )強磁性状態に於いて粒子一正孔対励起をボソン展開する手続きにつ

いて説明する｡不完全強磁性とは,上向き及び下向きスピン電子が共に存在し,どちらかのス

ピン方向の電子数がより多くなっている状態のことである｡この場合,§4で考えた粒子一正

孔対の他に

+kll少k,i(k>kF,k′<k;)

+klT+k,J(k>k;,k′<k-F)

(A.1)

(A.2)

で与えられる対励起も出現する｡但し, kiは下向きスピン電子の Fermi運動量を表す｡
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(A.1)と(A.2)に対応したボソン演算子を云(o)十,云(1)十で表し,変換演算子を次の形で定義

するO

〟1 〟2 〟3 〟 4

T - lG><Gl ∑ H ∩ ∩ ∩

M4≧ 0 乙=1)=Ml+17花=M2+1 n=M 3+1

×∑ ∑ 云 ∑ ∑

くkLqi)≪恒 )》くk,nqm)≪丘nqn》 i

xA(Ml,M2,M3,M4)(ql+ ･･･+qM4)

×f*(k1- ql/2,･-,kM｡一qM｡/2;kl+ql/2,-･,kM｡+qM｡/2)

･B'10q'i++kfL-qi/2↑+kL･qi/2↑B'llq',+石 ,一g,/2巧 +qj/2↓

･B '10g'n+少tm-qm'2↓サ km. qn/2↓B'llg'n+症 qn/2↓4rkn + qn/2 ↑

×10>BB<0[

但し, 豆 , 云 は
(kq) ((kq))

●

∑ - ∑ 0(k+q/2-k-F)0(k-F-(k-q/2))
(kq) k,q

X w(k+q/2)W(k-q/2)

∑ - ∑ o(k+q/2-k;)0(k;-(k-q/2))
((kq)) k,q

Xw(k+q/2)W(k-q/2)

で与えられる和記号であるO更に,式 (4.2)に対応して

JMl,M2,M3,M4;q;ス>E

〟1 〟2 〟3 〟4

-N E(Ml,M2,M3,M 4 ; q )n rl n n
乙= 1 ) =Ml+17n=M2+1n=M 3+1
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･ ∑ ∑ 云 ∑ ∂(q-9了 ･･･-qM｡)
く恒 乙)W jq]》 く転‰〉≪knqn》

×fl(kl-ql/2,･･･,kM4-qM4/2;kl+ql/2,- ,kM4+qM4′2)

･互 +9了2T+ki-伊掃,+q,/2↓+k,-q,/2↑

×少kln+qn/21少kn-qn/21+kln+qn/2T+kn-qn/21JG>
を導入する｡ここで

NE(Ml,M2,M3,M4)-[(Ml-M3+M4)!M2!(M4-M2)!

MI M2 M3 M4

×(〟3-〟1)!n ∩ H ∩
i=1ノー=Ml+17n=M2+1n=M3+1

× ∑ ∑ ∑ ∑
く恒 i)《kjq)≫ (k,nq,n〉《knqn≫

×6(q-ql- ･･･-qM4)]-1/2

である｡同様に,式(4.8)に対応して

IMl,M2,M3,M4;q;ス>B

-(Ml-M3+M4)!M2!(M4- M2)!(M3-1Ml)!

〟1 〟2 〟3 〟4
×N E(Ml,M2,M3,M4;q)rI ∩ n ∩

乙= l j=Ml+17n=M2+ 1 n=M 3+1

× E Z i:- = ∂(q-ql-･･･-qM4)
くkiqi〉《恒 ]》 くk,nq,n〉《knqn》

･ k'" l'"2'"3'"4''q)B'10q'lB'llq',+云'10q'n+云ミIq'nf10>B

を導入し,

TIO>BIMl,M2,M3,M4;q;ス>E
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-JMl,M2,M3,M4;q;1>BIG>

T十JMl,M2,M3,M4;q;l>BIG>

-JO>BJMl,M2,M3,M4;q;}>B

(A.9)

(A.10)

が成立するように関数 hW l,M2,M3,M4)(q)を定めれば,粒子一正孔対励起に対するボソン表示

は §4とまったく同様な方法で求められる｡
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